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Abstract. The paper deals with a novel definition of random events
that generalizes the well-known definition by von Mises and elimi-
nates its deficiencies. It is shown that the admissible place selecti-
on rule introduced by von Mises may be eliminated from consi-
deration using characteristic matrix of a random experiment. In the
new model of random events, the field of events forms an atomic
generated, complete, and completely distributive Boolean algebra.
The probability distribution generated by random variables in this
model is not a measure but only a finitely additive function of events
in the case of continuous rational or real random variables. The
results of computational experiments with quantum random numbers
generators are given.
Keywords: Randomness, Frequency, von Mises Model, Lattice, Boo-
lean Algebra.

Резюме. У статтi розглядається нове визначення випадкових
подiй, яке узагальнює вiдоме визначення фон Мiзеса i усуває йо-
го недолiки. Показано, що правило вибору, запропоноване фон
Мiзесом, може бути виключено з розгляду за допомогою хара-
ктеристичної матрицi випадкового експерименту. У новiй моде-
лi випадкових подiй поле подiй являє собою атомно породжену
повну цiлком аддитивну булеву алгебру, а розподiл ймовiрностей,
породжуваний неперервними рацiональними або дiйсними випад-
ковими величинами, не є мiрою, а лише є скiнченно-аддитивною
функцiю подiй. Наводяться результати обчислювальних експери-
ментiв з квантовими генераторами випадкових чисел.
Ключовi слова: випадковiсть, частота, модель фон Мiзеса, гра-
тка, булева алгебра.
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Вступ

Поняття випадковостi i ймовiрностi випадкових подiй протягом всього
життя належали до одних з основних об’єктiв дослiдження Ю. I. Петунi-
на. Великий досвiд роботи з реальними випадковими даними та вивчення
великої кылькостi теоретичних робiт, присвячених цiй темi (див. наприклад
[1]), переконали його, що ця тема вимагає нового, нетрадицiйного пiдходу.

Iсторично першою спробою розв’язати цю проблему слiд вважати робо-
ту фон Мiзеса [2], в якiй було розроблено формальну теорiю ймовiрностей
iз урахуванням фiзичної реальностi. В основу своєї моделi фон Мiзес по-
клав концепцiю колективу — випадкової бiнарної послiдовностi, яка має
двi властивостi:

1) iснує границя послiдовностi її вiдносних частот;
2) вiдноснi частоти є iнварiантними щодо процедури так званого при-

пустимого вибору, тобто вибору пiдпослiдовностi, в якiй вибiр n-го
елемента не залежить вiд його значення.

Означення 1. (R. фон Мiзес). Нескiнченна бiнарна послiдовнiсть x1, x2, ...
є колективом, якщо виконуються двi умови.

1. Глобальна регулярнiсть. Нехай hn –— вiдносна частота одиниць серед
перших n членiв послiдовностi. Тодi iснує границя lim

n→∞
hn = p, 0 < p < 1.

2. Локальна регулярнiсть. Кожна нескiнченна пiдпослiдовнiсть
xi1 , xi2 , ..., отримана iз послiдовностi x1, x2, ... за допомогою припустимо-
го вибору, має ту же саму границю p.

У статтi [3] А. М. Колмогоров сформулював два основнi недолiки теорiї
фон Мiзеса:

1. Частотний пiдхiд, який апелює до поняття граничної частоти, не
може мати практичного застосування, оскiльки в реальних застосу-
ваннях дослiдники мають справу iз скiнченними послiдовностями.

2. Частотний пiдхiд при великiй кiлькостi випробувань не можна роз-
вити суто математично.

Як альтернативу частотнiй моделi фон Мiзеса А. М. Колмогоров за-
пропонував теорiю складностi. Ця теорiя набула широкої популярностi i
де факто стала домiнуючим пiдходом до визначення випадковостi. Втiм,
частотний пiдхiд ще не вичерпав усiх можливостей. Зокрема, у роботi [4]
Ю. I. Петунiним та автором було розвинено альтернативну частотну мо-
дель, яка знiмає проблему формалiзацiї правила припустимого вибору як
таку.

Розглянемо випробування T, який має два наслiдки: A та Ā. Введемо
iндикатор подiї A у k-му випробуваннi

xk =

{
1, якщо A;
0, якщо Ā.
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Числову послiдовнiсть x1, x2, ..., яка складається з нулiв i одиниць, бу-
демо називати бернулiєвською послiдовнiстю порядку p, 0 ≤ p ≤ 1, якщо

lim
n→∞

hn (T,A) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk = p,

де hn (T,A) — частота подiї A при n повтореннях випробування T. Основ-
ною особливiстю запропонованої теорiї є той факт, що для математичного
визначення випадкового випробування недостатньо знати результати лише
однiєї серiї випробувань X = {x1, x2, ...} . Для цього необхiдно знати послi-
довнiсть результатiв серiй випробуванняX1, X2, ..., якi зручно розташувати
у виглядi нескiнченної матрицi

Θ(T ) =


x11 ... x1n ...
x21 ... x2n ...
... ... ... ...
xn1 ... xnn ...
... ... ... ...

 ,

яку ми називатимемо характеристичною матрицею випробування T.
Нехай Xi = (xi1, xi2, ..., xin, ...) — це рядки, а X∗

j = (x1j , x2j , ..., xnj , ...)

— стовпчики характеристичної матрицi Θ(T ) . Легко бачити, що кожний
рядок Xn i кожний стовпчик X∗

n матрицi Θ(T ) породжують деякi дiйснi
числа αn i α∗

n з вiдрiзка [0, 1] . Покладемо αn = 0, xn1xn2...xnn... i
α∗
n = 0, x1nx2n...xnn... i будемо розглядати цi вирази як бiнарнi дроби. По-

значимо через M та M∗ множини чисел αn i α∗
n, вiдповiдно.

Означення 2. Випробування T називається випадковим, якщо виконую-
ться такi умови:

1) всi рядки Xn i стовпцi X∗
n (n = 1, 2, ...) характеристичної матрицi

Θ(T ) є бернулiєвськими послiдовностями одного i того ж порядку
p ∈ [0, 1] ;

2) множини чисел M та M∗, породженi рядками та стовпцями хара-
ктеризацiйної матрицi Θ(T ) , вiдповiдно, є щiльними на вiдрiзку
[0, 1] .

Означення 3. Випадковим експериментом E будемо називати нескiнченну
серiю повторень випадкового випробування T.

Означення 4. Випадковою подiєю (E,R) будемо називати результат R
випадкового випробування T, яке породжує випадковий експеримент E.

Означення 5. Ймовiрнiстю p (E,A) випадкової подiї (E,A) будемо нази-
вати порядок p ∈ [0, 1] бернулiєвської послiдовностi, яка складається iз
результатiв випадкового випробування T , яке породжує випадковий експе-
римент E.

Оскiльки практичний аналiз випадковостi здiйснюється на скiнченних
матрицях, необхiдно запропонувати означення випадковостi для скiнчен-
ного випадку.
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Означення 6. Випробування T вважається випадковим, якщо всi рядки
Xi i стовпцi X∗

i (i = 1, 2, ...n) усiченої характеристичної матрицi Θn (T ) є
вiдрiзками бернулiєвських послiдовностей одного i того ж порядку p ∈ [0, 1]
i якщо для довiльного ε > 0 iснує таке число n, що множини чисел Mn i
M∗
n, породженi рядками i стовпцями усiченої характеристичної матрицi

Θn(T ) =

 x11 x12 ... x1n
... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnn

 ,

утворюють ϵ-сiтку на вiдрiзку [0, 1].

Означення 7. Будемо називати експеримент псевдовипадковим, якщо при-
наймнi одна з множин M та M∗, породжених рядками i стовпчиками вiдпо-
вiдної характеризацiйної матрицi, мiстить лише скiнченну кiлькiсть рiзних
елементiв.

Зокрема, у роботi [4] доведено, що ймовiрнiсть того, що в схемi Бернуллi
множиниM iM∗, утворенi рядками i стовпцями характеризацiйної матрицi
Θ(T ) , є щiльними у вiдрiзку [0, 1], дорiвнює одиницi, отже, класична схема
Бернуллi є випадковим експериментом у розумiннi запропонованої теорiї
випадкових експериментiв.

Нагадаємо основнi положення запропонованої моделi [4]. Нехай T — ви-
падкове випробування, а S (T ) — множина усiх випадкових подiй, що мо-
жуть вiдбуватися внаслiдок реалiзацiї випробування T . Спираючись на
традицiйнi означення класичної теорiї ймовiрностей, у множинi S (T ) мо-
жна визначити операцiї складання та множення подiй, а також операцiю
заперечення подiї, причому першi операцiї можна виконувати для довiль-
ної множини подiй. Крiм того, у множинi S (T ) для кожної подiї A ви-
значено її ймовiрнiсть p (A), так що S (T ) перетворюється на поле, яке ми
називатимемо полем подiй S (E). У полi подiй S (E), яке породжується
випадковим експериментом E, можна ввести вiдношення напiвупорядко-
ваностi: будемо говорити, що подiя A тягне за собою подiю B i позначати
це символом A ≤ B, якщо поява подiї A у результатi випадкового експе-
рименту E неодмiнно тягне за собою появу подiї B. Це вiдношення пере-
творює поле подiй S (E) у напiвупорядковану множину [6]. Легко бачити,
що для будь-яких двох подiй A,B ∈ S (E) мають мiсце спiввiдношення:
A + B = sup(A,B) = A ∨ B i AB = inf(A,B) = A ∧ B, так що операцiї
складання i множення можна здiйснити на пiдставi вiдношення напiву-
порядкованостi. Цi формули можна узагальнити для довiльної множини
подiй ∑

i∈J
Ai = sup

i∈J
{Ai}

i ∏
i∈J

Ai = inf
i∈J

{Ai} .

Оскiльки суми i добутки подiй завжди iснують i належать S (E), то поле
подiй S (E) є повною дистрибутивною граткою [5]. Згiдно з означенням
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пiд доповненням елемента A в гратцi з нулем розумiють такий елемент
A′ ∈ S, що A ∧ A′ = 0 i A ∨ A′ = I, а гратка S (E) називається граткою з
доповненням, якщо всi її елементи мають доповнення. Всi цi властивостi
виконуються для поля подiй, де у ролi елемента O виступає неможлива
подiя, у ролi I — вiрогiдна, а доповнення — це заперечення подiї Ā. Отже,
поле подiй S (E) — булева алгебра з доповненням.

Теорема 1. [4] Для довiльного випадкового експерименту E поле подiй
S (E) є цiлком дистрибутивною повною булевою алгеброю.

Теорема 2. [5] (Тарський). Якщо повна булева алгебра S цiлком дистрибу-
тивна, то вона є iзоморфною алгебрi 2ℵ всiх пiдмножин деякої множини
M за структурами напiвупорядкованих просторiв (або булевих алгебр).

За множину M можна взяти набiр усiх атомiв напiвупорядкованого про-
стору S (E).

Означення 8. Називатимемо множину подiй B = {Bi}i∈J iз поля подiй
S (E) базовою, якщо виконуються такi умови:

1) всi подiї Bi iз B попарно несумiснi, тобто BiBj = 0, якщо i ̸= j;
2) довiльну подiю A iз S (E) можна подати у виглядi суми подiй Bi iз

B: A =
∑
k∈K

Bik .

Множина P усiх атомiв iз S (E) є базовою множиною в S (E) . У зв‘язку з
цим алгебра подiй S (E) є атомарно породженою булевою алгеброю. У кла-
сичнiй теорiї ймовiрностей елементи базової множини в S (E) називаються
елементарними подiями. Розподiл ймовiрностей P (E,A) у полi подiй S (E)
є функцiєю двох аргументiв: випадкового експерименту E та випадкової
подiї A.

У застосуваннях теорiї ймовiрностей зручно iнтерпретувати випадкову
величину x як деяку функцiю, визначену на базовiй множинi поля подiй
S (E), оскiльки при цьому у деяких випадках кожнiй елементарнiй подiї
Bi ∈ B (E) ставиться у вiдповiднiсть її числовий показник x = x (Bi).
Неважко помiтити, що цi два означення є еквiвалентними.

Перейдемо тепер до вивчення розподiлу ймовiрностей на полi подiй, по-
роджених значеннями випадкової величини. Розглянемо спочатку випад-
ковi величини, що набувають значень iз множини рацiональних чисел Q,
якi, власне, i є результатами вимiрювань в реальних застосуваннях.

Означення 9. Будемо називати випадкову величину x рацiональною, якщо
її можливi значення є рацiональними числами. Позначимо через BE (x)
множину всiх можливих значень рацiональної випадкової величини x, зна-
чення якої спостерiгаються при здiйсненнi випадкового експерименту E.
Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що BE (x) = Q. Тодi S (E)
складається з усiх можливих пiдмножин множини Q.

Означення 10. Рацiональна випадкова величина x називається неперерв-
ною, якщо її функцiя розподiлу Fx (u) є неперервною на R1. Вiдповiдний
розподiл ймовiрностей називається неперервним.
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Означення 11. Рацiональна випадкова величина x називається сингуляр-
ною, якщо iснує така пiдмножина Ψ = {a1, a2, ..., an, ...} ⊂ Q, що

p (E, {an}) = pn > 0 ∀n ∈ N i
∞∑
n=1

pn = 1. Вiдповiдний розподiл ймовiр-

ностей називається сингулярним.

Теорема 3. [4] Нехай F (u) — довiльна неперервна функцiя розподiлу на
прямiй R1, тодi iснує випадковий експеримент E з базовою множиною
(множиною елементарних наслiдкiв) BE = Q i розподiлом ймовiрностей
p (E,A) , A ⊂ Q, для якого при будь-яких u ∈ R1 p

(
E,Q(−∞,u]

)
= F (u) , де

Q(−∞,u] = Q ∩ (−∞, u] .

Теорема 4. [4] Нехай F (u) — довiльна функцiя розподiлу, зосереджена на
вiдрiзку [a, b] :

F (u) =

{
0, u ≥ a,
1, u ≤ b.

Тодi iснує випадковий експеримент E з числовою базовою множиною
BE = [a, b] , що породжує розподiл ймовiрностей p (E,A) на всiх пiдмно-
жинах A ⊂ [a, b] , для якого за умови, що u ∈ (a, b) , має мiсце спiввiдно-
шення p (E, (a, u]) = F (u) .

Обчислювальнi експерименти
Для перевiрки практичної придатностi запропонованого означення випад-
кової подiї було проведено ряд обчислювальнiх експериментiв. Критерiєм
успiху цих експериментiв вважалися стабiлiзацiя вiдносної частоти та вини-
кнення ϵ-сiтки у бiнарних послiдовностях, якi утворюють характеристичну
матрицю. Очевидно, що для стандартних генераторiв псевдовипадкових
чисел умови випадковостi можуть спостерiгатися лише до кiнця перiоду,
пiсля якого внаслiдок повторiв починають утворюватися атоми. Природно
очiкувати, що при використаннi квантового генератора це явище спосте-
рiгатися не буде. Для експериментiв використовувася квантовi генератори
Австралiйського нацiонального унiверситету [6] та Гумбольдтського унi-
верситету Берлiна [7].

Алгоритм
1) Згенерувати випадкове натуральне число.
2) Якщо число є парним, присвоїти iндикатору подiї 1, iнакше 0.
3) Повторити кроки 1–2 N разiв.
4) Повторити кроки 1–3 N разiв.
5) Обчислити вiдносну частоту одиниць у кожному рядку i стовпцi.
6) Обчислити десятковi числа, що утворюють множини M i M∗.
7) Упорядкувати за зростанням множини M i M∗.
8) Знайти максимальне вiдхилення мiж сусiднiми числами у множи-

нах M i M∗.
9) Знайти середнi вiдстанi мiж вiдносними частотами у сумiжних ряд-

ках i стовпцях.
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Результати
У табл. 1 i 2 використано наступнi позначення: ∆R — максимальна рi-

зниця мiж упорядкованими десятковими числами, що утворенi рядками ха-
рактеристичної матрицi, ∆C — максимальна рiзниця мiж упорядкованими
десятковими числами, що утворенi стовпцями характеристичної матрицi,
∆FR — максимальна рiзниця мiж вiдносними частотами в рядках, ∆FC —
максимальна рiзниця мiж вiдносними частотами у стовпцях, FR — вiдносна
частота одиниць у рядках, FC — вiдносна частота одиниць у стовпцях.

Таблиця 1. Результати обчислювальних експериментiв з квантовим
генератором ANU [6]

N ∆R ∆C ∆FR ∆FC FR FR
1024 0.00714 0.00871 0.00488 0.00781 0.49843 0.49843
2048 0.00482 0.00401 0.00244 0.00293 0.49983 0.49983
3072 0.00241 0.00290 0.00423 0.00228 0.49992 0.49992
4096 0.00245 0.00185 0.00195 0.00537 0.49977 0.49977
5120 0.00198 0.00170 0.00137 0.00137 0.49994 0.49994
6144 0.00145 0.00137 0.00309 0.00244 0.49989 0.49989
7168 0.00129 0.00133 0.00614 0.00293 0.49985 0.49985
8192 0.00125 0.00106 0.00317 0.00439 0.49992 0.49992
9216 0.00103 0.00133 0.00119 0.00342 0.49992 0.49992
10240 0.00110 0.00087 0.00566 0.00293 0.49985 0.49990

Таблиця 2. Результати обчислювальних експериментiв з квантовим
генератором QRNG [7]

N ∆R ∆C ∆FR ∆FC FR FR
323 0.02347 0.02081 0.00929 0.00929 0.49682 0.49682
647 0.01056 0.01060 0.00927 0.01236 0.49934 0.49934
971 0.00890 0.00809 0.00412 0.00927 0.49970 0.49970
1295 0.00591 0.00908 0.00232 0.00541 0.49983 0.49983
1619 0.00745 0.00469 0.00432 0.00371 0.49986 0.49986
1942 0.00417 0.00350 0.00309 0.00515 0.49968 0.49968
2266 0.00590 0.00415 0.00309 0.00265 0.49970 0.49970
2590 0.00413 0.00365 0.00541 0.01004 0.49972 0.49972
2914 0.00282 0.00276 0.00240 0.00377 0.49974 0.49974
3238 0.00238 0.00244 0.00401 0.00185 0.49985 0.49985

Як показують результати обчислень, ϵ-сiтка одиничного вiдрiзку для
ϵ = 0.001 виникає досить швидко. Для цього у першому експериментi до-
статньо було трохи бiльше 10 тисяч випробувань, а в другому — 4000. До
того ж спадання максимальної вiдстанi мiж сусiднiми числами у множинах
M i M∗ має практично монотонний характер. Крiм того, в обох експери-
ментах спостерiгалося досить швидке спадання коливань вiдносної часто-
ти, хоча воно мало немонотонний характер. Обидва цi фактори свiдчать
про випадковiсть чисел, згенерованих за допомогою квантових генераторiв,
вiдповiдно до запропонованого у роботi означення.
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Висновки
Запропонований у роботi [4] частотний пiдхiд, який базується на поняттi
характеристичної матрицi випадкового експерименту, дозволив зняти про-
блему формалiзацiї правила припустимого вибору колективу за фон Мi-
зесом. У новiй моделi колективи породжуються рядками i стовпцями ха-
рактеристичної матрицi. Застосування топологiчних властивостей множин
чисел, породжених рядками i стовпцями характеристичної матрицi, робить
запропонований критерiй випадковостi легко реалiзованим у практичних
застосуваннях. Показано, що частотний пiдхiд при великiй кiлькостi випро-
бувань можна розвити математично за допомогою математичного апарату
теорiї граток. Обчислювальнi експерименти пiдтверджують практичнiсть
частотного пiдходу.
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