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Abstract. A mathematical model to predict the process of water
purification from impurities in rapid multilayer filter with piecewise-
homogeneous porous load, each layer of which has different coeffici-
ents of the filter, active porosity and diffusion, subject to constant
rate filtration is proposed. The algorithm for numerically-asymptotic
approximation of solution of the model problem for a filter that has
the shape of a curvilinear parallelepiped, bounded two equipotential
surfaces and four surfaces flow, separated by some given specified
of the equipotential surfaces on several subdomains, is developed.
The proposed model allows by conducting computer experiments to
obtain optimal use of the filtering materials and the increase in the
length work filters due to the choice of their form and and position
of surfaces of section.
Keywords: mathematical model, process of water purification, rapid
multilayer filter, piecewise-homogeneous porous load.

Резюме. Запропоновано математичну модель для прогнозува-
ння процесу доочистки води вiд домiшок у швидких багатоша-
рових фiльтрах з кусково-однорiдними пористими завантажен-
нями, кожен шар яких характеризується рiзними коефiцiєнтами
фiльтрацiї, активної пористостi i дифузiї домiшок у фiльтрацiй-
нiй течiї та осадi, адсорбованому на зернах завантаження, при
додержаннi сталої швидкостi фiльтрування. Отримано алгоритм
чисельно-асимптотичного наближення розв’язку вiдповiдної мо-
дельної задачi для фiльтру, який має форму криволiнiйного пара-
лелепiпеда, обмеженого двома еквiпотенцiальними поверхнями i
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чотирма поверхнями течiї та роздiлений деякими заданими еквi-
потенцiальними поверхнями на кiлька пiдобластей. Запропонова-
на модель дозволяє для заданої сталої швидкостi фiльтрування
шляхом проведення комп’ютерних експериментiв спрогнозувати
оптимальнi варiанти використання фiльтрувальних матерiалiв i
збiльшення тривалостi роботи фiльтрiв за рахунок вибору їх фор-
ми та положення поверхонь роздiлу.
Ключовi слова: математична модель, процес доочистки води,
швидкий багатошаровий фiльтр, кусково-однорiдне пористе за-
вантаження.

Вступ

Прiснi пiдземнi води широко використовуються для водопостачання, зро-
шення земельних угiдь та iнших видiв господарської дiяльностi. Попереднє
видалення нерозчинених i колоїдно-розчинених речовин (домiшок) з води
досягається шляхом її вiдстоювання. Наступним етапом пiдготовки води є
її фiльтрування, для чого у бiльшостi випадкiв використовуються швидкi
одношаровi i багатошаровi фiльтри iз завантаженнями з пiску i гравiю або
iнших фiльтруючих матерiалiв завдяки бiльш високiй швидкостi фiльтру-
вання [1–4].

Розробкою теоретичних основ очистки рiдин вiд домiшок шляхом їх
фiльтрування через пористi завантаження та подальшим її вдосконален-
ням займалося чимало вiтчизняних i зарубiжних вчених [5–12]. У якостi
математичної моделi процесу доочистки рiдини вiд домiшок вiтчизняними
дослiдниками найчастiше використовується модель Д. М. Мiнца при ста-
лiй швидкостi фiльтрування або деяка її модифiкацiя (вдосконалена мо-
дель). У [13] запропоновано просторове узагальнення математичної моделi
Д. М. Мiнца, яка є бiльш ефективною для проведення теоретичних дослi-
джень, нацiлених на оптимiзацiю параметрiв процесу фiльтрування (часу
захисної дiї завантаження, розмiрiв фiльтра тощо). У [14] її вдосконалено
шляхом введення додаткового рiвняння для визначення змiни активної по-
ристостi завантаження вздовж фiльтру. У [15] ще додатково враховано ди-
фузiю домiшок у осадi, адсорбованому на зернах завантаження. Математи-
чнi моделi у [13–15] описанi нелiнiйними сингулярно-збуреними крайовими
задачами (у моделях прийнято, що конвективнi компоненти масоперенесе-
ння й адсорбцiї переважають над вкладом дифузiйних процесiв й десорб-
цiї) i розв’язуються з використанням числово-асимптотичних методiв. При
цьому суттєвим є перехiд вiд початкової задачi для складної конфiгура-
цiї криволiнiйної областi (обмеженої поверхнями течiї й еквiпотенцiальни-
ми поверхнями) до задачi для вiдповiдної канонiчної областi комплексного
потенцiалу, яка має вигляд прямокутного паралелепiпеда.

Зростаюча вартiсть фiльтруючих матерiалiв вимагає проведення дослi-
джень для їх бiльш якiсного використання. Тому актуальною задачею є
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математичне моделювання процесу доочистки води вiд домiшок у багато-
шарових швидких фiльтрах з кусково-однорiдними пористими завантажен-
нями та прогнозування оптимальних варiантiв використання фiльтруваль-
них матерiалiв i збiльшення тривалостi роботи фiльтрiв за рахунок вибору
їх форми та положення еквiпотенцiальних поверхонь роздiлу шарiв.

1. Постановка задачi
Нехай маємо деяку модельну область Gz = ABCDA∗B∗C∗D∗ — одно-

зв’язний криволiнiйний паралелепiпед, обмежений гладкими, ортогональ-
ними мiж собою у кутових точках та по ребрах, двома еквiпотенцiальними
поверхнями ABB∗A∗ = {z = (x, y, z) : f1(x, y, z) = 0}, CDD∗C∗ = {z :
f2(x, y, z) = 0} i чотирма поверхнями течiї ADD∗A∗ = {z : f3(x, y, z) = 0},
BCC∗B∗ = {z : f4(x, y, z) = 0}, ABCD = {z : f5(x, y, z) = 0}, A∗B∗C∗D∗ =
= {z : f6(x, y, z) = 0} та роздiлений деякими заданими еквiпотенцiальними
поверхнями EsFsF∗sE∗s = {z : f∗∗s(x, y, z) = 0} (s = 1, p− 1) на p пiд-
областей G1

z = ABF1E1A∗B∗F∗1E∗1, Gsz = EsFsFs+1Es+1E∗sF∗sF∗s+1E∗s+1

(s = 2, p− 2), Gpz = Ep−1Fp−1CDE∗p−1F∗p−1C∗D∗ (рис. 1 а). Для областi
G = Gz × (0,∞) розглянемо модельну задачу, описану системами рiвнянь{

v⃗ = κ · grad φ, div v⃗ = 0; (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p, (1)
(σ · C)′t = div (D · grad C)− v⃗ · grad C − α · C + β · U ;

(σ · U)′t = div (D∗ · grad U) + α · C − β · U, σ′t = −γ · U ;

(x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

(2)

за крайових умов{
φ |ABB∗A∗ = φ∗, φ |CDD∗C∗ = φ∗;

φ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

(3)


C |ABB∗A∗ = c∗, C ′

n⃗ |CDD∗C∗ = 0;

C ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0;

U |ABB∗A∗ = u∗, U ′
n⃗ |CDD∗C∗ = 0;

U ′
n⃗ |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

(4)

початкових умов {
C |t=0 = c00, U |t=0 = u00, σ |t=0 = σ00 (5)

i умов узгодженостi на поверхнях роздiлу EsFsF∗sE∗s (s = 1, p− 1){
φ |EsFsF∗sE∗s−

= φ |EsFsF∗sE∗s+
= φ∗

∗s;

κs · φ′
n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = κs+1 · φ′

n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ , s = 1, p− 1,

(6)


C |EsFsF∗sE∗s−

= C |EsFsF∗sE∗s+
, U

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = U

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

(σ · (C + U))′t
∣∣
EsFsF∗sE∗s− = (σ · (C + U))′t

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

Ds · C ′
n⃗ − vsn · C

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = Ds+1 · C ′

n⃗ − vsn · C
∣∣
EsFsF∗sE∗s+ ;

D∗
s · U ′

n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s− = D∗

s+1 · U ′
n⃗

∣∣
EsFsF∗sE∗s+ , s = 1, p− 1,

(7)
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де φ = φ(x, y, z) i v⃗ = v⃗(vx, vy, vz) — вiдповiдно потенцiал i вектор швид-
костi фiльтрацiї, φ∗ < φ < φ∗, 0 < φ∗ = φ∗

∗0 < φ∗
∗1 < φ∗

∗2 < ... <

< φ∗
∗p−1 < φ∗

∗p = φ* < ∞, |v⃗| =
√
v2x(x, y, z) + v2y(x, y, z) + v2z(x, y, z) >

> 0, κ — коефiцiєнт фiльтрацiї, κ =
{
κs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, κs > 0

(s = 1, p), n⃗ — зовнiшня нормаль до вiдповiдної поверхнi, C = C(x, y, z, t)
i U = U(x, y, z, t) — вiдповiдно концентрацiї домiшок у фiльтрацiйнiй течiї
i осадi, адсорбованому на зернах завантаження, σ = σ(x, y, z, t) — активна
пористiсть, D — коефiцiєнт дифузiї домiшок у фiльтрацiйнiй течiї, D =
=
{
Ds, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, Ds = ε · ds, ds > 0 (s = 1, p), D∗ — коефiцi-

єнт дифузiї домiшок у осадi, D∗ =
{
D∗
s , (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, D∗

s = ε ·d∗s,
d∗s > 0 (s = 1, p), α i β — коефiцiєнти, що характеризують обсяги адсорбова-
них i десорбованих за одиницю часу домiшок, α = {αs, (x, y, z) ∈ Gsz, s =
= 1, p

}
, β =

{
βs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, βs = ε · β̄s (s = 1, p), γ — коефiцi-

єнт, що характеризує швидкiсть змiни активної пористостi завантаження,
γ =

{
γs, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, γs = ε · γ̄s (s = 1, p), αs = αs(x, y, z, t),

β̄s = β̄s(x, y, z, t) i γ̄s = γ̄s(x, y, z, t) (s = 1, p) — неперервнi обмеженi
функцiї, ε — малий параметр (ε > 0), c00 =

{
c0s, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
,

u00 =
{
u0s, (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, σ00 =

{
σ0s , (x, y, z) ∈ Gsz, s = 1, p

}
, c∗ =

= c∗(M, t), c0s = c0s(x, y, z), u∗ = u∗(M, t), u0s = u0s(x, y, z) i σ0s = σ0s (x, y, z)
(s = 1, p) — достатньо гладкi функцiї, узгодженi мiж собою на ребрах обла-
стi G [16], M ∈ ABB∗A∗, vsn (s = 1, p− 1) — нормальнi складовi швидкостi
вiдповiдно на поверхнях роздiлу EsFsF∗sE∗s (s = 1, p− 1).
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Рис 1. Двошарова просторова область фiльтрацiї Gz (а)
та вiдповiдна їй область комплексного потенцiалу Gw (б)

Аналогiчно [16] шляхом введення пари функцiй ψ = ψ(x, y, z), η =
= η(x, y, z) (просторово комплексно спряжених iз функцiєю φ(x, y, z)) та-
ких, що κ · gradφ = gradψ × grad η [17] i замiною останнiх чотирьох з
граничних умов (3) на умови ψ |ADD∗A∗ = 0, ψ |BCC∗B∗ = Q∗, η |ABCD = 0,
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η |A∗B∗C∗D∗ = Q∗, фiльтрацiйна задача (1), (3), (6) замiнюється бiльш за-
гальною прямою задачею на знаходження просторового аналогу кусково-
конформного вiдображення областi Gz на вiдповiдну область комплексно-
го потенцiалу — прямокутний паралелепiпед Gw = A′B′C ′D′A′

∗B
′
∗C

′
∗D

′
∗,

який роздiлено деякими поверхнями E′
sF

′
sE

′
∗sF

′
∗s (s = 1, p) на p пiдобла-

стей G1
w = A′B′E′

1F
′
1A

′
∗B

′
∗E

′
∗1F

′
∗1, Gsw = E′

sF
′
sF

′
s+1E

′
s+1E

′
∗sF

′
∗sF

′
∗s+1E

′
∗s+1

(s = 2, p− 2), Gpw = E′
p−1F

′
p−1C

′D′E′
∗p−1F

′
∗p−1C

′
∗D

′
∗ (рис. 1 б), де Gsw =

=
{
w = (φ,ψ, η) : φ∗

∗(s−1) < φ < φ∗
∗s, 0 < ψ < Q∗, 0 < η < Q∗

}
(s = 1, p),

φ∗
∗s (s = 1, p− 1), Q∗, Q∗ — невiдомi параметри, Q = Q∗ ·Q∗ — повна фiль-

трацiйна витрата. Припустимо, що ця задача є розв’язаною [16], зокрема,
знайдено поле швидкостей v⃗, параметри φ∗

∗s (s = 1, p− 1), Q∗, Q∗, Q та ряд
iнших величин. Здiйснивши замiну змiнних x = x(φ,ψ, η), y = y(φ,ψ, η),
z = z(φ,ψ, η) у рiвняннi (2) та умовах (4), (5), (7), отримаємо вiдповiдну

”
дифузiйну задачу“для областi Gw × (0,∞)

(σ̃ · c)′t = D ·
(
b1 · c′′φφ + b2 · c′′ψψ + b3 · c′′ηη + b4 · c′ψ + b5 · c′η

)
−

− ṽ
2

κ
· c′φ − α̃ · c+ β̃ · u, (σ̃ · u)′t = D∗ ·

(
b1 · u′′φφ + b2 · u′′ψψ+

+b3 · u′′ηη + b4 · u′ψ + b5 · u′η
)
+ α̃ · c− β̃ · u, σ̃′t = −γ̃ · u;

(φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p,

(8)


c |φ=φ∗ = c̃∗, c

′
φ |φ=φ∗ = 0;

c′ψ |ψ=0 = c′ψ |ψ=Q∗ = c′η |η=0 = c′η |η=Q∗ = 0;

u |φ=φ∗ = ũ∗, u
′
φ |φ=φ∗ = 0;

u′ψ |ψ=0 = u′ψ |ψ=Q∗ = u′η |η=0 = u′η |η=Q∗ = 0,

(9)

{
c |t=0 = c̃00, u |t=0 = ũ00, σ̃ |t=0 = σ̃00, (10)

lim
φ→φ∗

∗s−0

c = lim
φ→φ∗

∗s+0

c, lim
φ→φ∗

∗s−0

u = lim
φ→φ∗

∗s+0

u;

lim
φ→φ∗

∗s−0

(σ̃ · (c+ u))′t = lim
φ→φ∗

∗s+0

(σ̃ · (c+ u))′t;

lim
φ→φ∗

∗s−0

(Ds · c′φ −κs · c) = lim
φ→φ∗

∗s+0

(Ds+1 · c′φ −κs+1 · c) ;

lim
φ→φ∗

∗s−0

D∗
s · u′φ = lim

φ→φ∗
∗s+0

D∗
s+1 · u′φ, s = 1, p− 1,

(11)

де c = c (φ,ψ, η, t) = C (x (φ,ψ, η) , y (φ,ψ, η) , z (φ,ψ, η) , t), u = u (φ,ψ, η, t),
σ̃ = σ̃ (φ,ψ, η, t), c̃∗ = c̃∗ (ψ, η, t), ũ∗ = ũ∗ (ψ, η, t), c̃00 =

{
c̃0s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw,

s = 1, p
}
, ũ00 =

{
ũ0s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, σ̃00 =

{
σ̃0s , (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, α̃ =

{
α̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, β̃ =

{
β̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, γ̃ =

{
γ̃s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, br = {br,s, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s =

= 1, p
}
, (r = 1, 5), ṽ =

{
ṽs, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, β̃s = ε · ˜̄βs, γ̃s = ε · ˜̄γs,

c̃0s = c̃0s (φ,ψ, η), ũ0s = ũ0s (φ,ψ, η), σ̃0s = σ̃0s (φ,ψ, η), α̃s = α̃s (φ,ψ, η, t), ˜̄βs =

= ˜̄βs (φ,ψ, η, t), ˜̄γs = ˜̄γs (φ,ψ, η, t), ṽs = ṽs (φ,ψ, η), br,s = br,s (φ,ψ, η) (r =
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= 1, 5), b1,s = φ′2
x+φ

′2
y+φ

′2
z = ṽ2s ·κ−2

s , b2,s = ψ′2
x+ψ

′2
y+ψ

′2
z, b3,s = η′2x+η

′2
y+η

′2
z,

b4,s = ψ′′
xx + ψ′′

yy + ψ′′
zz, b5,s = η′′xx + η′′yy + η′′zz (s = 1, p) [16].

2. Розв’язання задачi
Аналогiчно до [13–16] знайдено числово-асимптотичне наближення c =

=
{
cs, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, u =

{
us, (φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p

}
, σ̃ = {σ̃s,

(φ,ψ, η) ∈ Gsw, s = 1, p
}

розв’язку задачi (8)–(11) з точнiстю O(εn+1) у ви-
глядi таких рядiв

cs =

n∑
i=0

εi · cs,i +
n+1∑
i=0

εi · P̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · ˜̃P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

P s,i+

+
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

P s,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

P s,i +Rs,n+1 (s = 1, p);

us =

n∑
i=0

εi · us,i +
n+1∑
i=0

εi · H̃s,i +

n+1∑
i=0

εi · ˜̃Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

Hs,i+

+

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

Hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

Hs,i +
⌣

Rs,n+1 (s = 1, p);

σ̃s =
n∑
i=0

εi · σ̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · h̃s,i +
n+1∑
i=0

εi · ˜̃hs,i +
2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢

hs,i+

+

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌢
⌢

hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣

hs,i +

2n+1∑
i=0

εi/2 ·
⌣
⌣

hs,i +
⌣
⌣

Rs,n+1 (s = 1, p),

де cs,i = cs,i(φ,ψ, η, t), us,i = us,i(φ,ψ, η, t), σ̃s,i = σ̃s,i(φ,ψ, η, t) (s = 1, p,
i = 0, n) — члени регулярних частин асимптотик, P̃s,i = P̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t),
H̃s,i = H̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t), h̃s,i = h̃s,i(ϕ̃s−1, ψ, η, t),

˜̃Ps,i =
˜̃Ps,i(

˜̃
ϕs, ψ, η, t),

˜̃Hs,i =

= ˜̃Hs,i(
˜̃
ϕs, ψ, η, t),

˜̃
hs,i =

˜̃
hs,i(

˜̃
ϕs, ψ, η, t) (s = 1, p, i = 0, n+ 1) — функцiї

типу примежового шару у околах φ = φ∗
∗s (s = 0, p) (поправки у околi

меж шарiв модельної областi),
⌢

P s,i =
⌢

P s,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢

Hs,i =
⌢

Hs,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢

hs,i =
⌢

hs,i(φ, ψ̃, η, t),
⌢
⌢

P s,i =
⌢
⌢

P s,i(φ,
˜̃
ψ, η, t),

⌢
⌢

Hs,i =
⌢
⌢

Hs,i(φ,
˜̃
ψ, η, t), ˜̃

hs,i =

=
˜̃
hs,i(φ,

˜̃
ψ, η, t),

⌣

P s,i =
⌣

P s,i(φ,ψ, η̃, t),
⌣

Hs,i =
⌣

Hs,i(φ,ψ, η̃, t),
⌣

hs,i =
⌣

hs,i(φ,

ψ, η̃, t),
⌣
⌣

P s,i =
⌣
⌣

P s,i(φ,ψ, ˜̃η, t),
⌣
⌣

Hs,i =
⌣
⌣

Hs,i(φ,ψ, ˜̃η, t),
⌣
⌣

hs,i =
⌣
⌣

hs,i(φ,ψ, ˜̃η, t)
(s = 1, p, i = 0, 2n+ 1) — функцiї типу примежового шару вiдповiдно у
околах ψ = 0, ψ = Q∗, η = 0, η = Q∗ (поправки на бiчних стiнках модельної
областi), ϕ̃s =

φ−φ∗
∗s

ε (s = 0, p− 1), ˜̃
ϕs =

φ∗
∗s−φ
ε (s = 1, p), ψ̃ = ψ√

ε
, ˜̃
ψ = Q∗−ψ√

ε
,

η̃ = η√
ε
, ˜̃η = Q∗−η√

ε
— вiдповiднi їм регуляризуючi перетворення (розтяги),

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε),
⌣

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε),
⌣
⌣

Rs,n+1(φ,ψ, η, t, ε) (s = 1, p) — зали-
шковi члени. Зокрема, для знаходження cs,i, us,i, σ̃s,i (s = 1, p, i = 0, n)
одержано формули

8
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cs,0 =


e−λ̃1,1(φ,ψ,η,t) · c̃∗(ψ, η, t− f̃1(φ,ψ, η)), t > f̃1;

e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) · cs−1,0(φ
∗
∗(s−1), ψ, η, t− f̃s(φ,ψ, η)), t > f̃s;

e−λ̃s,2(φ,ψ,η,t) · c̃0s(f̃−1
s (f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η), t < f̃s,

us,0 =
1

σ̃0s
·

t∫
0

α̃s(φ,ψ, η,
⌢

t ) · cs,0(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t + ũ0s, σ̃s,0 = σ̃0s (s = 1, p),

cs,i =



e−λ̃1,1(φ,ψ,η,t) ·
φ∫

φ∗

⌣
g1,i(

⌢
φ,ψ, η, t) · eλ̃1,1(

⌢
φ,ψ,η,t)d

⌢
φ, t > f̃1;

e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) ·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

⌣
g s,i(

⌢
φ,ψ, η, t) · eλ̃s,1(

⌢
φ,ψ,η,t)d

⌢
φ+

⌣

g̃ s,i, t > f̃s;

e−λ̃s,2(φ,ψ,η,t) ·
t∫

0

⌣
⌣
g s,i(φ,ψ, η,

⌢

t ) · eλ̃s,2(φ,ψ,η,
⌢
t )d

⌢

t , t < f̃s,

us,i =
1

σ̃0s
·

t∫
0

g̃s,i(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t , σ̃s,i =

t∫
0

˜̃gs,i(φ,ψ, η,
⌢

t )d
⌢

t (s = 1, p, i = 1, n),

де

λ̃s,1(φ,ψ, η, t) = κs ·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

α̃s(
⌢
φ,ψ, η, f̃s(

⌢
φ,ψ, η) + t− f̃s(φ,ψ, η))

ṽ2(
⌢
φ,ψ, η)

d
⌢
φ,

λ̃s,2(φ,ψ, η, t) =

t∫
0

α̃s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η,
⌢

t )

σ̃0s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η)
d
⌢

t ,

⌣
g s,i(

⌢
φ,ψ, η, t) = κs ·

gs,i(
⌢
φ,ψ, η, f̃s(

⌢
φ,ψ, η)− f̃s(φ,ψ, η) + t)

ṽ2s(
⌢
φ,ψ, η)

,

⌣
⌣
g s,i(φ,ψ, η,

⌢

t ) =
gs,i(f̃

−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η,
⌢

t )

σ̃0s(f̃
−1
s (

⌢

t + f̃s(φ,ψ, η)− t, ψ, η), ψ, η)
,

⌣

g̃ s,i =
⌣

g̃ s,i(φ,ψ, η, t) = e−λ̃s,1(φ,ψ,η,t) · cs−1,i(φ
∗
∗(s−1), ψ, η, t− f̃s(φ,ψ, η)),

gs,i = I(i, 1)·(ds · (b1,s · c′′(s,i−1) φφ + b2,s · c′′(s,i−1) ψψ + b3,s · c′′(s,i−1) ηη + b4,s×

×c′(s,i−1) ψ + b5,s · c′(s,i−1) η) +
˜̄βs · us,i−1 −

i∑
l=1

(σ̃s,l · c′(s,i−l) t + σ̃′(s,l) t · cs,i−l)),

g̃s,i = α̃s · cs,i + I(i, 1) · (d∗s · (b1,s · u′′(s,i−1) φφ + b2,s · u′′(s,i−1) ψψ+

9
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+b3,s · u′′(s,i−1) ηη + b4,s · u′(s,i−1) ψ + b5,s · u′(s,i−1) η)− ˜̄βs · us,i−1−

−
i∑
l=1

(σ̃s,l · u′(s,i−l) t + σ̃′(s,l) t · us,i−l)), ˜̃gs,i = −I(i, 1) · ˜̄γs · us,i−1,

f̃s = f̃s(φ,ψ, η) = κs·
φ∫

φ∗
∗(s−1)

σ̃0
s(

⌢
φ,ψ,η)

ṽ2s(
⌢
φ,ψ,η)

d
⌢
φ — час проходження вiдповiдною час-

тинкою шляху вiд точки (x(φ∗
∗(s−1), ψ, η), y(φ

∗
∗(s−1), ψ, η), z(φ

∗
∗(s−1), ψ, η)) ∈

∈ Gs−1
z до точки (x(φ,ψ, η), y(φ,ψ, η), z(φ,ψ, η)) ∈ Gsz вздовж вiдповiдної

лiнiї течiї, f̃−1
s — функцiя, обернена вiдповiдно до f̃s вiдносно змiнної φ

(s = 1, p), I(a, b) =
{
1, a > b;

0, a < b.

3. Результати числових розрахункiв
У ходi комп’ютерного експерименту пiд час моделювання процесу до-

очистки води вiд домiшок у швидкому двошаровому фiльтрi довжиною
1.5 м проведено дослiдження ефективностi використання фiльтруючих ма-
терiалiв завантаження у залежностi вiд вибору його форми i положення
поверхнi роздiлу. При цьому кожен шар фiльтру характеризується рiзни-
ми коефiцiєнтами фiльтрацiї κ1 = 8.5 м/добу, κ2 = 5.6 м/добу, активної
пористостi σ̃01 = 0.4, σ̃02 = 0.35 i дифузiї D1 = 0.0003 м2/добу,
D2 = 0.0002 м2/добу, D∗

1 = 0.000005 м2/добу, D∗
2 = 0.000002 м2/добу.

Форму першого модельного фiльтру описано поверхнями:

f11 (x, y, z) = (x− 4.0777343)2 + y2 + z2 − 0.3169799,

f12 (x, y, z) = x− 2,

f13 (x, y, z) = (x− 2)2 + (y − 6.1553671)2 + z2 − 41.8885438,

f14 (x, y, z) = (x− 2)2 + (y + 6.1553671)2 + z2 − 41.8885438,

f15 (x, y, z) = f16 (x, y, z) = (x2 − 4x+ y2 + z2)2 + 16y2 − 93.254834z2

i вибрано п’ять положень поверхнi роздiлу:

f∗1∗1 (x, y, z) = (x− 4.168968)2 + y2 + z2 − 0.7044223,

f∗1∗2 (x, y, z) = (x− 4.3073801)2 + y2 + z2 − 1.324003,

f∗1∗3 (x, y, z) =,

= (x− 4.7154278)2 + y2 + z2 − 3.3735479,

f∗1∗4 (x, y, z) = (x− 5.4580334)2 + y2 + z2 − 7.957995,

f∗1∗5 (x, y, z) = (x− 7.5521066)2 + y2 + z2 − 26.8258873.

Форму другого модельного фiльтру описано поверхнями:

f21 (x, y, z) = f12 (x, y, z), f
2
2 (x, y, z) = f11 (x, y, z), f

2
i (x, y, z) = f1i (x, y, z), (i = 3, 6)

i вибрано також п’ять положень поверхнi роздiлу:

f∗2∗i (x, y, z) = f∗1∗(6−i)(x, y, z), (i = 1, 2, 4, 5),

f∗2∗3 (x, y, z) = (x− 4.5748068)2 + y2 + z2 − 2.6296302.

10
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Функцiї f1i (x, y, z) (i = 1, 6) i f2i (x, y, z) (i = 1, 6) пiдiбранi так, щоб за-
безпечити вiдповiдно

”
монотонне розширення“ i

”
монотонне звуження“у

напрямку вiд його входу до виходу та взаємну ортогональнiсть граней
уздовж ребер i у кутових точках. У результатi побудовано розрахунко-
вi сiтковi областi G1

z i G2
z з рiзними положеннями поверхнi роздiлу при

n = n1 + n2 = 21, m = 9, l = 7, φ∗ = 0 (рис. 2). Значення φ∗ вибирали-
ся так, щоб середня швидкiсть фiльтрацiї вздовж двошарового пористого
середовища vсер(φ) становила 5 м/год (див. табл. 1). Для областей G1

z i
G2

z знайдено фiльтрацiйну витрату Q = 1.78 м3/год i значення потенцiа-
лу φ∗

∗ на поверхнях роздiлу (табл. 1) та обчислено величини швидкостей
фiльтрацiї (рис. 3) i функцiї bi(φ,ψ, η) (i = 1, 5).

à) á)

Рис 2. Розрахованi сiтковi областi G1
z (а) i G2

z (б)
з рiзними положеннями поверхонь роздiлу

Таблиця 1. Характеристики областей G1
z i G2

z при рiзних n1 i n2

№ n1 n2 φ∗
1,м φ∗

∗1,м tз1, год φ∗
2,м φ∗

∗2,м tз2, год
1 4 17 28.12 3.72 15 29.30 3.87 18
2 7 14 26.67 6.52 23 27.79 6.79 32
3 10 11 25.21 9.33 24 26.27 9.73 35
4 14 7 23.26 13.11 27 24.23 13.67 36
5 17 4 21.78 15.96 31 22.69 16.65 35
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Рис 3. Розподiл vсер(φ) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу

На рис. 4–6 представлено розподiли середнiх величин концентрацiй до-
мiшок cсер(φ, t) i uсер(φ, t) вiдповiдно у фiльтрацiйнiй течiї i осадi, адсор-
бованому на зернах завантаження, та середньої величини активної пори-
стостi σ̃сер(φ, t) завантаження фiльтру для областей G1

z i G2
z у момент ча-

су tз (табл. 1) при cкр = 0.00005 г/л, c∗ = 0.0005 г/л, c00 = 0, u00 = 0,
α̃1 = 0.43 − 0.05 · ṽ с−1, α̃2 = 0.28 − 0.023 · ṽ с−1, β̃s = 0.00001 · α̃s с−1

(s = 1, 2), γ̃1 = 0.000043 л/(г · с), γ̃2 = 0.000036 л/(г · с).
Згiдно результатiв експерименту найкращим iз запропонованих є вибiр

поверхнi роздiлу f∗2∗4 (x, y, z) для областi G2
z, при якому час захисної дiї

фiльтру становить 36 год, а найгiршим — вибiр поверхнi роздiлу f∗1∗1 (x, y, z)
для областi G1

z, при якому час захисної дiї фiльтру становить лише 15 год.

0
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Рис 4. Розподiл cсер(φ, t) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу у момент часу tз

0

u

10 21j

, ã/ëñåð

j j17j4j 7j 14j

à)

0

20

80

u

10 21j

0

, ã/ëñåð

j j17j4j

60

7j 14j

40

31 2 4 5

10

40

0

30

20

31 2 4 5

á)

Рис 5. Розподiл uсер(φ, t) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу у момент часу tз

12



ПРОГНОЗУВАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ВИКОРИСТАННЯ ...
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Рис 6. Розподiл σ̃сер(φ, t) вiдповiдно вздовж областей G1
z (а) i G2

z (б)
для рiзних положень поверхнi роздiлу у момент часу tз

Висновки

Сформовано просторову математичну модель процесу доочистки води
вiд домiшок у багатошарових швидких фiльтрах з кусково-однорiдними
пористими завантаженнями, яка враховує зворотнiй вплив концентрацiй
домiшок, адсорбованих на зернах завантаження, на активну пористiсть.
Отримана модель дозволяє шляхом проведення комп’ютерних експеримен-
тiв спрогнозувати оптимальнi варiанти використання фiльтрувальних ма-
терiалiв та збiльшення тривалостi фiльтроциклу фiльтрiв за рахунок пiд-
бору їх форми та положення поверхонь роздiлу шарiв. Згiдно отриманих
результатiв комп’ютерних експериментiв моделювання процесу доочистки
води вiд домiшок у швидкому двошаровому фiльтрi найкращим iз запропо-
нованих є вибiр поверхнi роздiлу f∗2∗4 (x, y, z) для областi G2

z, що забезпечує

”
монотонне звуження“у напрямку вiд його входу до виходу, при якому час

захисної дiї фiльтру становить 36 год, а найгiршим — вибiр поверхнi роз-
дiлу f∗1∗1 (x, y, z) для областi G1

z, що забезпечує
”
монотонне розширення“ у

напрямку вiд його входу до виходу, при якому час захисної дiї фiльтру
становить лише 15 год.
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