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Abstract. The concept of Berge equilibrium in a non-cooperative
games is generalized to the case of fuzzy coalitions of

”
sympathi-

zers“ players. For this game it is shown that the set of Berge equi-
libria is a fuzzy set of type 2 (FST-2) in special form (a fuzzy set
whose membership function takes fuzzy values). Furthermore, the
corresponding membership function is given. The approaches to the
construction of FST-2 of Berge equilibria are proposed with maximal
reliability of their feasibility and the reliability of unfeasibility not
exceeding a given threshold.

Резюме. Узагальнюється поняття рiвноваги за Бержем в неко-
оперативних iграх на випадок нечiтких коалiцiй

”
спiвчуваючих“

гравцiв. Показано, що множина рiвноваг за Бержем цiєї гри буде
нечiткою множиною типу 2 (НМТ-2) спецiального вигляду (нечi-
тка множина, функцiя належностi якої приймає нечiткi значен-
ня). Побудованщ її функцiю належностi. Запропоновано пiдходи
до побудови НМТ-2 рiвноваг за Бержем з максимальною досто-
вiрнiстю належностi до неї та також з достовiрнiстю неналежно-
стi, яка не перевищує задану величину.

Вступ

На вiдмiну вiд рiвноваги за Нешем, сенс якої iнколи позицiонують як

”
егоїстичний“, концепцiя рiвноваги за Бержем [1] є досить привабливою

в силу її
”
альтруїстичного“ характеру. Рiвновага за Бержем базується на

iдеї некооперативної поведiнки гравцiв для випадкiв, коли агентами гри
можуть бути не тiльки окремi гравцi, а i деякi їхнi коалiцiї, i також, коли
одна коалiцiя гравцiв може максимiзувати функцiї виграшу гравцiв iншої
коалiцiї. Зокрема, в [1, 2] доповнююча коалiцiя кожного гравця максимiзує
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його функцiю виграшу. Ця рiвновага може використовуватися як альтер-
нативне рiшення конфлiкту, коли рiвноваги за Нешем не iснує, або, коли їх
багато. У рiвновазi за Бержем кожний гравець одержує свiй максимальний
виграш, якщо ситуацiя для нього сприятлива зобов’язанням або готовнi-
стю iнших гравцi вибирати стратегiї, сприятливi для нього. У данiй роботi
розглядається випадок, коли для кожного окремого гравця iснує нечiтка
коалiцiя гравцiв, якi намагаються покращити його виграш (спiвчувають
йому).

Розглянемо гру G у нормальнiй формi (Xi, ui; i ∈ N), де N = {1, 2, ...n}
— множина з n гравцiв;Xi — множина стратегiй гравця i ∈ N ; ui(x) — фун-
кцiя його виграшу, яка визначена на множинi ситуацiй гри X =

∏
i∈N Xi,

приймає дiйснi значення i максимiзується.
Ситуацiя x̂ = (x̂i)i∈N гри називається рiвновагою за Бержем [1], якщо

ui(x̂Si , x̂Ui) ≥ ui(xSi , x̂Ui), ∀xSi ∈ XSi , i ∈ N,

де Si ⊆ N — коалiцiя гравцiв, якi спiвчувають гравцю i ∈ N ; Ui = N\Si
— коалiцiя гравцiв, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N ; XSi =

∏
j∈Si

Xj —
множина наборiв стратегiй xSi = (xj)j∈Si коалiцiї Si, а XUi =

∏
j∈Ui

Xj —
множина наборiв стратегiй xUi = (xj)j∈Ui коалiцiї Ui.

Отже, у рiвновазi за Бержем спiвчуваюча коалiцiя Si кожного гравця
i ∈ N максимiзує його виграш за умови, що стратегiї гравцiв, якi не спiв-
чувають йому (з коалiцiї Ui), залишаються незмiнними.

Це означення iнодi зручно записувати у виглядi системи взаємозв’язаних
задач оптимiзацiї

ui(x̂Si , x̂Ui) = max
xSi

∈XSi

ui(xSi , x̂Ui), i ∈ N.

Позначимо множину рiвноваг за Бержем гри G через BE. Цiлком зро-
зумiло, що її можна представити у виглядi

BE =
∩
i∈N

BSi, (1)

де BSi = {(x̂Si , x̂Ui) : ui(x̂Si , x̂Ui) = max
xSi

∈XSi

ui(xSi , x̂Ui), x̂Ui ∈ XUi} — мно-

жина ситуацiй гри, яка складається з найкращих для гравця i ∈ N наборiв
стратегiй гравцiв, якi йому спiвчувають, при фiксованих наборах стратегiй
iнших гравцiв (якi йому не спiвчувають).

Для побудови множини BSi необхiдно для кожного фiксованого набору
стратегiй x̂Ui ∈ XUi гравцiв, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N, розв’язати
задачу x̂Si = arg max

xSi
∈XSi

ui(xSi , x̂Ui) та побудувати вектор (x̂Si , x̂Ui).

Практичне застосування рiвноваги Бержа для розв’язання та дослiдже-
ння конфлiктiв в економiчних, соцiальних, полiтичних, екологiчних та ба-
гатьох iнших системах з одного боку показало їх високу адекватнiсть ре-
альним умовам багатьох конфлiктiв [2], з iншого — дозволило видiлити ряд
таких класiв iгор, для яких її можна успiшно узагальнити [1]. Зокрема, у
цiй роботi дослiджуватимуться рiвноваги за Бержем в iграх з нечiткими
коалiцiями спiвчуваючих гравцiв.
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1. Рiвновага за Бержем в iграх з нечiткими коалiцiями
неспiвчуваючих гравцiв

Припустимо, що важко чiтко сказати, якi гравцi не спiвчувають гравцю
i ∈ N , а можна лише задати функцiю належностi ηi(j), j ∈ N деякої нечi-
ткої коалiцiї (множини) гравцiв Ũi =

∪
i∈N

(j, η(j)), що йому не спiвчувають.

Тодi множина рiвноваг за Бержем гри G (позначимо її через FBE) може
бути узагальнена так

FBE∗ =
∩
i∈N

FBS∗
i , . (2)

де FBS∗
i — нечiтка множина ситуацiй гри, носiй якої складається з

”
най-

кращих“ для гравця i ∈ N наборiв стратегiй гравцiв, якi йому спiвчувають,
при фiксованих наборах стратегiй iнших гравцiв (якi йому не спiвчува-
ють). Далi будемо називати її нечiткою множиною сприятливих ситуацiй
для гравця i ∈ N . Для побудови множини FBS∗

i необхiдно для кожної
фiксованої ситуацiї x̂ ∈ X розв’язати таку задачу

max
x∈X

{ui(x) : xj = x̂j , (j, ηi(j)) ∈ Ũi}. (3)

Формулювання такої задачi потребує пояснення. Для цього позначи-
мо через Rj(x̂) = {x = (x1, ..., xn) ∈ X | xj = x̂j} множину ситуацiй
x = (x1, ..., xn) ∈ X, якi можуть бути отриманi з ситуацiї x̂ при фiксованiй
стратегiї xj = x̂j гравця j ∈ N . Тодi запис xj = x̂j , (j, ηi(j)) ∈ Ũi задає
множину D̃i(x̂) =

∩̃
(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂), де згiдно [3]
∩̃

(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂) — перетин

нечiткої множини Ũi чiтких множин Rj(x̂), який є нечiткою множиною ти-
пу 2 (НМТ-2). Отже, задача (3) полягає в максимiзацiї цiльової функцiї
ui(x) на НМТ-2 D̃i(x̂).

НМТ-2 було уведено Л.А. Заде у 1975 роцi як розширення нечiтких мно-
жин типу 1. У той час, коли ступенi належностi елементiв в нечiткiй мно-
жинi типу 1 (НМТ-1) є значеннями з iнтервалу [0, 1], ступенi належностi
елементiв в НМТ-2 є нечiткою множиною на [0, 1]. НМТ-2 визначається
функцiєю належностi λ : X → [0, 1] × [0, 1], де [0, 1] × [0, 1] — множина
вiдображень з [0, 1] в [0, 1].

У [3, 4] запропоновано означення НМТ-2, у якому поняття функцiї нале-
жностi з нечiткою множиною значень визначено як нечiтке вiдображення.

Згiдно [3, 4] НМТ-2 A, яке визначено на X, називається сукупнiстю трi-
йок вигляду (x, y, ψ(x, y)), де
x — елемент множини X;
y — елемент множини [0, 1] ступенiв належностi НМТ-2 ;
ψ : X × [0, 1] → [0, 1] — функцiя належностi нечiткого вiдображення, яке
задає нечiтку функцiю належностi НМТ-2 A.
Оскiльки функцiя приналежностi ψ(x, y) чiтка i однозначно визначає

НМТ-2 A, то зручно працювати з нею. Щоб не плутати ψ(x, y) з нечiткою
функцiєю належностi, у [3, 4] вона називається функцiєю достовiрностi
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значення ступеня належностi y ∈ Y = [0, 1] елемента x ∈ X НМТ-2 або
просто функцiєю достовiрностi НМТ-2 A.

Нехай Ñ — нечiтка множина iндексiв на N з функцiєю належностi η(j),
j ∈ N . Згiдно [3, 4] перетин D̃ =

∩̃
(j,η(j))∈Ñ

Rj нечiткої множини Ñ чiтких

множинRj є НМТ-2 спецiального виду з дискретним носiєм Y = {0, 1} нечi-
ткої множини ступенiв належностi. Функцiя достовiрностi ψ(x, y),
x ∈ X, y ∈ Y = {0, 1}, НМТ-2 D̃ може бути заданою у виглядi

ψ(x, 0) =

{
max
j∈N

{η(j) | x /∈ Rj}, ∃j ∈ N x /∈ Rj ,

0, ∀j ∈ N x ∈ Rj ;

ψ(x, 1) =

{
max
j∈N

η(j), ∀j ∈ J∗ x ∈ Rj ,

0, ∃j ∈ J∗ x /∈ Rj ,

де J∗ = Argmax
j∈N

η(j) — множина iндексiв з максимальним ступенем нале-

жностi до нечiткої множини Ñ .

2. Нечiтка множина сприятливих ситуацiй
Позначимо через U∗

i = Argmax
j∈N

ηi(j) множину гравцiв з максимальним

ступенем належностi до нечiткої коалiцiї гравцiв Ũi, якi не спiвчувають
гравцю i ∈ N . З викладених вище мiркувань стає зрозумiло, що множина
D̃i(x̂) =

∩̃
(j,ηi(j))∈Ũi

Rj(x̂) допустимих розв’язкiв (3) являється НМТ-2, яка

задається функцiєю достовiрностi ψx̂i (x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}, де

ψx̂i (x, 0) =

{
max
j∈N

{ηi(j) | xj ̸= x̂j}, ∃j ∈ N xj ̸= x̂j ,

0, ∀j ∈ N xj = x̂j ;
(4)

ψx̂i (x, 1) =

{
max
j∈N

ηi(j), ∀j ∈ U∗
i xj = x̂j ,

0, ∃j ∈ U∗
i xj ̸= x̂j .

(5)

Слiд зазначити, що величину ψx̂i (x, 1) можна iнтерпретувати як достовiр-
нiсть допустимостi ситуацiї x ∈ X, одержаної з x̂ у задачi (3). Вiдповiдно,
значення ψx̂i (x, 0) — достовiрнiсть недопустимостi.

Можна встановити залежнiсть значень ψx̂i (x, y) вiд умови x = x̂. З (4) та
(5) випливає

ψxi (x, 0) = 0, ψxi (x, 1) = max
j∈N

ηi(j). (6)

Розв’язуючи задачу (3), гравцi, якi спiвчувають гравцю i ∈ N , будуть
намагатися максимiзувати окрiм його цiльової функцiї ще й достовiрнiсть
допустимостi ψx̂i (x, 1) ситуацiї x ∈ X у задачi (3), а також мiнiмiзувати
достовiрнiсть ψx̂i (x, 0) ї ї недопустимостi. Отже, перед гравцями постає така
трикритерiальна задача

ui(x) → max, (7)
ψx̂i (x, 1) → max, (8)
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ψx̂i (x, 0) → min, (9)

x ∈ X. (10)
Позначимо через SOi(x̂) множину оптимальних за Слейтером розв’язкiв

задачi (7)–(10). Нагадаємо, що ситуацiя x∗ називається оптимальною за
Слейтером для задачi вигляду (7)–(10). якщо ̸ ∃x ∈ X, для якої мають
мiсце нерiвностi: ui(x) > ui(x

∗), ψx̂i (x, 1) > ψx̂i (x
∗, 1), ψx̂i (x, 0) < ψx̂i (x

∗, 0).
Нечiткою множиною сприятливих ситуацiй для гравця i ∈ N , якi одер-

жано з фiксованої ситуацiї x̂ (це буде множина
”
оптимальних“ розв’язкiв

задачi (3)), будемо називати НМТ-2 iз функцiєю достовiрностi ψ̃x̂i (x, y),
x ∈ X, y ∈ {0, 1}, де

ψ̃x̂i (x, 1) =

{
ψx̂i (x, 1), x ∈ SOi(x̂);

0, x /∈ SOi(x̂),

ψ̃x̂i (x, 0) =

{
ψx̂i (x, 0), x ∈ SOi(x̂);

1, x /∈ SOi(x̂).

Для побудови нечiткої множини сприятливих ситуацiй для гравця i ∈ N ,
якi одержано з фiксованої ситуацiї x̂, необхiдно задатися питанням знахо-
дження елементiв її носiя SOi(x̂). У загальному випадку для розв’язання
трикритерiальної задачi (7)–(10) можна використовувати вiдомi методи ба-
гатокритерiальної оптимiзацiї. Оскiльки цiльовi функцiї (8)–(9) є достатньо
складними, то доцiльно розробити метод, який врахує їхню специфiку i до-
зволить знаходити хоча б частину розв’язкiв (7)–(10).

Оптимальний за Слейтером розв’язок x∗ задачi (7)–(10) будемо нази-
вати частково сприятливою ситуацiєю для гравця i ∈ N , яку одержано з
фiксованої ситуацiї x̂ iз достовiрностями ψx̂i (x

∗, 0) та ψx̂i (x
∗, 1) вiдповiдно її

недопустимостi та допустимостi.

3. Максимально достовiрнi рiвноваги за Бержем
Спробуємо спростити задачу (7)–(10). Позначимо через

ηmax
i = max

j∈N
ηi(j), i ∈ N, (11)

максимальний ступень належностi до нечiткої коалiцiї гравцiв, якi не спiв-
чувають гравцю i ∈ N . Нагадаємо, що U∗

i = Argmax
j∈N

ηi(j).

Теорема 1. Якщо задача

max
xN\U∗

i
∈XN\U∗

i

ui(xN\U∗
i
, x̂U∗

i
) (12)

має оптимальний розв’язок x∗, то вiн буде частково сприятливою ситуа-
цiєю для гравця i ∈ N , одержаною з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнiстю
допустимостi ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i .

Доведення. Перепишемо задачу (12) у виглядi max
x∈X

{ui(x) | xj = x̂j ,

j ∈ U∗
i }. Згiдно (5) цю задачу можна представити як

ui(x) → max,
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ψx̂i (x, 1) = ηmax
i , (13)

x ∈ X. (14)

Позначимо через x∗ оптимальний розв’язок цiєї задачi. Для доведення те-
ореми достатньо показати, що x∗ ∈ SO(x̂).

Припустимо супротивне, що x∗ /∈ SO(x̂). Тодi ∃ x̄, який задовольняє умо-
вам (13)–(14), i для якого мають мiсце такi нерiвностi:
ui(x̄) > ui(x

∗), ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x
∗, 1), ψx̂i (x̄, 0) < ψx̂i (x

∗, 0). Звiдси, в силу
умови (13) ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i . Отримали суперечнiсть.

Теорему доведено.
Отже, для побудови носiя НМТ-2 сприятливих ситуацiй x для гравця

i ∈ N з достовiрнiстю допустимостi ψx̂i (x, 1) = ηmax
i (позначимо її FBSi)

треба для кожного набору стратегiй x̂U∗
i

∈ XU∗
i

розв’язати задачу (12).
Стосовно достовiрностi недопустимостi ψx̂i (x, 0) цих ситуацiй можна сказа-
ти лише те, що вона може приймати вiдповiднi значення згiдно формули
(4).

Нечiткою множиною максимально достовiрних сприятливих ситуацiй
для гравця i ∈ N , якi одержано з фiксованої ситуацiї x̂ (це буде пiдмножи-
на

”
оптимальних“ розв’язкiв задачi (3), якi мають максимальну достовiр-

нiстю допустимостi ψx̂i (x, 1) = ηmax
i ), будемо називати НМТ-2 (позначимо

її FBSi(x̂)) iз функцiєю достовiрностi φ̃x̂i (x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} такого
вигляду

φ̃x̂i (x, 1) =

{
ηmax
i , x ∈ supp(FBSi(x̂));
0, x /∈ supp(FBSi(x̂)),

φ̃x̂i (x, 0) =

{
ψx̂i (x, 0), x ∈ supp(FBSi(x̂));

1, x /∈ supp(FBSi(x̂)),

(15)

де supp(FBSi(x̂)) — множина оптимальних розв’язкiв задачi (12).
Тодi множиною сприятливих ситуацiй x для гравця i ∈ N буде НМТ-2

FBSi =
∪
x̂∈X

FBSi(x̂). Зрозумiло, що носiєм FBSi (позначимо його

supp(FBSi)) буде множина

supp(FBSi) =
∪
x̂∈X

supp(FBSi(x̂)). (16)

Теорема 2. Функцiя достовiрностi φi(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} НМТ-2
FBSi, i ∈ N має такий вигляд

φi(x, 1) =

{
ηmax
i , x ∈ supp(FBSi);
0, x /∈ supp(FBSi),

(17)

φi(x, 0) =

{
0, x ∈ supp(FBSi);
1, x /∈ supp(FBSi).

(18)

Доведення. Нехай Ak — НМТ-2 на X з функцiями достовiрностi вiдповiдно
φk(x, y), x ∈ X, y ∈ [0, 1], k ∈ K. Тодi функцiя достовiрностi об’єднання
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A =
∪
k∈K

Ak має вигляд [5]

φ
∪
(x, y) = max

vl∈[0,1], l∈K: max
k∈K

vk=y
min
j∈K

φj(x, vj), x ∈ X, y ∈ [0, 1].

Використаємо цю формулу для побудови функцiї достовiрностi НМТ-2
FBSi. Вiдмiтимо, що в нашому випадку y ∈ {0, 1}. Позначимо множину
векторiв

V ∪(y) = {v = (vz)z∈X : vz ∈ {0, 1}, z ∈ X; max
z∈X

vz = y}, y ∈ {0, 1}. (19)

Для достовiрностi недопустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо
φi(x, 0) = max

v∈V ∪(0)
min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂). Оскiльки умова v ∈ V ∪(0) виконується ли-

ше у випадку ∀z ∈ X vz = 0, то

φi(x, 0) = min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, 0). (20)

Покажемо, що виконується (18). Спочатку припустимо, що
x /∈ supp(FBSi). Тодi за (16) для ∀x̂ ∈ X x /∈ supp(FBSi(x̂)). Звiдси за
(15) φ̃x̂i (x, 0) = 1. Тому φi(x, 0) = min

x̂∈X
φ̃x̂i (x, 0) = 1.

Тепер припустимо, що x ∈ supp(FBSi). Тодi за (16) ∃ x̂∗ ∈ X,
x ∈ supp(FBSi(x̂

∗)). У цьому випадку за (15) формула (20) набуває ви-
гляду

φi(x, 0) = min
x̂∈X

ψx̂i (x, 0). (21)

Позначимо множину X̂(x) = {x̂ ∈ X : x ∈ supp(FBSi(x̂))}. Покажемо,
що x ∈ X̂(x) також. Припустимо супротивне, що x /∈ X̂(x). Тодi для ко-
жного x̂ ∈ X̂, тобто, i для x̂∗ можливi два випадки: ∃j ∈ U∗

i , для якого
xj ̸= x̂∗j , або (i) ui(x) > ui(x̂

∗).
Множиною оптимальних розв’язкiв задачi (12) є носiй supp(FBSi(x̂

∗)).
Крiм того

x ∈ supp(FBSi(x̂
∗)) ⇔ ∀ j ∈ U∗

i xj = x̂∗j та ui(x) = ui(x̂
∗).

В обох випадках маємо x /∈ supp(FBSi(x̂
∗)) i отримуємо суперечнiсть. От-

же, x ∈ X̂(x).
Продовжимо далi. Оскiльки X̂(x) ⊆ X, то з (21) очевидно випливає

φi(x, 0) ≤ min
x̂∈X(x)

ψx̂i (x, 0) ≤ ψxi (x, 0). Тодi за (6) φi(x, 0) ≤ 0. Оскiльки

φi(x, 0) ≥ 0, то очевидно, що φi(x, 0) = 0. Отже, формула (18) є спра-
ведливою.

Для достовiрностi допустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо

φi(x, 1) = max
v∈V ∪(1)

min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂). (22)

Розглянемо два випадки. Спочатку припустимо, що x /∈ supp(FBSi). По-
кажемо, що φi(x, 1) = 0. Припустимо супротивне, що φi(x, 1) > 0. Тодi
з (22) випливає, що max

v∈V ∪(1)
min
x̂∈X

φ̃x̂i (x, vx̂) > 0. Оскiльки v ∈ V ∪(1), то за

(19) це означає, що ∃x̂ ∈ X vx̂ = 1 , для якого φ̃x̂i (x, 1) > 0. Тодi за (15)
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x ∈ supp(FBSi(x̂). Звiдси за (16) x ∈ supp(FBSi). Одержали суперечнiсть.
Отже, φi(x, 1) = 0 для x /∈ supp(FBSi).

Тепер припустимо, що x ∈ supp(FBSi). Тодi за (16) ∃ x̂ ∈ X, для якого
x ∈ supp(FBSi(x̂)). Позначимо множину таких ситуацiй X̂ = {z ∈ X :

z ∈ supp(FBSi(x̂))}. Виберемо vx̂ = 1 для x̂ ∈ X̂ та vx̂ = 0 для x̂ ∈ X\X̂.
Тодi з (22) випливає

φi(x, 1) ≥ min{min
x̂∈X

{φ̃x̂i (x, 1) | x̂ ∈ X̂},min
x̂∈X

{φ̃x̂i (x, 0) | x̂ ∈ X\X̂}}.

Оскiльки за (15) φ̃x̂i (x, 1) = ηmax
i ∀x̂ ∈ X̂ та φ̃x̂i (x, 0) = 1 ∀x̂ ∈ X\X̂, то

φi(x, 1) ≥ min{ηmax
i , 1} =ηmax

i . Отримали формулу (17).
Теорему 2 доведено.
Узагальнення поняття множини рiвноваг за Бержем гри G вiдповiдно

(2) приводить до такого означення.
Будемо говорити, що FBE називається НМТ-2 максимально достовiр-

них рiвноваг за Бержем, якщо FBE =
∩
i∈N

FBSi.

Очевидно, що носiй FBE (позначимо його supp(FBE)) буде також пред-
ставлено у виглядi

supp(FBE) =
∩
i∈N

supp(FBSi). (23)

Тому на пiдставi теореми 1 supp(FBE) складається з розв’язкiв системи
взаємозв’язаних оптимiзацiйних задач

ui(x̂N\U∗
i
, x̂U∗

i
) = max

xN\U∗
i
∈XN\U∗

i

ui(xN\U∗
i
, x̂U∗

i
), i ∈ N. (24)

Знайдемо функцiю достовiрностi НМТ-2 FBE, яку ми позначимо через
φFBE(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1}.
Теорема 3. Функцiя достовiрностi φFBE(x, y), x ∈ X, y ∈ {0, 1} НМТ-2
FBE має такий вигляд

φFBE(x, 1) =

{
min
i∈N

max
j∈N

ηi(j), x ∈ supp(FBE);

0, x /∈ supp(FBE),
(25)

φFBE(x, 0) =

{
0, x ∈ supp(FBE);

max
v∈V

min
i∈N

φi(x, vi), x /∈ supp(FBE). (26)

Доведення. Нехай Ai — НМТ-2 на X з функцiями достовiрностi вiдповiдно
φi(x, y), x ∈ X, y ∈ [0, 1], i ∈ N . Тодi функцiя достовiрностi перетину
A =

∩
i∈N

Ai має вигляд [5]

φA(x, y) = max
vk∈[0,1], k∈N : min

j∈N
vj=y

min
i∈N

φi(x, vi), x ∈ X, y ∈ [0, 1]. (27)

Використаємо цю формулу для побудови функцiї достовiрностi НМТ-2
FBE. Вiдмiтимо, що у нашому випадку y ∈ {0, 1}. Позначимо множину
векторiв

V ∩(y) = {v = (vi)i∈N : vi ∈ {0, 1}, i ∈ N ; min
i∈N

vi = y}, y ∈ {0, 1}. (28)
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Для достовiрностi допустимостi ситуацiї x ∈ X одержимо φFBE(x, 1) =
= max

v∈V ∩(1)
min
i∈N

φi(x, vi). Оскiльки за (28) умова v ∈ V ∩(1), виконується лише

у випадку ∀i ∈ N vi = 1, то φFBE(x, 1) = min
i∈N

φi(x, 1). Тодi з (11) та (17)

одержимо φFBE(x, 1) = min
i∈N

ηmax
i = min

i∈N
max
j∈N

ηi(j) для x ∈ supp(FBE) i

φFBE(x, 1) = 0 для x /∈ supp(FBE). Одержали формулу (25).
Достовiрнiсть недопустимостi ситуацiї x ∈ X за (27) буде такою

φFBE(x, 0) = max
v∈V ∩(0)

min
i∈N

φi(x, vi). (29)

Розглянемо два випадки.
Нехай спочатку x ∈ supp(FBE). Покажемо, що φFBE(x, 0) = 0. Припу-

стимо супротивне, що φFBE(x, 0) > 0. Тодi ∃v̄ = (v̄k)k∈N ∈ V , що ∀i ∈ N
φi(x, v̄i) > 0. Оскiльки v̄ ∈ V , то за (28) ∃j ∈ N , для якого vj = 0. Тому
φj(x, 0) > 0. Звiдси за (18) x /∈ supp(FBSi). Тому x /∈

∩
i∈N

supp(FBSi). Тодi

за (23) x /∈ supp(FBE). Отримали суперечнiсть. Звiдси та з (29) випливає
(26).

Теорему 3 доведено.
Певний iнтерес може представляти оцiнка знизу значення достовiрно-

стi недопустимостi НМТ-2 максимально достовiрних рiвноваг за Бержем у
випадку x /∈ supp(FBE). Дiйсно, у цьому випадку за (23) ∃i ∈ N , для яко-
го x /∈ supp(FBSi). Позначимо N0(x) = {i ∈ N : x /∈ supp(FBSi)} ̸= ∅ та
N1(x) = {i ∈ N : x ∈ supp(FBSi)}. Побудуємо вектор v̄ = ((0)k∈N0 , (1)k∈N1

).
Тодi з (29) випливає

φFBE(x, 0) ≥ min
i∈N

φi(x, v̄i) = min{ min
i∈N0(x)

φi(x, 0), min
i∈N1(x)

φi(x, 1)}.

Звiдси за (18) φFBE(x, 0) ≥ min
i∈N1(x)

ηmax
i .

4. Максимально достовiрнi рiвноваги за Бержем iз заданим
рiвнем достовiрностi недопустимостi

Якщо НМТ-2 FBE максимально достовiрних рiвноваг за Бержем доста-
тньо iнформативна для гравцiв, то її можна вважати розв’язком поставле-
ної задачi. У протилежному випадку її можна звузити, якщо задати рiвень
достовiрностi недопустимостi ситуацiй з її носiя.

Повернемося знову до задачi (7)–(10). Будемо шукати не просто макси-
мально достовiрнi сприятливi ситуацiї для гравця i ∈ N , одержанi з фi-
ксованої ситуацiї x̂, а такi, що мають ступенi належностi нечiткiй множинi
гравцiв Ũi, якi не спiвчувають гравцю i ∈ N , не бiльше за задане число
ξ ∈ (0, 1) (позначимо цю множину через U ξi = {j ∈ N | ηi(j) ≤ ξ}) .

Позначимо також множини

D+
i (x̂, k, ξ) = {x ∈ X | xk > x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }, k ∈ U ξi , (30)

D−
i (x̂, k, ξ) = {x ∈ X | xk < x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }, k ∈ U ξi . (31)

Доведемо таку теорему.
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Теорема 4. Нехай ξ ∈ (0, 1) — задане значення параметра, тодi, якщо
задача

min
k∈Uξ

i

max{ max
x∈D−

i (x̂,k,ξ)
ui(x), max

x∈D+
i (x̂,k,ξ)

ui(x)}, x ∈ X (32)

має оптимальний розв’язок x∗, то вiн буде частково сприятливою ситу-
ацiєю для гравця i ∈ N , одержаною з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнi-
стю допустимостi ψx̂i (x

∗, 1) = ηmax
i та з достовiрнiстю недопустимостi

ψx̂i (x
∗, 0) не бiльше за ξ.

Доведення. Розглянемо множину

Qi(x̂, ξ) = {x ∈ X | 0 < ψx̂i (x, 0) ≤ ξ; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }. (33)

Позначимо Pi(x̂, ξ) =
∪

k∈Uξ
i

(D+
i (x̂, k, ξ)

∪
D+
i (x̂, k, ξ)). Звiдси, ураховуючи

(30), (31) отримаємо

Pi(x̂, ξ) =
∪

k∈Uξ
i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k; xj = x̂j , j ∈ N\U ξi } =

= {x ∈ X | xj = x̂j , j ∈ N\U ξi }
∩ ∪

k∈Uξ
i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k}

 .
(34)

Спочатку доведемо
Pi(x̂, ξ) = Qi(x̂, ξ). (35)

Покажемо включення Pi(x̂, ξ) ⊆ Qi(x̂, ξ). Якщо Pi(x̂, ξ) = ∅, то воно оче-
видне. Нехай x∗∈Pi(x̂, ξ)̸=∅. Припустимо супротивне, якщо x∗ /∈Qi(x̂, ξ). То-
дi вiдповiдно (33) можливi два випадки. У першому випадку
ψx̂i (x

∗, 0) > ξ. Звiдси iз (4) отримаємо ψx̂i (x
∗, 0) = max

j∈N
{ηi(j) | x∗j ̸= x̂j} > ξ.

Тодi ∃j ∈ N\U ξi , для якого x∗j ̸= x̂j . Тому вiдповiдно до (34) x∗ /∈ Pi(x̂, ξ).
Отримали суперечнiсть.

У другому випадку ∃j ∈ N\U ξi , для якого x∗j ̸= x̂j . Звiдси, iз (34) отри-
маємо x∗ /∈ Pi(x̂, ξ). У цьому випадку також отримали суперечнiсть. Отже,
x∗ ∈ Qi(x̂, ξ), а отже Pi(x̂, ξ) ⊆ Qi(x̂, ξ).

Покажемо включення Qi(x̂, ξ) ⊆ Pi(x̂, ξ). Якщо Qi(x̂, ξ) = ∅, то во-
но очевидне. Нехай x∗ ∈ Qi(x̂, ξ) ̸= ∅. Припустимо супротивне. Нехай
x∗ /∈ Pi(x̂, ξ). Тодi вiдповiдно до (34) можливi два випадки. У першому
випадку ∃j ∈ N\U ξi x∗j ̸= x̂j . Звiдси iз (33) випливає, що x∗ /∈ Qi(x̂, ξ).
Отримали суперечнiсть. У другому випадку x∗ /∈

∪
k∈Uξ

i

{x ∈ X | xk ̸= x̂k}.

Тодi ∀k ∈ U ξi x∗k = x̂k. Оскiльки U ξi = {j ∈ N | ηi(j) ≤ ξ}, то iз (4) очевидно
випливає, що або ψx̂i (x

∗, 0) = max
j∈N

{ηi(j) | x∗j ̸= x̂j} > ξ, або ψx̂i (x
∗, 0) = 0.

В обох випадках згiдно (33) x∗ /∈ Qi(x̂, ξ). Також отримали суперечнiсть.
Отже, x∗ ∈ Pi(x̂, ξ) i тому Qi(x̂, ξ) ⊆ Pi(x̂, ξ). Рiвнiсть (35) доведено.

Завершимо доведення теореми. Iз (35) очевидно випливає еквiвалентнiсть
задач (32) та такої

ui(x) → max
x∈Qi(x̂,ξ)

(36)
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Покажемо, що для будь-якого заданого значення параметра ξ ∈ (0, 1), при
якому задача (36) має оптимальний розв’язок, вiн буде частково сприятли-
вою ситуацiєю для гравця i ∈ N , яку одержано з фiксованої ситуацiї x̂ iз
достовiрнiстю допустимостi ηmax

i = max
j∈N

ηi(j) i з достовiрнiстю недопусти-

мостi не бiльше за ξ. Позначимо через x∗ оптимальний розв’язок задачi
(36) для деякого значення ξ ∈ (0, 1). Тодi iз (33) та (5) випливає

ψx̂i (x
∗, 1) = max

j∈N
ηi(j) = ηmax

i . (37)

Також iз (33) очевидно, що 0 < ψx̂i (x
∗, 0) ≤ ξ.

Покажемо, що x∗ ∈ SOi(x̂). Припустимо супротивне, що x∗ /∈ SOi(x̂).
Тодi ∃x̄ ∈ X, для якого виконуються нерiвностi ui(x̄) > ui(x

∗),
ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x

∗, 1), ψx̂i (x̄, 0) < ψx̂i (x
∗, 0). Звiдси отримаємо

ψx̂i (x̄, 1) > ψx̂i (x
∗, 1) = ηmax

i . Отримали суперечнiсть iз (37). Отже,
x∗ ∈ SOi(x̂). Причому ψx̂i (x

∗, 1) = max
j∈N

ηi(j) = ηmax
i та 0 < ψx̂i (x

∗, 0) ≤ ξ.

Теорему 4 доведено.
Отже, носiй НМТ-2 (позначимо через FBSξi ) сприятливих ситуацiй x для

гравця i ∈ N , отриманих з фiксованої ситуацiї x̂ з достовiрнiстю допустимо-
стi ψx̂i (x, 1) = ηmax

i та з достовiрнiстю недопустимостi ψx̂i (x, 0) не бiльше за
ξ, буде об’єднанням розв’язкiв задачi (32), отриманих для кожної ситуацiї
x̂ ∈ X. Функцiя достовiрностi FBSξi буде звуженням функцiї достовiрностi
φi(x, y) на носiй supp(FBSξi ) i може бути знайденою за формулами (17),
(18).

НМТ-2 рiвноваг за Бержем рiвня ξ ∈ (0, 1) визначимо як FBEξ =

=
∩
i∈N

FBSξi . Очевидно, що носiй FBEζ (позначимо його supp(FBEζ)) буде

мати вигляд supp(FBEζ) =
∩
i∈N

supp(FBSξi ) i на пiдставi теореми 4 буде

складатись iз розв’язкiв системи взаємозв’язаних оптимiзацiйних задач

ui(x̂) = min
k∈Uξ

i

max{ max
x∈D−

i (x̂,k,ξ)
ui(x), max

x∈D+
i (x̂,k,ξ)

ui(x)}, i ∈ N.

Функцiя достовiрностi FBEξ буде звуженням функцiї достовiрностi
φFBE(x, y) на носiй supp(FBEζ) i може бути знайденою за формулами (25),
(26).

Висновки

У данiй роботi основну увагу зосереджено на побудовi концепцiї рiв-
новаги за Бержем у некооперативних iграх, у яких коалiцiї гравцiв, що
спiвчувають один iншому, є нечiткими. Згiдно до запропонованого пiдхо-
ду ця множина розглядається як НМТ-2, яку отримано шляхом вiдомої
операцiї перетину нечiткої множини чiтких множин. Особливiстю такого
представлення є те, що елементи носiя цiєї множини характеризуються
двома показниками: достовiрнiстю їхньої належностi множинi рiвноваг за
Бержем та достовiрнiстю неналежностi. Безпосередньо носiй представляє
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собою множину оптимальних за Слейтером розв’язкiв трикритерiальної за-
дачi оптимiзацiї. Розроблено методи знаходження його елементiв iз макси-
мальною достовiрнiстю належностi НМТ-2 рiвноваг за Бержем, а також з
достовiрнiстю неналежностi не бiльше за задане число. Розроблений пiдхiд
розширює область застосування теорiї нечiтких множин на випадок неко-
оперативних iгор з нечiткою коалiцiйною структурою i може дати новий
пiдхiд до розв’язання iнших задач теорiї iгор в умовах нечiткої iнформацiї.

Лiтература

1. Мащенко С. О. Концепция равновесия по Нэшу и ее развитие / С.О. Мащен-
ко // Журнал обчисл. та прикладн. матем. — 2012. — № 1(107). — С. 40–65.

2. Гусейнов А. А. Математические основы Золотого правила нравственности /
А. А. Гусейнов, В. И. Жуковский , К. Н. Кудрявцев; под ред. В. И. Заляпина.
— М.: URSS, 2016. — 275 с.

3. Мащенко С. О. Задача оптимизации с нечетким множеством нечетких огра-
ничений / С. О. Мащенко, Мохаммед Саад Ибрахим Аль-Саммарраи // Ме-
ждународный научно-технический журнал

”
Проблемы управления и инфор-

матики“. — 2014. — № 4 . — C. 47–57.
4. Мащенко С. О. Задача математического программирования с нечетким мно-

жеством индексов ограничений / Мащенко С. О. // Кибернетика и систем-
ный анализ. — 2013. — № 1. — С. 62 – 68.

5. Мащенко С. О. Принятие решений при нечетком множестве состояний при-
роды. Теория и методы / Сергей Мащенко. — GmbH: LAP Lambert Academic
Publishing, 2013. — 112 c.

Надiйшла 03.03.2017

63




