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Abstract. The quadratic optimization problem of finding maxi-
mum k-plex in undirected graph is formulated. It is demonstrated
that the quadratic problem can be obtained from well-known linear
Boolean problem for maximum k-plex. Two families of functionally
superfluous quadratic constraints obtained from Boolean problem
constraints are reported.
Keywords: maximum k-plex, quadratic optimization problem,
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Резюме. У статтi сформульовано квадратичну оптимiзацiйну
задачу для знаходження максимального k-плекса у неорiєнтова-
ному графi. Показано, що квадратичну задачу можно отримати з
вiдомої лiнiйної булевої задачi для максимального k-плекса. На-
ведено два сiмейства функцiонально надлишкових квадратичних
обмежень, якi отримано за допомогою обмежень булевої задачi.
Ключовi слова: максимальний k-плекс, квадратична оптимi-
зацiйна задача, задача булевого лiнiйного програмування, фун-
кцiонально надлишковi обмеження.

Вступ
Cтруктурнi властивостi графа суттєво залежать вiд того, чи мають окре-

мi пiдмножини з множини вершин графа певнi, наперед заданi властиво-
стi. Задачi знаходження максимальних за потужнiстю таких пiдмножин
мають рiзноманiтнi застосування [1]. Окремим випадком таких пiдмножин
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є k-плекси. Це поняття для неорiєнтованого графа було введене в [2], а
задача знаходження максимального k-плекса неорiєнтованого графа [2, 3]
виникає та активно використовується при аналiзi соцiальних, телекомунi-
кацiйних та iнших мереж [4]. При k = 1 k-плекс збiгається з клiкою (повним
пiдграфом) графа. При k > 1 k-плекс є ослабленням поняття клiки гра-
фа i вiдповiдає слабкiшим вимогам на включення вершини в k-плекс, нiж
вимоги на включення вершини до клiки.

У статтi [3] задачу знаходження максимального k-плекса сформульовано
у формi задачi булевого лiнiйного програмування. Нижче цю задачу сфор-
мульовано як квадратичну оптимiзацiйну задачу та проведено її аналiз,
орiєнтований на застосування технiки лагранжевих двоїстих оцiнок [5].

Послiдовнiсть викладу матерiалу буде такою: у роздiлi 1 наведено за-
гальнi вiдомостi про k-плекс, у роздiлi 2 описано множину допустимих
розв’язкiв для k-плекса графаG за допомогою системи квадратичних обме-
жень. У роздiлi 3 розглянуто квадратичну задачу знаходження максималь-
ного k-плекса та проаналiзовано її зв’язок iз булевою лiнiйною постановкою
з [3]. Там же розглянуто сiмейства функцiонально надлишкових обмежень
для уточнення лагранжевих двоїстих оцiнок у квадратичнiй задачi, що ба-
зуються на використаннi обмежень лiнiйної булевої задачi для максималь-
ного k-плекса.

1. Загальнi вiдомостi про k-плекс
НехайG=(V,E) — неорiєнтований граф iз множиною вершин V={1, ..., n}

та множиною ребер E. Ребро графа G, що зв’язує вершини i ∈ V та j ∈ V ,
будемо позначати (i, j) ∈ E. Для графа G буде використовуватися також
iнша форма його представлення: G = (V,Γ), де Γ = {Γ(i), i = 1, ..., n},
а Γ(i) — кiнцевi вершини тих дуг, у яких початковою вершиною є верши-
на i. Кiлькiсть ребер графа G в обох представленнях зв’язанi спiввiдношен-
ням: |E| = 1

2

∑
i∈V |Γ(i)|. Комплементарний до G граф будемо позначати

G = (V,E) або G = (V,Γ), де (i, j) ∈ E i Γ = {Γ(i), i = 1, ..., n}.

Означення 1. Пiдмножина вершин S iз V називається k-плексом графа
G, якщо ступiнь кожної вершини в iндукованому пiдграфi G[S] (пiдграфi,
породженому пiдмножиною S) є не меншою, нiж |S| − k.

Пiдмножина S ⊂ V є k-плексом, якщо виконується така умова

degG[S](i) = |Γ(i)
∩
S| ≥ |S| − k ∀i ∈ S.

k-Плекс є максимальним за включенням (maximal), якщо вiн не мiститься
нi в якому iншому k-плексi. Найбiльший з максимальних за включенням
k-плексiв називається максимальним (maximum), його розмiр називається
k-плексним числом графа G та позначається ρk(G) [3]. Очевидно, що
1-плекс є клiкою графа G, тому що ступiнь кожної вершини в iндукованому
пiдграфi G[S] не менше, нiж |S| − 1, а це означає, що кожна з вершин у
пiдграфi G[S] зв’язана з усiма iншими вершинами, тобто пiдграф G[S] є
повним пiдграфом (клiкою) графа G. У даному випадку ρ1(G) = ω(G), де
ω(G) — клiкове число графа G (розмiр його максимальної клiки).
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Поняття co-k-плекса графа G, також введене в [3], є узагальненням по-
няття незалежної множини вершин графа G. При k = 1 co-k-плекс збi-
гається з незалежною множиною вершин графа. При k > 1 co-k-плекс є
ослабленням поняття незалежної множини вершин графа (вiдомої також
як внутрiшньо стiйка множина).

Означення 2. Пiдмножина вершин S з V називається co-k-плексом графа
G, якщо виконується така умова

degG[S](i) = |Γ(i)
∩
S| ≤ k − 1 ∀i ∈ S.

Отже, S ⊂ V є co-k-плексом, якщо ступiнь кожної вершини в iндуко-
ваному пiдграфi G[S] є не бiльшою, нiж k − 1. Очевидно, що co-1-плекс є
незалежною множиною вершин графа G, оскiльки ступiнь кожної вершини
в iндуцiйованому пiдграфi G[S] дорiвнює нулю, а це означає, що кожна з
вершин у пiдграфi G[S] не зв’язана з жодною з iнших вершин пiдграфа
G[S]. Вiдмiтимо, що co-k-плекс i k-плекс для графа G знаходяться в та-
кому ж зв’язку як клiка графа G i незалежна множина вершин графа G.
Тому пiдмножина S є co-k-плексом графа G тодi й тiльки тодi, коли S є
k-плексом для комплементарного графа G.

2. Квадратичнi обмеження для k-плекса

Нехай вершинi i ∈ V (i = 1, 2, ...) вiдповiдає булева змiнна xi ∈ {0, 1}
така, що

xi =

{
1, якщо i ∈ S,
0, якщо i ∈ V \S.

Булевi змiннi xi, i = 1, ... , n будуть описуватися за допомогою квадрати-
чних обмежень-рiвностей

x2i − xi = 0 ∀i ∈ V. (1)

Побудуємо такi квадратичнi обмеження, щоб пiдмножина S була k-плексом.
Цi обмеження повиннi задавати вимоги на те, щоб ступiнь кожної вершини
i ∈ S у пiдграфi G[S] була не меншою за |S| − k, тобто, щоб у пiдграфi
G[S] кiлькiсть дуг, що виходять iз кожної вершини i ∈ S була не меншою
за |S| − k.

Нехай вершина i належить пiдмножинi S, тобто xi = 1. Позначимо через
Ne(i) ступiнь вершини i у пiдграфi G[S], тобто кiлькiсть дуг, що виходять
з вершини i ∈ S. Тодi в пiдграфi G[S] ступенi вершин iз пiдмножини S
задаються за допомогою сiмейства спiввiдношень

Ne(i) =
∑
j∈Γ(i)

xj ∀i ∈ S. (2)

З рiвняння |S| =
∑

j∈V xj та умови, що множина S є k-плексом, одержуємо
нерiвностi

Ne(i) ≥ |S| − k =
∑
j∈Γ(i)

xj − k ∀i ∈ S. (3)
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Iз спiввiдношень (2) та (3) одержуємо сiмейство нерiвностей∑
j∈Γ(i)

xj ≥
∑
j∈V

xj − k ∀i ∈ S, (4)

при виконаннi яких всi тi вершини i ∈ V , для яких xi = 1, будуть утворю-
вати k-плекс.

Однак, нерiвностi типу (4) не будуть виконуватися для тих вершин i ∈ V ,
для яких xi = 0, тобто для всiх xi ∈ V \S. Для того, щоб одержати квадра-
тичнi нерiвностi, що будуть справедливими i для змiнних xi = 0, досить
обидвi частини нерiвностi вигляду (4), що вiдповiдає вершинi i, помножи-
ти на змiнну xi. З огляду на невiд’ємнiсть змiнної xi знак нерiвностi пiсля
множення не змiниться, i в результатi одержимо такi нерiвностi

xi

 ∑
j∈Γ(i)

xj

 ≥ xi

∑
j∈V

xj − k

 ∀i ∈ V,

якi можна переписати у виглядi∑
j∈Γ(i)

xixj ≥
∑
j∈V

xixj − kxi ∀i ∈ V. (5)

Квадратичнi нерiвностi (5) разом iз обмеженнями (1) повнiстю описують
умови, за яких вершини i належать k-плексу. Дiйсно, нерiвностi (5) будуть
справедливi для тих вершин i, для яких xi = 1, оскiльки вони переходять
в обмеження (4). Нерiвностi (5) будуть справедливi також для усiх вершин
i, для яких xi = 0, тому що вони переходять у тривiальну нерiвнiсть 0 ≥ 0.

Зрозумiло, що за допомогою обмежень у виглядi рiвностей (1) та у ви-
глядi нерiвностей (5) можна описати допустимi булевi розв’язки, якi вiдпо-
вiдають k-плексу. При цьому змiст обмежень (5) буде пов’язаний iз iнтер-
претацiєю ступеня вершини, як цього вимагає поняття k-плекса, — в ньому
ступiнь вершини i ∈ S бiльше або дорiвнює |S| − k. Дiйсно, права части-
на обмеження (5) для вершини i, що належить k-плексу, вказує кiлькiсть
ребер, що виходять з i-ї вершини, з урахуванням того, що xixj = 1 лише
тодi, коли обидвi змiннi xi та xj дорiвнюють одиницi.

Нерiвнiсть (5) можна спростити. Помiтимо, що∑
j∈V

xj =
∑
j∈Γ(i)

xj +
∑
j∈Γ(i)

xj + xi.

Тодi нерiвностi (5) можна переписати так

∑
j∈Γ(i)

xixj ≥

 ∑
j∈Γ(i)

xixj +
∑
j∈Γ(i)

xixj + x2i

− kxi, ∀i ∈ V,

звiдки ∑
j∈Γ(i)

xixj ≤ kxi − x2i ∀i ∈ V.
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З урахуванням того, що xi = x2i (див. формулу (1)), останнi нерiвностi
можна переписати так ∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V. (6)

Нерiвностi (6) разом iз рiвностями (1) ми покладемо в основу квадратичної
моделi для знаходження максимального k-плекса графа G.

Вiдмiтимо, що квадратичним нерiвностям (6) можна надати iнший змiст,
нiж нерiвностям (5). Нерiвностi (6) пов’язанi з комплементарним графом
G i описують таку пiдмножину вершин S, що ступiнь вершини в iндуцi-
йованому цiєю пiдмножиною пiдграфi G[S] не бiльша за (k − 1). Дiйсно,
для тих вершин i ∈ V , для яких xi = 1, нерiвностi (6) рiвносильнi таким
нерiвностям ∑

j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1) ∀i ∈ S,

а для тих вершин i, для яких xi = 0, вони рiвносильнi тривiальним нерiв-
ностям 0 ≤ 0. Тому опис пiдмножини S за допомогою нерiвностей (6) та
рiвностей (1) логiчно iнтерпретувати як опис co-k-плекса для комплемен-
тарного графа G.

3. Квадратична булева задача для ρk (G)

Ураховуючи, що обмеження (1) та (6) описують множину допустимих
варiантiв утворення k-плекса, для знаходження максимального k-плекса
графа G оптимiзацiйну квадратичну задачу можна сформулювати в такiй
формi

ρk (G) = max
x

∑
i∈V

xi (7)

при обмеженнях ∑
j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V, (8)

x2i − xi = 0 ∀i ∈ V. (9)

Зрозумiло, що задачу (7)–(9) можна iнтерпретувати як задачу знаходже-
ння максимального co-k плекса графа G. Iз (7)–(9) легко одержати фор-
мулювання квадратичної оптимiзацiйної задачi для co-k-плекса графа G.
Для цього досить у сумi лiвої частини обмеження (8) замiсть пiдсумовува-
ння по j ∈ Γ(i) використовувати пiдсумовування по j ∈ Γ(i). Тобто, якщо
обмеження (8) замiнити на∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)xi ∀i ∈ V, (10)

то ми одержимо формулювання квадратичної оптимiзацiйної задачi знахо-
дження максимального co-k-плекса графа G.
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Формулювання задачi (7)–(9) можна одержати iз задачi булевого лiнiй-
ного програмування, запропонованої в [3]:

ρk (G) = max
x

∑
i∈V

xi (11)

при обмеженнях ∑
j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1)xi + di(1− xi) ∀i ∈ V, (12)

xi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ V, (13)

де di = |Γ(i)|. Лiнiйнi обмеження (12) побудовано за схемою, подiбною тiй,
що використовувалася у попередньому роздiлi при переходi вiд обмежень
(4), справедливих для i ∈ S (при xi = 1), до обмежень (5), що є справе-
дливими також для i ∈ V \S (при xi = 0). Однак, правило для того, щоб
обмеження (12) виконувалися для будь-яких i ∈ V \S, тут буде iншим. При
xi = 1 обмеження (12) виконуються як нерiвностi∑

j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1) ∀i ∈ S,

якi повиннi бути справедливими для co-k-плекса графа G, що збiгається з
k-плексом графа G. При xi = 0 обмеження (12) переходять у нерiвностi∑

j∈Γ(i)

xj ≤ di = |Γ(i)| ∀i ∈ V \S,

якi є справедливими, бо в якостi верхньої границi на ступенi вершин, що
не входять у co-k-плекс графа G, використовується максимально можли-
ва кiлькiсть ребер, що виходять з кожної з вершин графа G. Тi з цих
обмежень, де не всi змiннi пiд знаком суми дорiвнюють одиницi, будуть
надлишковими.

Iз задачi лiнiйного булевого програмування (11)–(13) легко одержати
квадратичну задачу (7)–(9). Для цього слiд обмеження (13) замiнити на
вiдповiдний нелiнiйний аналог (9), а обмеження, яке вiдноситься до i-ї
вершини з (12), помножити на змiнну xi. В силу невiд’ємностi змiнних
xi, i = 1, 2, ... знаки нерiвностей при множеннi не змiняться, i в резуль-
татi одержимо ∑

j∈Γ(i)

xixj ≤ (k − 1)x2i + di(1− xi)xi ∀i ∈ V,

звiдки, з урахуванням того, що (1 − xi)xi = xi − x2i = 0 для всiх i ∈ V ,
приходимо до обмежень (8).

Зрозумiло, що кожна з задач (7)–(9) та (11)–(13) має свої переваги та
свої недолiки. Так, наприклад, найсуттєвiша перевага квадратичної зада-
чi над лiнiйною булевою полягає в тому, що незначним удосконаленням
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задачi (7)–(9) можна сформулювати квадратичнi оптимiзацiйнi задачi зна-
ходження максимальних за розмiром пiдмножин графа iз сильнiшими вла-
стивостями, нiж k-плекс або co-k-плекс, — достатньо лише посилити ви-
могу на включення вершин у цi пiдмножини. Так, наприклад, умовимося
пiд

”
строгим“ k-плексом графа G розумiти пiдмножину його вершин, для

яких ступiнь вершини дорiвнює |S|−k. Аналогiчно введемо поняття
”
стро-

гого“ co-k-плекса: в ньому ступiнь вершини дорiвнює рiвно k− 1. Для того
щоб сформулювати квадратичнi задачi знаходження максимальних iз цих
пiдмножин, досить в обмеженнях (8) та (10) замiсть нерiвностей використо-
вувати рiвностi. Для знаходження

”
строгого“ k-плекса графа G обмеження

(8) слiд замiнити на обмеження∑
j∈Γ(i)

xixj = (k − 1)xi, ∀i ∈ V,

а для знаходження
”
строгого“ co-k-плекса графа G обмеження (10) слiд

замiнити на такi: ∑
j∈Γ(i)

xixj = (k − 1)xi, ∀i ∈ V.

До переваги лiнiйної булевої задачi над квадратичною можна вiднести
той факт, що для задачi (11)–(13) легко пiдраховувати верхнi оцiнки для
ρk(G) за допомогою релаксацiї обмеження (13). У рядi випадкiв, напри-
клад, коли ρk(G) буде бiльше n/3, цi оцiнки, як правило, можуть виявитися
бiльш ефективними оцiнками зверху для ρk(G). У результатi для деяких
спецiальних графiв на базi методу гiлок та границь можна реалiзувати
швидкi алгоритми для знаходження ρk(G).

Знаходження верхнiх оцiнок для квадратичної задачi (7)–(9) є бiльш тру-
домiстким, нiж для релаксованої задачi (11)–(13). Так, наприклад, якщо в
такiй якостi використовувати лагранжевi двоїстi оцiнки [4], [5], то знахо-
дження таких оцiнок за допомогою методiв недиференцiйованої оптимiза-
цiї вимагатиме бiльше часу, чим у випадку задач лiнiйного програмування.
Однак, для ряду графiв лагранжевi двоїстi оцiнки можуть виявитися зна-
чно точнiшими верхнiми оцiнками, нiж лiнiйнi оцiнки. Бiльш того, iснує
резерв для уточнення лагранжевих двоїстих оцiнок задачi (7)–(9): це вве-
дення функцiонально надлишкових обмежень [5].

Лiнiйнi обмеження (12) можна використовувати для побудови функцiо-
нально надлишкових обмежень з метою покращити точнiсть лагранже-
вих двоїстих оцiнок у багатоекстремальних квадратичних задачах (7)–(9).
Якщо скористатися схемою, що використовувалася Н. З. Шором для зада-
чi про максимальну незалежну множину вершин графа [5, с. 250], то при
цьому до задачi (7)–(9) додаються два види функцiонально надлишкових
обмежень. Обмеження першого виду одержано домноженням кожного з
лiнiйних обмежень у (12) на тi змiннi xl, якi не входять у це обмеження,
тобто додаються n(n− 1) надлишкових обмежень вигляду∑

j∈Γ(i)

xlxj ≤ (k − 1)xlxi + di(1− xi)xl ∀ i, l ∈ V, i ̸= l. (14)
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Функцiонально надлишковi обмеження другого типу можна одержати з
лiнiйних обмежень (12) домноженням на 1−xl, l = 1, 2, .... Тут уже можна
використовувати i = l, бо вони дають новi квадратичнi обмеження у формi
нерiвностей. У результатi маємо n2 обмежень∑

j∈Γ(i)

xlxj −
∑
j∈Γ(i)

xj ≤ (k − 1)xlxi + di(1− xi)xl ∀ i, l ∈ V. (15)

Зауважимо, що використання надлишкових обмежень (14), (15) значно
збiльшує розмiри квадратичної задачi. Однак, якщо до попередньої задачi
додавати тiльки невелику кiлькiсть тих надлишкових обмежень, якi уто-
чнюють двоїсту оцiнку для наступної задачi, то тодi загальна кiлькiсть
обмежень у кiнцевiй квадратичнiй задачi буде невеликою. За такою ж
схемою можна використовувати i iншi види функцiонально надлишкових
обмежень для булевих задач, якi розглядалися у роботах [6], [7].

Висновки
У роботi побудовано квадратичне формулювання оптимiзацiйної зада-

чi знаходження максимального k-плекса для неорiєнтованого графа. Спо-
рiдненiсть понять k-плекса та клiки дає пiдстави рекомендувати для її
розв’язання пiдхiд, пов’язаний з лагранжевими оцiнками та використан-
ням надлишкових обмежень. Цей пiдхiд був запропонований Н. З. Шором
та дав ряд важливих теоретичних результатiв для задачi про максимальну
незалежну множину вершин графа [5].

Роботу виконано за пiдтримки НАН України, проект 0117U000327.
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