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Abstract. The article introduces a new class of degenerated three-
dimensional hyperbolic equations, for which in a cylindrical domain
Dirichlet and Poincare’s problems are uniquely solvable.
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Резюме. В данной статье приведен новый класс вырождающи-
хся трехмерных гиперболических уравнений, для для которых в
цилиндрической области однозначно разрешимы задачи Дирихле
и Пуанкаре.
Ключовi слова: корректность, вырождающиеся гиперболиче-
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1. Введение
В теории уравнений частных производных гиперболического типа крае-

вые задачи с данными на всей границе области служат примером некорре-
ктности поставленных задач [1, 2].

В работах [3, 4] показана корректность задач Дирихле и Пуанкаре в
цилиндрической области для вырождающихся многомерных гиперболиче-
ских уравнений.

В данной статье приведен новый класс вырождающихся трехмерных ги-
перболических уравнений, для которых в цилиндрической области одно-
значно разрешимы задачи Дирихле и Пуанкаре.
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2. Постановка задачи и результат
Пусть Dβ — цилиндрическая область евклидова пространства E3 точек

(x1, x2, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями
t = β > 0 и t = 0, где |x| — длина вектора x = (x1, ..., xm). Части этих
поверхностей, образующих границу ∂Dβ области Dβ , обозначим через Γβ,
Sβ , S0 соответственно.

В области Dβ рассмотрим взаимно-сопряженные трехмерные гиперболи-
ческие уравнения

Lu ≡
2∑

i=1

ki(t)uxixi − utt +

2∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

L∗υ ≡
2∑

i=1

ki(t)υxixi − υtt −
2∑

i=1

aiυxi − bυt − dυ = 0, (1∗)

где ki(t) > 0 при t > 0 и могут обращаться в нуль при t = 0, ki(t) ∈

C([0, β]) ∩ C2((0, β)), i = 1, 2, d(x, t) = c−
2∑

i=1
aixi − bt.

В дальнейшем нам понадобится связь декартовых координат x1, x2, t с
полярными r, θ, t: x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π.

Задача 1. Найти решение уравнения (1) в областиDβ из класса C1(Dβ)∩
C2(Dβ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
Sβ

= φ(r, θ), u
∣∣∣
Γβ

= ψ(t, θ), u
∣∣∣
S0

= τ(r, θ) (2)

или
u
∣∣∣
Sβ

= φ(r, θ), u
∣∣∣
Γβ

= ψ(t, θ), ut

∣∣∣
S0

= ν(r, θ). (3)

Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ C1(D̄β)∩C2(Dβ), i = 1, 2. Тогда спра-
ведлива

Теорема 1. Если φ(r, θ) ∈ C1(S̄β) ∩ C3(Sβ), ψ(t, θ) ∈ C1(Γ̄β) ∩ C3(Γβ),
τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ C1(S̄0) ∩ C3(S0) и выполняется условие

cosµsβ
′ = 0, s = 1, 2, ..., (4)

то задача 1 имеет единственное решение, где µs,n — положительные ну-

ли функций Бесселя первого рода Jn(z), n = 0, 1, ..., β′ =
β∫
0

√
[k1(ξ)+k2(ξ)]

2 dξ.

Замечание 1. Следует отметить, что эти теорема для модельного выро-
ждающегося трехмерного гиперболического уравнения приведена в [5].

3. Разрешимость задачи 1
Решение задачи 1 в полярных координатах будем искать в виде суммы

ряда

u(r, θ, t) = u10(r, t) +

∞∑
n=1

(u1n(r, t) cosnθ + u2n(r, t) sinnθ), (5)
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где u10(r, t), u1n(r, t), u2n(r, t) — функции, которые будут определены ниже.
Подставив (5) в (1), в полярных координатах будем иметь

Lu ≡ k1(t)

(
cos2 θu10rr +

sin2 θ

r
u10r

)
+

+k2(t)

(
sin2 θu10rr +

cos2 θ

r
u10r

)
− u10tt+

+a1(r, θ, t) cos θu10r + a2(r, θ, t) sin θu10r + b(r, θ, t)u10t + c(r, θ, t)u10+

+
∞∑
n=1

{k1(t)[cos2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr)+

+
sin2 θ

r
(cosnθu1nr + sinnθu2nr)+

+
n sin 2θ

r
(sinnθu1nr − cosnθu2nr) +

n sin 2θ

r2
(cosnθu2n − sinnθu1n)−

−n
2 sin2 θ

r2
(cosnθu1n + sinnθu2n)]+

+k2(t)[sin
2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr)+

+
n sin 2θ

r
(cosnθu2nr − sinnθu1nr) +

cos2 θ

r
(cosnθu1nr + sinnθu2nr)+

+
n sin 2θ

2r2
(sinnθu1n − cosnθu2n)−

n2

r2
cos2 θ(cosnθu1n + sinnθu2n)]−

−u1ntt cosnθ − u2ntt sinnθ + a1[cos θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr)+

+
n sin θ

r
(sinnθu1n − cosnθu2n)]+

+a2[sin θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr) +
n cos θ

r
(cosnθu2n − sinnθu1n)]+

+b(cosnθu1nt + sinnθu2nt) + c(cosnθu1n + sinnθu2n)} = 0.

(6)

Теперь полученное выражение (6) сначала умножим на ρ(θ) ̸= 0, а затем
проинтегрируем от 0 до 2π. После несложных преобразований получим ряд

(k1 + k2)

2
ρ10

(
u10rr +

1

r
u10r

)
− ρ10u10tt +

(k1 − k2)

2
d10

(
u10rr −

1

r
u10r

)
+

+a10(r, t)u10r + b10(r, t)u10t + c10(r, t)u10+

+
∞∑
n=1

{
2∑

j=1
[
(k1 + k2)

2
ρjn(ujnrr +

1

r
ujnr −

n2

r2
ujn)− ρjnujntt+

+
(k1 − k2)

2
djn

(
ujnrr −

1

r
ujnr +

n2

r2
ujn

)
+

+
(k2 − k1)n

2
ejn

(
ujnr −

ujn
r

)
+

+ajn(r, t)ujnr + bjn(r, t)ujnt + cjn(r, t)ujn]} = 0,

(7)

где

ρ1n =

2π∫
0

ρ(θ) cosnθdθ, ρ2n =

2π∫
0

ρ sinnθdθ, d1n =

2π∫
0

ρ cos 2θ cosnθdθ,
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d2n =

2π∫
0

ρ cos 2θ sinnθdθ, e1n = −
2π∫
0

ρ sin 2θ sinnθdθ,

e2n =

2π∫
0

ρ sin 2θ cosnθdθ,

a1n =

2π∫
0

ρ(a1 cos θ + a2 sin θ) cosnθdθ, a2n =

2π∫
0

ρ(a1 cos θ + a2 sin θ) sinnθdθ,

b1n =

2π∫
0

ρb cosnθdθ, b2n =

2π∫
0

ρb sinnθdθ,

c1n =

2π∫
0

ρ

[
(a1 sin θ − a2 cos θ)

n sinnθ

r
+ c cosnθ

]
dθ,

c2n =

2π∫
0

ρ

[
(a2 cos θ − a1 sin θ)

n cosnθ

r
+ c sinnθ

]
dθ, n = 0, 1, ... .

Далее рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

k(t)ρ10

(
u10rr +

1

r
u10r

)
− ρ10u10tt = 0, k(t) =

k1(t) + k2(t)

2
, (8)

k(t)ρj1

(
uj1rr +

1

r
uj1r −

uj1
r2

)
− ρj1uj1tt =

=
(k1 − k2)d10

2

(
u10rr −

u10r
r

)
− a10u10r−

−b10u10t − c10u10, (9)

k(t)ρjn

(
ujnrr +

1

r
ujnr −

n2

r2
ujn

)
− ρjnujntt =

= −(k1 − k2)

2
djn−1

(
ujn−1rr −

1

r
ujn−1r +

(n− 1)2

r2
ujn−1

)
−

−(k2 − k1)(n− 1)

r
ejn−1

(
ujn−1r −

ujn−1

r

)
−

−ajn−1ujn−1r − bjn−1tujn−1t − cjn−1ujn−1, j = 1, 2, n = 2, 3, ... . (10)

Нетрудно показать, что если {u10, ujn}, j = 1, 2, n = 2, 3, ... — решение
системы (8)–(10), то оно является и решением уравнения (7).

Далее, учитывая ортогональность системы тригонометрических функций
{1, cosnθ, sinnθ, n = 1, 2, ...} на отрезке [0, 2π] [6], из краевых условий (2)
и (3) в силу (5) будем иметь

u10(r, β) = φ10(r), u10(1, t) = ψ10(t), u10(r, 0) = τ10(r), (11)

ujn(r, β) = φjn(r), ujn(1, t) = ψjn(t), ujn(r, 0) = τjn(r), (12)
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где j = 1, 2, n = 1, 2, ... или

u10(r, β) = φ10(r), u10(1, t) = ψ10(t), u10t(r, 0) = ν10(r), (13)

ujn(r, β) = φjn(r), ujn(1, t) = ψjn(t), ujnt(r, 0) = νjn(r), (14)

где j = 1, 2, n = 1, 2, ...,

φ10(r) =
1

2π

2π∫
0

φ(r, 0)dθ, ψ10(t) =
1

2π

2π∫
0

ψ(t, θ)dθ, τ10(r) =
1

2π

2π∫
0

τ(r, θ)dθ,

φ1n(r) =
1

π

2π∫
0

φ(r, θ) cosnθdθ, ψ1n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ(t, θ) cosnθdθ,

τ1n(r) =
1

π

2π∫
0

τ(r, θ) cosnθdθ,

φ2n(r) =
1

π

2π∫
0

φ(r, θ) sinnθdθ, ψ2n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ(t, θ) sinnθdθ,

τ2n(r) =
1

π

2π∫
0

τ(r, θ) sinnθdθ,

ν10(r) =
1

2π

2π∫
0

ν(r, θ)dθ, ν1n(r) =
1

π

2π∫
0

ν(r, θ) cosnθdθ,

ν2n(r) =
1

π

2π∫
0

ν(r, θ) sinnθdθ, n = 1, 2, ...

Таким образом, задача 1 сведена к системе задач Дирихле и Пуанкаре для
уравнений (8)–(10) с данными (11)–(14). Теперь будем находить решения
этих задач.

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)–(10) можно пред-
ставить в виде

k(t)

(
uknrr +

1

r
uknr −

n2

r2
un

)
− untt = fkn(r, t), n = 0, 1, ... , (15)

где fn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом
f0(r, t) ≡ 0.

В [4, 5] показано, что при выполнении условии (4) задачи для уравнения
(15) с краевыми условиями (11)–(14) имеют единственные решения.

Следовательно, сначала решив задачу (8), (11) (j = 1, n = 0), а затем (9),
(12) (j = 1, 2, n = 1) и т.д., найдем последовательно все u10(r, t), ujn(r, t),
j = 1, 2, n = 1, 2, ... .
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Итак, в области Dβ имеет место

2π∫
0

ρ(θ)Ludθ = 0. (16)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, множество V0 плотно в
L2((0, 1)), ρ(θ) ∈ C∞((0, 2π)), а T (t) ∈ V1, множество V1 плотно в L2((0, β)).
Тогда f(r, θ, t) ∈ V , где V = V0 ⊗ C∞((0, 2π)) ⊗ V1 плотно в L2(Dβ) [6].
Отсюда и из (16) следует, что∫

Dβ

f(r, θ, t)LudDβ = 0 и Lu = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Dβ.

Таким образом, решением задачи 1 является функция (5), где u10(r, t),
ujn(r, t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... определяются из предыдущих двумерных за-
дач. Учитывая ограничения на коэффициенты уравнения (1) и на заданные
функции φ(r, θ), ψ(t, θ), τ(r, θ), ν(r, θ), аналогично как в [4, 5], можно пока-
зать, что полученное решение (5) принадлежит классу C1(D̄β) ∩ C2(Dβ).

Следовательно, разрешимость задачи 1 установлена.

4. Единственность решения задачи 1

Сначала рассмотрим задачу (1), (2) и докажем единственность ее реше-
ния. Для этого построим решение задачи Дирихле для уравнения (1∗) с
краевыми условиями

υ
∣∣∣
Sβ∪Γβ

= 0, υ
∣∣∣
S0

= τ(r, θ) = τ10(r), (17)

τ10(r) ∈ G, где G — множество функций τ(r) из класса C1([0, 1])∩C2((0, 1)).
Очевидно G всюду плотно в L2((0, 1)) [6]. Решение задачи (1∗), (17) бу-
дем искать в виде (5). Тогда, аналогично п. 2, функции υ10(r, t), υjn(r, t),
j = 1, 2, n = 1, 2, ... будут удовлетворять системе уравнений (8)–(10), где
ai, b заменены соответственно на −ai, −b, а c на d, i = 1, 2.

Из краевого условия (17) имеем

υ10(r, 0) = τ10(r), υ10(r, β) = 0, υ10(1, t) = 0, (18)

υjn(r, 0) = 0, υjn(r, β) = 0, υjn(1, t) = 0, j = 1, 2, n = 1, 2. (19)

Как ранее замечено, каждое уравнение системы (8)–(10) представимо в
виде (15). В [4, 5] показано, что при выполнении условия (4) задачи для
уравнения (15) с данными (18), (19) имеют единственные решения.

Таким образом, решение задачи (1∗), (17) в виде (5) построено.
Аналогичным образом строится решение этой задачи, если

τ(r, θ) = τ1n(r) cosnθ + τ2n(r) sinnθ, n = 1, 2, ... .
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Для взаимно-сопряженных дифференциальных операторов L, L∗ имеет
место формула Грина [6]∫

Dβ

(υLu− uL∗υ) dDβ =

∫
∂Dβ

(
υ
∂u

∂N
− u

∂υ

∂N
+ uυQ

)
ds, (20)

где
∂

∂N
=

2∑
i=1

ki(t) cos
(
N⊥, xi

) ∂

∂xi
+cos

(
N⊥, t

) ∂
∂t

, Q =
2∑

i=1
ai cos

(
N⊥, xi

)
+

b cos
(
N⊥, t

)
, а N⊥ — внутренняя нормаль к границе ∂Dβ .

Принимая во внимание однородные граничные условия (2) из (20) полу-
чим ∫

S0

τ(r, θ)ut(r, θ, 0)ds = 0.

Следовательно, в силу единственности решения задачи Коши (u(x, 0) = 0,
ut(x, 0) = 0) для уравнения (1) [7] будем иметь u(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ Dβ .

Таким образом, единственность решения задачи (1), (2) доказана. Един-
ственность решения для задачи (1), (3) показывается аналогично.

Теорема доказана полностью.

Замечание 2. Отметим, что полученный результат анонсирован в [8, 9].
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