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Abstract. The two-stage L. D. Popov algorithm is considered. This
algorithm is used for solving variational inequalities with monotone
operators and related problems. In this article we proved the con-
vergence of the algorithm in a finite number of iterations when the
condition of sharpness is fulfilled.
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Резюме. Рассмотрен двухэтапный алгоритм Л. Д. Попова. Этот
метод используется для решения вариационных неравенств с мо-
нотонными операторами и близких задач. В работе доказана схо-
димость алгоритма к решению за конечное число итераций при
выполнении условия остроты.
Ключевые слова: вариационное неравенство, монотонный опе-
ратор, условие остроты, двухэтапный алгоритм, конечная сходи-
мость.

1. Введение

Решение вариационных неравенств является активно развивающимся
направлением прикладного анализа. Многие задачи, связанные с матема-
тической экономикой, математической физикой и наукой о данных, могут
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быть записаны в форме вариационных неравенств, для численного реше-
ния которых к настоящему времени предложено большое количество ме-
тодов, в частности, алгоритмов проекционного типа (использующих опера-
цию метрического проектирования на допустимое множество) [1–11]. В боль-
шинстве работ доказывается слабая или сильная сходимость к решению,
но при дополнительных условиях остроты (sharpness condition) удается по-
казать сходимость некоторых алгоритмов к решению за конечное число
итераций [1,7, 12–20].

В данной статье исследуется сходимость к решению за конечное число
итераций двухэтапного алгоритма Л. Д. Попова [2, 21,22].

ПустьH — действительное гильбертово пространство со скалярным прои-
зведением (·, ·) и порожденной нормой ∥·∥. Для C ⊆ H и A : C → H рас-
смотрим вариационное неравенство

найти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Множество решений задачи (1) обозначим через S и предположим, что
выполнены следующие условия:

• C — непустое выпуклое замкнутое подмножество пространства H;
• оператор A : C → H монотонный и липшицевый (с постоянной
L > 0) на множестве C;

• S ̸= ∅.
Заметим, что множество S выпуклое и замкнутое.
Будем рассматривать вариационное неравенство (1), удовлетворяющее

условию остроты [1]

∃α > 0 : (Ax, x− PSx) ≥ α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C, (2)

где PS — оператор метрического проектирования на S.
Для задач выпуклого программирования

f → min
C

(3)

в работах [12–14,23] рассматривалось следующее понятие остроты миниму-
ма. Множество решений задачи минимизации является множеством острых
минимумов, если выполняется неравенство

∃α > 0 : f(x)− f(PSx) ≥ α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C, (4)

где S — множество решений исходной задачи (3). В [14] доказана сходи-
мость к решению (3) за конечное число итераций проксимального метода
и метода проекции градиента. В гладком случае из (4) следует (2) для
равносильного (3) вариационного неравенства

найти x ∈ C : (∇f(x), y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Действительно, имеет место неравенство

f(x)− f(PSx) ≤ (∇f(x), x− PSx) ∀x ∈ C.

Откуда непосредственно следует желаемая импликация.
Конечная сходимость проксимального алгоритма для вариационных не-

равенств при выполнении условия остроты доказана в [18,20]. Аналогичные
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результаты получены для экстраградиентного метода [16] и двухшагового
экстраградиентного метода [7].

Замечание 1. Для разрешимой задачи линейного программирования (c, x) → min,
Dx ≥ b,
x ≥ 0,

(5)

где c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, D — матрица размерности m×n, всегда выполняется
условие острого минимума [12–14, 23]. Следовательно, для вариационных
неравенств

найти x̄ ≥ 0, ȳ ≥ 0 : (c−D∗ȳ, x− x̄) + (Dx̄− b, y − ȳ) ≥ 0 ∀x ≥ 0 ∀y ≥ 0

с билинейными отображениями

A : Rn+m ∋ (x, y) → (c−D∗y,Dx− b) ∈ Rn+m,

соответствующими паре двойственных задач линейного программирова-
ния1  (c, x) → min,

Dx ≥ b,
x ≥ 0,

 (b, y) → max,
D∗y ≤ c,
y ≥ 0

всегда будет выполняться условие остроты (2).

Далее в разделе 2 описывается двухэтапный алгоритм Л. Д. Попова
[2, 21, 22] и приводится несколько важных вспомогательных результатов,
а в разделе 3 доказывается теорема о сходимости алгоритма к решению за
конечное число итераций при выполнении условия остроты [1].

2. Двухэтапный алгоритм и вспомогательные факты

Среди методов решения вариационных неравенств хорошо известен

Алгоритм 1. Двухэтапный алгоритм Л. Д. Попова.

Инициализация. Задаем параметр λ ∈
(
0,

√
2−1
L

)
и элементы x0, y0 ∈ C.

Итерационный шаг. Вычисляем{
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) .

Замечание 2. Данный алгоритм предложен Л. Д. Поповым [2], усовер-
шенствован и детально изучен в работах [21,22,24–30]. Например, недавно
Ю. В. Малицкий и В. В. Семенов [21,22] предложили модифицированный

1Решение пары двойственных задач сводится к отысканию на множестве Rn+m
+

седловых точек лагранжиана L(x, y) = (c, x)+(y, b−Dx). А уже седловую задачу
можно сформулировать как вариационное неравенство.
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вариант алгоритма 1 с одним метрическим проектированием на допустимое
множество C Tn = {z ∈ H : (xn − λAyn−1 − yn, z − yn) ≤ 0} ,

xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

где λ ∈
(
0,

√
2−1
L

)
.

Для задачи линейного программирования (5) алгоритм 1 принимает вид

Алгоритм 2. Вариант для задачи линейного программирования.

Инициализация. Задаем параметр λ ∈
(
0,

√
2−1
∥D∥

)
и элементы x0 ≥ 0,

x̄0 ≥ 0, y0 ≥ 0, ȳ0 ≥ 0.
Итерационный шаг. Вычисляем

xn+1 = [xn − λ(c−D∗ȳn)]+ ,
yn+1 = [yn − λ(Dx̄n − b)]+ ,
x̄n+1 = [xn+1 − λ(c−D∗ȳn)]+ ,
ȳn+1 = [yn+1 − λ(Dx̄n − b)]+ ,

где [x]+ — положительная часть вектора x.

Приведем два важных результата относительно поведения порожденных
алгоритмом 1 последовательностей.

Имеет место

Лемма 1 (Ю. В. Малицкий, [21]). Для z ∈ S и порожденных алгоритмом
1 последовательностей (xn), (yn) выполняется неравенство

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 −
(
1−

(
1 +

√
2
)
λL
)
∥xn − yn∥2−

−
(
1−

√
2λL

)
∥xn+1 − yn∥2 + λL ∥xn − yn−1∥2 . (6)

Доказательство. Имеем

∥xn+1 − z∥2 = ∥PC (xn − λAyn)− z∥2 ≤

≤ ∥xn − λAyn − z∥2 − ∥xn − λAyn − xn+1∥2 =

= ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2 − 2λ (Ayn, xn+1 − z) . (7)

К правой части (7) добавим

2λ (Ayn, yn − z) ≥ 0.
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Получим

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn+1 − xn∥2−

− 2λ (Ayn, xn+1 − yn) = ∥xn − z∥2 − ∥yn − xn∥2−

− ∥xn+1 − yn∥2 − 2(xn − yn, yn − xn+1)−

− 2λ (Ayn, xn+1 − yn) = ∥xn − z∥2 − ∥yn − xn∥2−

− ∥xn+1 − yn∥2 + 2λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn)+

+ 2 (xn − λAyn−1 − yn, xn+1 − yn) . (8)

Оценим четвертое и пятое слагаемые в правой части (8). Начнем с пятого.
Поскольку xn+1 ∈ C, то

(xn − λAyn−1 − yn, xn+1 − yn) ≤ 0. (9)

Перейдем к оценке 2λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn). Имеем2

2λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λL ∥yn−1 − yn∥ ∥xn+1 − yn∥ ≤

≤ λL

(
1√
2
∥yn−1 − yn∥2 +

√
2 ∥xn+1 − yn∥2

)
≤

≤ λL√
2

(√
2 ∥yn−1 − xn∥2 + (2 +

√
2) ∥xn − yn∥2

)
+

√
2λL ∥xn+1 − yn∥2 =

=
(
1 +

√
2
)
λL ∥yn − xn∥2 + λL ∥xn − yn−1∥2+

+
√
2λL ∥xn+1 − yn∥2 . (10)

Используя (9), (10) в (8), получаем неравенство

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 −
(
1−

(
1 +

√
2
)
λL
)
∥xn − yn∥2−

−
(
1−

√
2λL

)
∥xn+1 − yn∥2 + λL ∥xn − yn−1∥2 ,

чем и завершаем доказательство. �

Из леммы 1 можно извлечь следующий факт об асимптотическом пове-
дении последовательностей (xn), (yn).

Лемма 2. Для порожденных алгоритмом 1 последовательностей (xn),
(yn) имеет место

∥xn+1 − xn∥ → 0, ∥xn+1 − yn∥ → 0. (11)

Доказательство. Прежде всего заметим, что для последовательностей не-
отрицательных чисел (an), (bn), удовлетворяющих неравенству

an+1 ≤ an − bn,

имеет место сходимость (an) и равенство limn→∞ bn = 0.

2Дважды используем элементарное неравенство 2ab ≤ 1
εa

2 + εb2 (ε > 0).
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Положим
an = ∥xn − z∥2 + λL ∥xn − yn−1∥2 ,
bn =

(
1−

(
1 +

√
2
)
λL
) (

∥xn+1 − yn∥2 + ∥xn − yn∥2
)
.

Тогда неравенство (6) можно записать в форме an+1 ≤ an − bn. Следова-
тельно, последовательность (an) имеет предел и

lim
n→∞

∥xn+1 − yn∥ = lim
n→∞

∥xn − yn∥ = 0.

Из неравенства

∥xn+1 − xn∥ ≤ ∥xn+1 − yn∥+ ∥yn − xn∥
получаем

lim
n→∞

∥xn+1 − xn∥ = 0,

чем и завершаем доказательство. �

Из лемм 1 и 2 следует слабая сходимость алгоритма 1 [21, 22]. Далее
перейдем основному результату работы — теореме о поведении алгоритма
1 при выполнении условия остроты (2).

3. Теорема о конечной сходимости
При выполнении условия остроты (2) для вариационного неравенства

(1) справедлива

Теорема 1. Пусть C — непустое выпуклое замкнутое подмножество
гильбертова пространства H, A : C → H — монотонный и L-липшицевый
оператор, S ̸= ∅. Предположим, что выполнено условие остроты (2). То-
гда последовательность (xn), генерируемая алгоритмом 1, сходится к не-
которому решению вариационного неравенства (1) за конечное число ите-
раций, т.е. существует номер n ∈ N такой, что xn ∈ S.

Доказательство. Равенство

xn+1 = PC (xn − λAyn)

равносильно неравенству

(xn+1 − xn + λAyn, y − xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Имеем

(xn+1 − xn + λAxn+1 − λ (Axn+1 −Ayn) , y − xn+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Откуда получаем

(Axn+1, xn+1 − y) ≤ (xn+1 − xn, y − xn+1)

λ
+ (Ayn −Axn+1, y − xn+1) ≤

≤ ∥xn+1 − xn∥∥y − xn+1∥
λ

+ ∥Ayn −Axn+1∥∥y − xn+1∥ ≤

≤ ∥xn+1 − xn∥∥y − xn+1∥
λ

+ L∥yn − xn+1∥∥y − xn+1∥. (12)
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Предположим, что существует подпоследовательность (xnk
) такая, что

xnk
/∈ S ∀ k ∈ N.

Пусть pnk
= PSxnk

. Имеем

(Axnk
, xnk

− pnk
) ≥ α∥xnk

− pnk
∥. (13)

Используя (13) в (12), получаем

α∥xnk
− pnk

∥ ≤ ∥xnk
− xnk−1∥∥pnk

− xnk
∥

λ
+ L∥ynk−1 − xnk

∥∥pnk
− xnk

∥.

Откуда

α ≤ ∥xnk
− xnk−1∥
λ

+ L∥ynk−1 − xnk
∥ = o(1),

что противоречит условию α > 0. Таким образом, xn ∈ S для всех доста-
точно больших номеров n. �
Замечание 3. Аналогичный результат имеет место для двухэтапных ал-
горитмов [21,22] {

yn = 2xn − xn−1,
xn+1 = PC (xn − λAyn)

и  Tn = {z ∈ H : (xn − λAyn−1 − yn, z − yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

где λ ∈
(
0,

√
2−1
L

)
, L > 0 — постоянная Липшица оператора A.

Замечание 4. Аналогичный результат имеет место и для двухэтапного
проксимального алгоритма решения задачи о равновесии [25,26]{

xn+1 = proxλF (yn,·)xn,

yn+1 = proxλF (yn,·)xn+1.

Условие остроты для задачи о равновесии

найти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C

естественно сформулировать в виде

∃α > 0 : F (x, PSx) ≤ −α ∥x− PSx∥ ∀x ∈ C.

4. Заключение
В работе рассмотрен известный двухэтапный алгоритм Л. Д. Попова.

Этот метод используется для решения вариационных неравенств с моно-
тонными операторами и близких задач, например, седловых [2,21,22,25–29].
Доказано, что при выполнении условия остроты [1] за конечное число ите-
раций генерируемая алгоритмом последовательность достигнет множества
решений вариационного неравенства.

Работа выполнена при поддержке Государственного фонда фундамен-
тальных исследований Украины (проект № F74/24921) и Министерства
образования и науки Украины (проект № 0116U004777).
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