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Abstract. Based on variance estimation in case of unknown mean
[3], confidence intervals were built using rule 3σ. Using software
implementation in R, significance levels for four distributions (Stan-
dard Normal, Exponential, Uniform, Poisson) were calculated.
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Резюме. Використовуючи оцiнки для дисперсiї у випадку невi-
домого математичного сподiвання [3], побудовано довiрчi iнтер-
вали для невiдомої дисперсiї за допомогою правила 3σ. Пiдрахо-
вано вiдповiднi рiвнi значущостi для деяких розподiлiв за допо-
могою програмної реалiзацiї.
Ключовi слова: дисперсiя, математичне сподiвання, оцiнка, до-
вiрчi iнтервали, середнiй квадрат похибки.

Вступ
Для побудови довiрчих меж для основної розподiленої маси значень гене-

ральної сукупностi, що вiдповiдають заданим рiвням значущостi, а також
для довiрчого оцiнювання невiдомих параметрiв вкрай необхiднi матема-
тичне сподiвання, дисперсiя, коефiцiєнти коварiацiї. У свою чергу, довiрчi
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iнтервали або межi є основою для побудови статистичних критерiїв, що за-
снованi на навчаючих вибiрках i використовуються у теорiї розпiзнавання
образiв або класифiкацiї об’єктiв. Такi задачi виникають при диференцi-
альнiй дiагностицi онкологiчних захворювань (рак молочної залози або фi-
броаденоматоз, аденокарценома щитовидної залози або вузловий зоб чи ау-
тотiреоїдит, рак шлунку або непухлинне захворювання шлунку тощо), якi
постiйно перебували у колi наукових iнтересiв Юрiя Iвановича Петунiна.
На жаль, класичнi методи теорiї перевiрки гiпотез за допомогою статисти-
чних критерiїв, зокрема теорiя Неймана-Пiрсона, що дає один з найбiльш
потужнiх критерiїв, а також її рiзнi модифiкацiї (оптимальнi статистичнi
критерiї, критерiї, що використовують процедуру неприйняття рiшення,
iндивiдуальнi статистичнi критерiї) базуються на функцiях розподiлу ге-
неральних сукупностей, якi майже нiколи не вiдомi на практицi. У зв’язку
з цим можна використовувати лише ту iнформацiю, що можливо одержати
на основi навчаючих вибiрок. Побудова оцiнок для функцiй розподiлу або
щiльностей iмовiрностей вимагає навчаючих вибiрок великого об’єму, що
мiстять декiлька сотень або тисяч вибiркових значень. Це є у переважнiй
бiльшостi випадкiв задачею, яку неможливо виконати, оскiльки одержання
та дослiдження кожного вибiркового значення пов’язано з певними мате-
рiальними витратами. На вiдмiну вiд цього, довiрчi межi та iнтервали, як
правило, грунтуються на знаннi математичного сподiвання, дисперсiї або
коефiцiєнта коварiацiї, якi можна визначити за допомогою малих чи сере-
днiх вибiрок, що мають лише вiд кiлькох десяткiв до двохсот спостережень.
З цього випливає, що проблема оцiнки невiдомих математичних сподiвань,
дисперсiї коефiцiєнта коварiацїї є дуже важливою та актуальною задачею
для теорiї розпiзнавання образiв, яка зараз широко використовується у те-
хнiцi, бiологiї, медицинi, соцiологiї та iнших прикладних науках.

Використовуючи оцiнки для дисперсiї у випадку невiдомого математи-
чного сподiвання [3], у роботi побудовано довiрчi iнтервали для невiдо-
мої дисперсiї за допомогою правила 3σ, обгрунтованого Ю. I. Петунiним i
Д. Ф. Височанським у 1979 роцi [8].

Оцiнки невiдомої дисперсiї у випадку невiдомого
математичного сподiвання

Для дисперсiї розглянемо двi оцiнки — незмiщену

S̃2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(xk − x̄)2 (1)

i змiщену

S2
∗ =

1

n

n∑
k=1

(
x2k − x̄2

)
, (2)

математичне сподiвання яких дорiвнює

m
(
S̃2
)
= σ2, m

(
S2
∗
)
=
n− 1

n
σ2. (3)
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Середнiй квадрат похибки незмiщеної оцiнки S̃2, а також рiзниця цих
похибок згiдно результатам, отриманим у роботi [3], дорiвнює

δ2
(
S̃2
)
= D

(
S̃2
)
=

1

n
m(x4) +

(n− 1)2 + 2

n(n− 1)

(
m2 + σ2

)2
+

+
4− 2(n− 1)

n(n− 1)
(n− 2)m2

(
m2 + σ2

)
− 4

n
m(x3)m+

(n− 2)(n− 3)

n(n− 1)
m4−

−σ4 = 1

n
m(x4)− 4

n
m(x3)m+m4 3

n
+m2σ2

6

n
+ σ4

3− n

n(n− 1)
,

(4)

V = D
(
S̃2
)
− δ2

(
S2
∗
)
=

2n− 1

n2
×

×
[
m
(
x4
)
+ 3m4 + 6m2σ2 +

−3n2 + 8n− 3

n(n− 1)(2n− 1)
σ4 − 4m(x3)m

]
.

(5)

Вiдповiдно знаходимо середнiй квадрат похибки змiщеної оцiнки

δ2
(
S2
∗
)
=

(n− 1)2

n2

[
1

n
m(x4) +

(n− 1)2 + 2

n(n− 1)
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+
4− 2(n− 1)

n(n− 1)
(n− 2)m2(m2 + σ2)− 4

n
m(x3)m+

+
(n− 2)(n− 3)

n(n− 1)
m4

]
+

2− n

n
σ4 =

=
(n− 1)2

n2

[
1

n
m(x4)− 4

n
m(x3)m+m4 3

n
+m2σ2

6

n

]
+ σ4

5n− n2 − 3

n3
,

(6)

де σ2 — дисперсiя, m — математичне сподiвання, m(xk) — момент k-го
порядку.

У роботi [3] доведено, що для нормально та рiвномiрно розподiлених ви-
падкових величин δ2

(
S2
∗
)
<
(
S̃2
)
, тобто змiщена оцiнка S2

∗ є бiльш точною

нiж незмiщена S̃2.
Перевiримо це твердження на прикладi iнших розподiлiв:

— для експоненцiально розподiлених величин з параметром λ. У цьо-

му випадку m(x) =
1

λ
, m(x2) =

2

λ2
, m(x3) =

6

λ3
, m(x4) =

24

λ4
,

σ2 =
1

λ2
. Вiдповiдно

V =
1

λ4
2n2(9n− 15) + 17n− 3

n3(n− 1)

i при n ≥ 2 V > 0, тобто змiщена оцiнка S2
∗ є бiльш точною нiж

незмiщена S̃2;
— для пуассонiвських випадкових величин з параметром λ. У цьо-

му випадку m(x) = λ, m(x2) = λ2 + λ, m(x3) = λ3 + 3λ2 + λ,
m(x4) = λ4 + 6λ3 + 7λ2 + λ, σ2 = λ. Вiдповiдно

V = λ2
6n2(n− 2) + 11n− 3

n3(n− 1)
+ λ
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i при n ≥ 2, V > 0, тобто змiщена оцiнка S2
∗ є бiльш точною нiж

незмiщена S̃2.

Побудова довiрчих iнтервалiв для невiдомої дисперсiї на основi
правила 3σ у випадку невiдомого математичного сподiвання
Якщо випадкова величина x нормально розподiлена, то згiдно для ви-

падкової величини справедливо правило трьох сiгм, тобто

P {−3σ + x < m(x) < 3σ + x} > 0.95, (7)

де σ =
√
D(x) — середньо квадратичне вiдхилення.

Аналогiчно побудуємо довiрчi iнтервали для дисперсiї довiльного розпо-
дiлу на базi оцiнок S2

∗ та S̃2 i пiдрахуємо рiвнi значущостi.
Нехай вибiрка x1, x2, . . . , xn — послiдовнiсть значень незалежних одна-

ково розподiлених випадкових величин.
Згiдно (3) на основi (7) побудуємо наступнi спiввiдношення

−3σ
(
S̃2
)
+ S̃2 < σ2 < 3σ

(
S̃2
)
+ S̃2, (8)

− 3n

n− 1
δ
(
S2
∗
)
+

n

n− 1
S2
∗ < σ2 <

3n

n− 1
δ
(
S2
∗
)
+

n

n− 1
S2
∗ . (9)

Тодi, враховуючи (4) та (6) i використовуючи у цих формулах замiсть
центрального моменту k-го порядку Lk = m(xk) оцiнку

1

n

n∑
i=1

xki ,

завжди можна побудувати довiрчi iнтервали для невiдомої дисперсiї σ2 на
основi спiввiдношень (8) або (9)
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)
, (10)
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Обчислення рiвнiв значущостi довiрчих iнтервалiв для
невiдомої дисперсiї

Обчислимо рiвнi значущостi довiрчих iнтервалiв для певного нормаль-
ного, рiвномiрного, експоненцiального та пуассонiвського розподiлiв.

Будуємо m довiрчих iнтервалiв (10) на основi вибiрок розмiрностi N

конкретного розподiлу i пiдраховуємо рiвень значущостi як 1− k

m
, де k —

кiлькiсть iнтервалiв, у якi попадає дисперсiя конкретного розподiлу. Ана-
логiчно на основi цих вибiрок пiдраховуємо рiвнi значущостi для довiрчих
меж (11).

Отримали наступнi результати.
1. Нормальний розподiл N(0, 1)

Рiвень Рiвень
m N значущостi для Y1 значущостi для Y2
5 10 0 0
5 20 0 0
5 40 0 0
5 70 0 0
10 10 0.2 0.1
10 20 0.2 0.2
30 10 0.0333 0.0333
30 20 0.1333 0.1333
30 40 0.0667 0.0667
50 10 0.18 0.16
50 20 0.04 0.02
100 10 0.12 0.11
100 20 0.07 0.06
100 40 0.02 0.02
100 100 0.02 0.02

2. Експоненцiальний розподiл з параметром λ = 1

Рiвень Рiвень
m N значущостi для Y1 значущостi для Y2
5 10 0.2 0.2
5 20 0.2 0.2
5 40 0.2 0.2
5 70 0 0
10 10 0.3 0.3
10 20 0.4 0.4
30 10 0.2333 0.2
30 20 0.1333 0.1333
30 40 0.0333 0.0333
50 10 0.34 0.34
50 20 0.2 0.18
100 10 0.3 0.3
100 20 0.19 0.18
100 40 0.15 0.15
100 100 0.06 0.06
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3. Рiвномiрний розподiл на iнтервалi [0;1]

Рiвень Рiвень
m N значущостi для Y1 значущостi для Y2
5 10 0 0
5 20 0 0
5 40 0 0
5 70 0 0
10 10 0.1 0.1
10 20 0 0
30 10 0 0
30 20 0 0
30 40 0 0
50 10 0.08 0.06
50 20 0 0
100 10 0.04 0.03
100 20 0.05 0.05
100 40 0 0
100 100 0.01 0.01

4. Розподiл Пуассона з параметром λ = 1

Рiвень Рiвень
m N значущостi для Y1 значущостi для Y2
5 10 0.2 0.2
5 20 0 0
5 40 0 0
5 70 0 0
10 10 0 0
10 20 0.2 0.2
30 10 0.2333 0.2333
30 20 0.2333 0.2333
30 40 0.0333 0.0333
50 10 0.06 0.06
50 20 0.12 0.1
100 10 0.14 0.14
100 20 0.1 0.09
100 40 0.09 0.09
100 100 0.03 0.03

Висновок

Отриманi у роботi експериментальнi результати пiдтверджують теоретичнi ви-
кладки, Отже, для запропонованих розподiлiв оцiнка S2

∗ є бiльш точною нiж S̃2.
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