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Abstract. A modified subgradient extragradient method with dyna-
mic rule for finding the stepsize for solving variational inequalities
with monotone operators acting in Hilbert space is considered. The
weak convergence of the method is proved without any Lipschitzian
continuity assumption on operators.
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Резюме. Рассмотрен модифицированный субградиентный экс-
траградиентный метод с динамической регулировкой величины
шага для решения вариационных неравенств с монотонными опе-
раторами, действующими в гильбертовом пространстве. Доказа-
на слабая сходимость метода без предположения о липшицевости
операторов.
Ключевые слова: вариационное неравенство, монотонный опе-
ратор, гильбертово пространство, экстраградиентный метод, сла-
бая сходимость.

1. Введение

Будет сделан краткий обзор основных результатов недавних исследова-
ний, проведенных совместно с С. В. Денисовым, Д. А. Верланем и Л. М. Ча-
бак [1–3].

Статья посвящена памяти профессора Юрия Ивановича Петунина (1937–
2011), проработавшего более 40 лет (1969–2011) на кафедре вычислитель-
ной математики Киевского национального университета имени Тараса Шев-
ченка и бывшего большим энтузиастом применения функционального ана-
лиза в вопросах вычислительной математики. Автор до сих пор находится
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под большим влиянием последней главы книги [4], посвященной регуляри-
зуемости отображений. Эта книга и работа с Ю. И. Петуниным над книга-
ми [5,6] существенно повлияли на представления автора о том,

”
что такое

хорошо и что такое плохо“ в вычислительной (да и не только) математике.
ПустьH — действительное гильбертово пространство со скалярным прои-

зведением (·, ·) и порожденной нормой ∥·∥. Пусть C — непустое выпуклое
замкнутое подмножество пространства H и A : H → H — некоторый опе-
ратор. Рассмотрим вариационное неравенство

найти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (1)

Множество решений задачи (1) обозначим через V I (A,C).
Будем предполагать выполненными следующие условия:
(A1) V I (A,C) ̸= ∅;
(A2) оператор A : H → H — монотонный, равномерно непрерывный на

ограниченных множествах и отображает ограниченные множества
в ограниченные.

Замечание 1. Если dimH <∞, то достаточно требовать от оператора A
монотонности и непрерывности.

Напомним простой, но важный факт [7].

Лемма 1. Если оператор A : H → H монотонный и непрерывный, а
множество C ⊆ H выпуклое и замкнутое, то x ∈ V I (A,C) ттогда1,
когда x ∈ C и

(Ay, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

В частности, множество V I (A,C) выпуклое и замкнутое.

Решение вариационных неравенств является активно развивающимся
направлением прикладного нелинейного анализа. К настоящему времени
предложено большое количество методов, в частности, методов проекци-
онного типа (использующих операцию метрического проектирования на
допустимое множество C) [8].

В случае задач поиска седловых точек или равновесий Нэша для схо-
димости наиболее простого проекционного метода (аналога метода прое-
кции градиента) необходимо выполнение усиленных условий монотонности.
Для преодоления этой трудности существует несколько подходов. Один из
них состоит в регуляризации исходной задачи с целью придать ей требу-
емое свойство [9]. Сходимость без модификации задачи обеспечивается в
итерационных методах экстраградиентного типа, впервые предложенных
Г. М. Корпелевич [10]. Экстраградиентный алгоритм Корпелевич для ли-
пшицевого оператора A имеет вид x0 ∈ H,

yn = PC (xn − λAxn) ,
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

1ттогда — тогда и только тогда. Аналогично англ.
”
iff“ для

”
if and only if“.
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где λ ∈ (0, 1/L), L — константа Липшица оператора A, PC — оператор
метрического проектирования на множество C. Обобщению и исследова-
нию этого алгоритма посвящено большое количество публикаций [11–22].
В частности, на кафедре вычислительной математики Киевского нацио-
нального университета имени Тараса Шевченка выполнены следующие ра-
боты [18–22]. Идейно близким к экстраградиентному является метод x0 = y0 ∈ H, λ ∈ (0, 1/3L) ,

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

предложенный Л. Д. Поповым [23], усовершенствованный и детально изу-
ченный в [24–31]. Недавно [32, 33] для вариационных неравенств и задач
равновесного программирования был предложен модифицированный ва-
риант экстраградиентного алгоритма с одним метрическим проектирова-
нием на допустимое множество. Этот, так называемый, субградиентный
экстраградиентный алгоритм имеет вид

x0 ∈ H,
yn = PC (xn − λAxn) ,
Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z − yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

где λ ∈ (0, 1/L), L — константа Липшица оператора A.
Очевидным недостатком упомянутых методов является предположение

о том, что константа Липшица L оператора A известна или допускает про-
стую оценку. Кроме того, во многих задачах операторы могут не удовлетво-
рять условию Липшица. Заметим, что в большинстве работ по алгоритмам
решения вариационных неравенств рассматриваются именно липшицевые
операторы.

Далее мы рассмотрим предложенную в [1] модификацию cубградиентно-
го экстраградиентного алгоритма с динамической регулировкой величины
шага для вариационных неравенств с монотонным нелипшицевым опера-
тором и докажем его слабую сходимость. Cильно сходящиеся варианты
алгоритма изучены в [2].

2. Модифицированный cубградиентный
экстраградиентный метод

Итак, для решения вариационного неравенства (1) предлагаем следую-
щий алгоритм [1].

Алгоритм 1.

Инициализация. Задаем числовые параметры σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1)
и элемент x0 ∈ H.
Итерационный шаг. Для xn ∈ H вычисляем

yn = PC (xn − λnAxn) ,
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где λn получаем из условия
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC

(
xn − στ jAxn

)
−Axn

∥∥ ≤
≤ θ

στ j

∥∥PC

(
xn − στ jAxn

)
− xn

∥∥},
λn = στ j(n).

Если yn = xn, то конец и xn — решение, иначе вычисляем

xn+1 = PTn (xn − λnAyn) ,

где
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) ≤ 0} .

Покажем, что процедура вычисления λn всегда выполняется за конечное
число шагов.

Лемма 2. Правило выбора параметра λn корректно, то есть,

j (n) < +∞.

Доказательство. Пусть xn ∈ V I(A,C). Тогда

xn = PC (xn − σAxn) и j (n) = 0.

Рассмотрим ситуацию xn /∈ V I(A,C) и предположим, что для всех j ∈ N
выполняется неравенство

στ j
∥∥APC

(
xn − στ jAxn

)
−Axn

∥∥ > θ
∥∥PC

(
xn − στ jAxn

)
− xn

∥∥ .
Откуда

lim
j→∞

∥∥PC

(
xn − στ jAxn

)
− xn

∥∥ = 0.

Из равномерной непрерывности оператора A на ограниченных множествах
следует

lim
j→∞

∥∥APC

(
xn − στ jAxn

)
−Axn

∥∥ = 0.

Таким образом,

lim
j→∞

∥∥PC

(
xn − στ jAxn

)
− xn

∥∥
στ j

= 0. (2)

Положим
yjn = PC

(
xn − στ jAxn

)
.

Имеем (
yjn − xn
στ j

, x− yjn

)
+
(
Axn, x− yjn

)
≥ 0 ∀x ∈ C. (3)

Совершив предельный переход в (3) с учетом асимптотики (2), получаем

(Axn, x− xn) ≥ 0 ∀x ∈ C,

т.е., xn ∈ V I (A,C). Пришли к противоречию. �

Имеет место
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Лемма 3. Для последовательностей (xn), (yn), порожденных итераци-
онным алгоритмом 1, имеет место неравенство

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − (1− θ) ∥xn − yn∥2 − (1− θ) ∥xn+1 − yn∥2 , (4)

где z ∈ V I (A,C).

Доказательство. Пусть z ∈ V I (A,C). Имеем

∥xn+1 − z∥2 = ∥PTn (xn − λnAyn)− z∥2 =

= ∥PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn) + (xn − λnAyn)− z∥2 =

= ∥(xn − λnAyn)− z∥2 + ∥PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn)∥2+
+ 2 (PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn)− z) .

Поскольку

2 ∥PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn)∥2+
+ 2 (PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn)− z) =

= 2 ((xn − λnAyn)− PTn (xn − λnAyn) , z − PTn (xn − λnAyn)) ≤ 0,

то для всех n ∈ N имеем

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥(xn − λnAyn)− z∥2−

− ∥PTn (xn − λnAyn)− (xn − λnAyn)∥2 =

= ∥(xn − λnAyn)− z∥2 − ∥xn+1 − (xn − λnAyn)∥2 =

= ∥xn − z∥2 − ∥xn − xn+1∥2 + 2λn (z − xn+1, Ayn) .

Из монотонности оператора A, включения z ∈ V I (A,C) и леммы 1 следует

0 ≤ (Ayn −Az, yn − z) = (Ayn, yn − z)− (Az, yn − z)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤

≤ (Ayn, yn − z) = (Ayn, yn − xn+1) + (Ayn, xn+1 − z) .

То есть,
(Ayn, z − xn+1) ≤ (Ayn, yn − xn+1) .

Таким образом,

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥xn − xn+1∥2 + 2λn (Ayn, yn − xn+1) .

Далее,

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2 − ∥(xn − yn) + (yn − xn+1)∥2+

+ 2λn (Ayn, yn − xn+1) = ∥xn − z∥2 − ∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+
+ 2 (xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) .
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Поскольку xn+1 ∈ Tn, то

(xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) = (xn − λnAxn − yn, xn+1 − yn)︸ ︷︷ ︸
≤0

+

+ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .

Следовательно, приходим к неравенству

∥xn+1 − z∥2 ≤ ∥xn − z∥2−∥xn − yn∥2 − ∥yn − xn+1∥2+
+ 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (5)

Слагаемое 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) в (5) оценим следующим образом

2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λn ∥Axn −Ayn∥ ∥xn+1 − yn∥ ≤

≤ 2θ ∥xn − yn∥ ∥xn+1 − yn∥ ≤ θ ∥xn − yn∥2 + θ ∥xn+1 − yn∥2 . (6)

Учитывая оценку (6) в (5), приходим к желаемому неравенству (4). �

Из неравенства (4) следует фейеровское свойство последовательности
(xn) относительно множества V I (A,C) и сходимость к нулю последова-
тельностей (xn − yn), (xn+1 − yn). Это позволяет получить следующий ре-
зультат относительно сходимости предлагаемого итерационного алгоритма.

Теорема 1. Последовательности (xn) и (yn), порожденные алгоритмом
1, слабо сходятся к некоторой точке z ∈ V I(A,C).

Сильно сходящиеся варианты предложенного метода можно получить,
используя метод итеративной регуляризации или гибридный метод.

Рассмотрим сильно сходящийся алгоритм для поиска нулей монотонных
операторов, предложенный в [3].

Будем решать операторное уравнение

Ax = 0,

где A — монотонный оператор, действующий в действительном гильберто-
вом пространстве H.

Алгоритм 2.

Инициализация. Задаем числовые параметры σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
элемент x0 ∈ H.
Итерационный шаг. Для xn ∈ H вычисляем

yn = xn − λnAxn,

где λn получаем из условия{
j(n) = min

{
j ≥ 0 :

∥∥A (xn − στ jAxn
)
−Axn

∥∥ ≤ θ ∥Axn∥
}
,

λn = στ j(n).
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Вычисляем 
zn = xn − λnAyn,
Cn = {z ∈ H : ∥z − zn∥ ≤ ∥z − xn∥} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx0.

Справедлива следующая теорема о сходимости метода.

Теорема 2. Пусть оператор A : H → H — монотонный, равномерно
непрерывный на ограниченных множествах и отображающий ограничен-
ные множества в ограниченные. Предположим, что A−10 ̸= ∅. Тогда по-
следовательность (xn), порожденная методом, сильно сходится к точке
z0 = PA−10x0.

3. Модифицированный cубградиентный экстраградиентный
метод для вариационных неравенств с априорной информацией

Построим вариант метода для поиска решения вариационного неравен-
ства (1), дополнительно являющегося неподвижной точкой заданного опе-
ратора. Подобные задачи рассматривались в [34].

Пусть S : H → H — квазинерастягивающий оператор с множеством
неподвижных точек F (S) = {x ∈ H : Sx = x} и такой, что оператор I − S
демизамкнут в нуле. Предположим, что

(A3) V I(A,C) ∩ F (S) ̸= ∅.
Замечание 2. Пусть g : H → R — выпуклая дифференцируемая функция.
Если множество D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} не пусто, то его можно тракто-
вать как множество неподвижных точек квазинерастягивающего операто-
ра

Sx =

{
x− g(x)

∥∇g(x)∥2∇g (x) , если x /∈ D,

x, если x ∈ D,

где ∇g (x) ∈ H — производная g в точке x ∈ H. Для демизамкнутости в
нуле оператора I − S достаточно ограниченности g на произвольном огра-
ниченном множестве [34].

Для поиска элементов множества V I(A,C) ∩ F (S) рассмотрим следую-
щий алгоритм [1].

Алгоритм 3.

Инициализация. Задаем числовые параметры σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
элемент x0 ∈ H и последовательность (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).
Итерационный шаг. Для xn ∈ H вычисляем

yn = PC (xn − λnAxn) ,

где λn получаем из условия
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC

(
xn − στ jAxn

)
−Axn

∥∥ ≤
≤ θ

στ j

∥∥PC

(
xn − στ jAxn

)
− xn

∥∥},
λn = στ j(n).
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Вычисляем
xn+1 = δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn) ,

где
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) ≤ 0} .

Имеет место

Теорема 3. Последовательности (xn) и (yn), порожденные алгоритмом
3, слабо сходятся к некоторой точке z ∈ V I(A,C) ∩ F (S).

4. Заключение
В статье рассмотрен модифицированный субградиентный экстрагради-

ентный метод с динамической регулировкой величины шага для решения
вариационных неравенств с монотонными операторами, действующими в
гильбертовом пространстве [1]. Относительно операторов не предполагае-
тся их липшицевость. Также рассмотрен вариант метода для поиска ре-
шения вариационного неравенства с априорной информацией, описанной в
виде включения в множество неподвижных точек квазинерастягивающего
оператора. Основной теоретический результат — теоремы о слабой сходи-
мости методов.

Работа выполнена при поддержке Государственного фонда фундамен-
тальных исследований Украины (проект № F74/24921) и Министерства
образования и науки Украины (проект № 0116U004777).
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