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Abstract. We consider one integro-differential equation of Volterra
type of 4th order with respect to spatial variables. We prove a priory
estimations in negative norms and further use it for investigation
of well-posedness. Moreover, we provide analogue of Galerkin-type
method and formulate theorems about its convergence.
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Резюме. У роботi розглянуто iнтегро-диференцiальне рiвняння
типу Вольтерра з похiдними 4-го порядку за просторовими змiн-
ними. Доведено апрiорнi оцiнки в негативних нормах, на осно-
вi яких встановлено коректнiсть узагальненої постановки вiдпо-
вiдної початково-крайової задачi. Запропоновано аналог методу
Гальоркiна для знаходження узагальнених розв’язкiв. Наведено
теореми, що гарантують його збiжнiсть.
Ключовi слова: iнтрегро-диференцiальне рiвняння, узагальне-
ний ров’язок, апрiорнi оцiнки, метод Гальоркiна.

1. Вступ

Сучаснi дослiдження у фiзицi, бiологiї, хiмiї та iнших областях науки
часто приводять до розгляду iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Зокрема,
такi рiвняння з’являються при математичному моделюваннi процесiв при
наявностi

”
пам’ятi“ [1, 2, 3]. Наприклад, у монографiї [4] розглянуто новi

математичнi моделi, що зводяться до рiвнянь елiптичного типу. Такi моде-
лi виникають при дослiдженнi електронно-iонних хвиль в холоднiй

”
зама-

гнiченiй“ плазмi, низькочастотних електронних магнiтно-звукових хвиль,
електронних хвиль в холоднiй плазмi у зовнiшньому полi тощо.
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Використання бiльшостi пiдходiв для дослiдження коректностi поста-
новки таких задач вимагає вiдповiдної гладкостi правих частин i не пе-
редбачає, наприклад, наявностi узагальнених функцiй. У таких випадках
виникає потреба розглядати

”
узагальненi“ (у деякому сенсi) постановки i

”
узагальненi“ розв’язки. Багато iдей для реалiзацiї такого пiдходу було за-

пропоновано Ю. I. Петунiним [6]. У 80-х рр. минулого столiття С. I. Ляшко
запропонував дослiджувати якiснi властивостi диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, ґрунтуючись на теорiї оснащених просторiв та методi
апрiорних оцiнок в негативних нормах [7]. Це дозволило доводити теореми
iснування та єдностi узагальнених розв’язкiв для диференцiальних рiвнянь
[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13].

Методика апрiорних оцiнок в негативних нормах виявилася корисною i
при дослiдженнi iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Зокрема, за допомогою
розроблених методiв i прийомiв рiвняння, зазначенi в [4], можна не зводи-
ти до диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних, як це роблять авто-
ри, а дослiджувати безпосередньо. Саме так у роботi [14] було дослiджено
iнтегро-диференцiальнi оператори елiптичного типу, що узагальнюють за-
значенi рiвняння. Далi у роботi [15] — оператори параболiчного типу, а в
роботах [16, 17] — оператори параболiчного типу. Рiвняння з невiд’ємно
визначеними iнтегральними операторами було розглянуто у [18], а в статтi
[19] — рiвняння специфiчного вигляду, ядро якого не є знаковизначеним.

Ми застосуємо iдеї Ю. I. Петунiна i теорiю апрiорних оцiнок в негатив-
них нормах до дослiдження iснування та єдностi узагальнених розв’язкiв
для iнтегро-диференцiального рiвняння 4-го порядку, а також запропонує-
мо аналог методу Гальоркiна для наближеного знаходження узагальненого
розв’язку.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, проведених за грантом Пре-
зидента України за конкурсним проектом F74/24921 Державного фонду
фундаментальних дослiджень.

2. Основнi позначення
Розглянемо цилiндричну область Q = Ω× (0, T ), де Ω ⊂ Rm — обмежена

область в m-вимiрному просторi з гладкою межею ∂Ω, i лiнiйний оператор

Lu =

m∑
i=1

∂2u(x, t)

∂x2i
−
∫ t

0
K (t, τ)

m∑
i=1

∂4u(x, τ)

∂x4i
dτ − u(x, t), (1)

де u(x, t) — функцiя, що описує стан системи в областi Q. Також будемо
розглядати спряжений оператор L∗, який визначається так

L∗u =
m∑
i=1

∂2u(x, t)

∂x2i
−
∫ T

t
K (τ, t)

m∑
i=1

∂4u(x, τ)

∂x4i
dτ − u(x, t).

Нехай K(t, τ) — iнтегроване ядро. Вважатимемо, що воно симетричне та
невiд’ємно визначене, тобто, виконується нерiвнiсть

(Bu, u)L2 =

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
K (t, τ)u (x, t)u (x, τ) dτdtdΩ ≥ 0, u ∈ L2 (Q) ,
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де через B позначено iнтегральний оператор

Bu =

∫ t

0
K (t, τ)u (x, τ) dτ.

Областю визначення операторiв L та L∗ вважаємо простiр нескiнченно
диференцiйовних функцiй, що задовольняють граничнi умови

u|∂Ω = 0, (2)

uxi |∂Ω = 0, i = 1, 2, ...,m. (3)
Цей простiр надалi будемо позначати через C∞.

На просторi C∞ введемо скалярний добуток

(u, v)W+ =

∫
Q
u(x, t)v(x, t)dQ+

m∑
i=1

∫
Q
uxi(x, t)vxi(x, t)dQ+

+

m∑
i=1

∫ t

0
K(t, τ)uxixi (x, τ) vxixi (x, t) dτ dQ.

Зауваження 1. Згiдно з теоремою Мерсера невiд’ємно визначене симе-
тричне ядро можна представити у виглядi ряду

K(t, τ) =
∞∑
k=1

ϕk (t)ϕk (τ) .

Отже, уведений скалярний добуток можна записати у еквiвалентному ви-
глядi

(u, v)W+ =

m∑
i=1

∫
Q
uxi(x, t)vxi(x, t)dQ+

+

m∑
i=1

∞∑
n=1

∫
Ω

(∫ T

0
ϕn(t)uxixi(x, t)dt ·

∫ T

0
ϕn(t)vxixi(x, t)dt

)
dΩ+

+

∫
Q
u(x, t)v(x, t)dQ.

Через W+ позначимо поповнення простору гладких функцiй C∞ за ска-
лярним добутком (·, ·)W+ . Неважко показати, що простiр W+ вкладається
в L2(Q). Через W− позначимо негативний простiр, побудований за W+

вiдносно L2(Q) [20]. Тобто, на W− введено норму

||f ||W− = sup
u∈W+

(f, u)W−×W+

||u||W+

,

де (·, ·)W−×W+ — розширення бiлiнiйної форми (·, ·)L2 з W+ ×W+ за непе-
рервнiстю на W− ×W+.

3. Апрiорнi нерiвностi

Доведемо деякi нерiвностi, що є основними в подальших дослiдженнях.
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Лема 1. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ C∞

виконується нерiвнiсть

c1 ∥u∥W+ ≥ ∥Lu∥W− .

Доведення. Для будь-якої гладкої функцiї v (x, t) маємо

∣∣∣(Lu, v)L2(Q)

∣∣∣ ≤ m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q
uxixi(x, t)v(x, t)dQ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Q
u(x, t)v(x, t)

∣∣∣∣+
+

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q

∫ t

0
K (t, τ)

∂4u (x, τ)

∂x4i
v (x, t) dτdQ

∣∣∣∣ .
Iнтегруючи частинами, маємо

∣∣∣(Lu, v)L2(Q)

∣∣∣ ≤ m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q
uxi(x, t)vxi(x, t)dQ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Q
u(x, t)v(x, t)

∣∣∣∣+
+

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q

∫ t

0
K (t, τ)uxixi (x, t) vxixi (x, t) dτdQ

∣∣∣∣ .
Застосуємо для першого та другого доданкiв нерiвнiсть Кошi-Буняковського

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q
uxi(x, t)vxi(x, t)dQ

∣∣∣∣ ≤ m∑
i=1

(∫
Q
u2xi

(x, t) dQ

∫
Q
v2xi

(x, t) dQ

) 1
2

,

∣∣∣∣∫
Q
u(x, t)v(x, t)

∣∣∣∣ ≤
√∫

Q
|u(x, t)|2dQ

∫
Q
|v(x, t)|2dQ.

А для останнього доданку — нерiвнiсть Кошi-Буняковського для бiлiнiйної
форми з невiд’ємним оператором

(Bu, v)L2(Q) ≤ (Bu, u)
1
2 (Bv, v)

1
2 .

Отримаємо

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
Q

∫ t

0
K (t, τ)uxixi (x, t) vxixi (x, t) dτdQ

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
i=1

(∫
Q

∫ t

0
K (t, τ)uxixi (x, τ)uxixi (x, t) dτdQ

) 1
2

×

×
(∫

Q

∫ t

0
K (t, τ) vxixi (x, τ) vxixi (x, t) dτdQ

) 1
2

.
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Тодi∣∣∣(Lu, v)L2(Q)

∣∣∣ ≤ m∑
i=1

(∫
Q
u2xi

(x, t) dQ

∫
Q
v2xi

(x, t) dQ

) 1
2

+

+
m∑
i=1

(∫
Q

∫ t

0
K (t, τ)uxixi (x, τ)uxixi (x, t) dτdQ

) 1
2

×

×
(∫

Q

∫ t

0
K (t, τ) vxixi (x, τ) vxixi (x, t) dτdQ

) 1
2

+

+

√∫
Q
|u(x, t)|2dQ

∫
Q
|v(x, t)|2dQ.

Звiдки маємо ∣∣∣(Lu, v)L2(Q)

∣∣∣ ≤ c1 ∥u∥W+ ∥v∥W+ .

�

Аналогiчно можна довести таку лему

Лема 2. Iснує така стала c1 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ C∞

виконується нерiвнiсть

c1 ∥u∥W+ ≥ ∥L∗u∥W− .

Зауваження 2. Доведенi нерiвностi дозволяють продовжити оператори L
та L∗ з множини C∞ на весь простiр W+ за неперервнiстю. Збережемо за
розширенням оператора те саме позначення L. Вiдзначимо, що нерiвностi,
вказанi в лемах 1 i 2, будуть справедливi вже для всiх функцiй u ∈W+.

Лема 3. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ W+

виконується нерiвнiсть

∥Lu∥W− ≥ c0 ∥u∥W+ .

Доведення. Спочатку припустимо, що u ∈ C∞ i нехай v (x, t) = −u (x, t) .
Тодi

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q

m∑
i=1

uxixi (x, t) v (x, t) dQ+

∫
Q
u(x, t)v(x, t)dQ−

−
∫
Q

∫ t

0

m∑
i=1

K(t, τ)
∂4u (x, τ)

∂x4i
dτv (x, t) dQ =

=−
∫
Q

m∑
i=1

vxixi (x, t) v (x, t) dQ+

+

∫
Q

∫ t

0

m∑
i=1

K(t, τ)
∂4v (x, τ)

∂x4i
dτv (x, t) dQ+

∫
Q
v2(x, t)dQ.
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Iнтегруючи частинами декiлька разiв та використовуючи формулу Гауса-
Остроградського, отримуємо

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q

m∑
i=1

vxi (x, t) vxi (x, t) dQ+

+

∫
Q

∫ t

0

m∑
i=1

K(t, τ)vxixi (x, τ) dτvxixi (x, t) dQ+

∫
Q
v2(x, t)dQ.

Оскiльки ядро K (t, τ) — невiд’ємно визначене, то згiдно зауваження 1 мо-
жемо записати

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q

m∑
i=1

v2xi
(x, t) dQ+

∫
Q
v2(x, t)dQ+

+

m∑
i=1

∞∑
n=1

∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0
ϕn(τ)vxixi (x, τ) dτϕn(t)vxixi (x, t) dt.

Оцiнимо вираз∫ T

0

∫ t

0
ϕn(τ)vxixi (x, τ) dτϕn(t)vxixi (x, t) dt.

Нехай Φ (t) = ϕn (t) vxixi (x, t), тодi внаслiдок симетричностi пiдiнтеграль-
ного виразу отримаємо∫ T

0

∫ t

0
Φ (τ)Φ (t) dτdt =

∫ T

0

∫ T

τ
Φ(τ)Φ (t) dtdτ =

=
1

2

∫ T

0

∫ T

0
Φ(τ)Φ (t) dτdt =

1

2

(∫ T

0
Φ(t) dt

)2

.

Отже,

(Lu, v)L2(Q) =

∫
Q

m∑
i=1

v2xi
(x, t) dQ+

∫
Q
v2(x, t)dQ+

+
1

2

m∑
i=1

∞∑
n=1

∫
Ω

(∫ T

0
ϕn (t) vxixi (x, t) dt

)2

dΩ =

= ∥v∥2W+ .

Тобто,

∥Lu∥W− = sup
w ̸=0

(Lu,w)
∥w∥W+

≥ (Lu, v)
∥v∥W+

= ∥u∥W+ .

Використовуючи граничний перехiд, отримаємо, що нерiвнiсть, вказана в
умовi леми, виконується для всiх u ∈W+. �

Аналогiчно ми можемо довести таке твердження

Лема 4. Iснує така стала c0 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ W+

виконується нерiвнiсть

∥L∗u∥W− ≥ c0 ∥u∥W+ .
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4. Узагальнена розв’язнiсть
Розглянемо задачу

Lu = F, F ∈W−. (4)
Її розв’язки будемо розумiти в такому сенсi:

Означення 1. Розв’язком задачi (4) з правою частиною F ∈ W− назива-
ємо функцiю u ∈ W+ для якої iснує послiдовнiсть функцiй ui ∈ C∞ така,
що

||u− ui||W+ → 0, ||Lui − F ||W− → 0, i→ ∞.

Означення 2. Сильним розв’язком задачi (4) з правою частиною F ∈W−

називаємо таку функцiю u ∈W+, що

Lu− F = 0

у просторi W−.

Означення 3. Слабким розв’язком задачi (4) з правою частиною F ∈W−

називаємо функцiю u ∈W+ таку, що рiвнiсть

(Lu, v)W+ = (F, v)W+

виконується для довiльних функцiй v ∈W+.

Аналогiчно визначаються розв’язки спряженої задачi

L∗u = F, F ∈W−. (5)
У попередньому пунктi для операторiв L та L∗ доведено нерiвностi{

c−1∥u∥W+ ≤ ∥Lu∥W− ≤ c∥u∥W+ ,
c−1∥v∥W+ ≤ ∥L∗v∥W− ≤ c∥v∥W+ .

(6)

Спираючись на цi оцiнки та на результати роботи [7], сформулюємо те-
ореми узагальненої розв’язностi.

Теорема 1. Означення 1, 2, 3 еквiвалентнi.

Теорема 2. Для довiльного елемента F ∈ W− iснує єдиний розв’язок
задачi (4) в сенсi означень 1–3.

Теорема 3. Нехай u(x, t) — розв’язок задачi (4) з правою частиною
F ∈W− в сенсi означень 1, 2, 3. Тодi має мiсце оцiнка

||u||W+ ≤ c||F ||W− ,

де стала c не залежить вiд F .

Зауваження 3. Аналогiчнi теореми можна сформулювати i для спряженої
задачi (5).

У наступному пунктi запропонуємо аналог методу Гальоркiна для на-
ближеного знаходження узагальненого розв’язку.
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5. Аналог методу Гальоркiна
Побудуємо чисельний метод розв’язання задачi (4). Спочатку припусти-

мо, що права частина F ∈ L2(Q). Будемо шукати наближений розв’язок у
виглядi

un(x, t) =

n∑
j=1

gj(x)wj(t), (7)

де функцiї {gj(x)}∞j=1 утворюють базис у просторi L2(Ω) i належать про-
стору C∞. Функцiї {wj(t)}nj=1 оберемо як розв’язки системи

(Lun, gk)L2(Ω) = (F, gk)L2(Ω), k = 1, 2, ..., n. (8)

Запишемо у явному виглядi лiву частину (8)

(Lun, gk)L2(Ω) =

(
L

n∑
i=1

gjωj , gk

)
L2(Ω)

=
n∑

i=1

(Lgjωj , gk)L2(Ω) . (9)

Пiсля iнтегрування частинами система матиме вигляд
n∑

j=1

(
akjwj(t)− bkj

∫ t

0
K(t, τ)wj(τ) dτ

)
=

∫
Ω
F (x, t)gk(x) dΩ, k = 1, 2..., n,

де

akj = −
∫
Ω

m∑
i=1

(gj(x))xi(gk(x))xidx−
∫
Ω
gj(x)gk(x)dx = −(gk, gj)H1

0 (Ω),

bkj = −
∫
Ω

m∑
i=1

∂4gj(x)

∂x4i
gk(x)

∫ t

0
K(t, τ)dτdx.

Тут

(u, v)H1
0 (Ω) =

∫
Ω
u(x, t)v(x, t) +

m∑
i=1

uxi(x, t)vxi(x, t)dΩ.

Зауваження 4. Правi частини системи (8) належать простору L2[0, T ].

Доведення. Дiйсно, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського маємо(∫
Ω
F (x, t)gk(x) dΩ

)2

≤
∫
Ω
F 2(x, t) dΩ

∫
Ω
g2k(x) dΩ,

а тому∫ T

0

(∫
Ω
F (x, t)gk(x) dΩ

)2

dt ≤
∫ T

0

∫
Ω
F 2(x, t) dΩ

∫
Ω
g2k(x) dΩ dt =

=

∫
Ω
g2k(x) dΩ

∫ T

0

∫
Ω
F 2(x, t) dΩ dt =

∫
Ω
g2k(x) dΩ

∫
Q
F 2(x, t) dQ <∞.

�

Лема 5. Система (8) має розв’язок.
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Доведення. Як вiдомо, визначник Грамма det∥aij∥ ̸= 0, а тому систему (8)
можна розв’язати вiдносно функцiй wj(t), що не стоять пiд iнтегралом.
Тобто, звести до вигляду

wk(t)−
n∑

j=1

∫ t

0
Kkj(t, τ)wj(τ) dτ = fk(t), k = 1, 2, ..., n.

Згiдно [22] така система має єдиний розв’зок. �
Лема 6. Справедлива нерiвнiсть

∥un∥W+ ≤ ∥F∥L2(Q).

Доведення. Домножимо рiвняння системи (8) на wk(t) вiдповiдно, додамо
всi рiвняння i проiнтегруємо за змiнною t вiд 0 до T . Отримаємо

(Lun, un)L2(Q) = (F, un)L2(Q). (10)

Далi маємо

(Lun, un) =((∆− E −∆2B)un, un) =

=(∆un, un)L2(Q) − (un, un)L2(Q) − (B∆2un, un)L2(Q).

Iнтегруючи частинами маємо

−
m∑
i=1

((un)xi , (un)xi)L2(Q) − ∥un∥L2(Q) − (B∆un, un)L2(Q) = −∥un∥2W+ .

I нарештi застосуємо нерiвнiсть Кошi-Буняковського

∥un∥2W+ = |(F, un)L2(Q)| ≤ ∥F∥L2(Q) · ∥un∥L2(Q) ≤ ∥F∥L2(Q) · ∥un∥W+ .

Пiсля скорочення в останнiй нерiвностi отримаємо твердження леми. �
Наступнi твердження доводяться аналогiчно подiбним результатам робiт

[7, 18].

Теорема 4. Якщо права частина F задачi (4) належить простору L2(Q),
то послiдовнiсть (7) слабко збiгається до розв’язку задачi (4) у просторi
W+.

Теорема 5. Нехай вкладення W+ ⊆ L2(Q) компактне. Якщо права ча-
стина F задачi (4) належить простору L2(Q), то послiдовнiсть (7) збi-
гається за нормою до розв’язку задачi (4) у просторi L2(Q).

Теорема 6. Якщо права частина F задачi (4) належить простору L2(Q),
то послiдовнiсть (7) збiгається за нормою до розв’язку задачi (4) у про-
сторi W+. При цьому ∥Lun − F∥W− → 0.

Розглянемо тепер випадок, коли права частина є елементом негативного
простору F ∈ W−. Оскiльки пристiр L2(Q) щiльний в W−, то iснує послi-
довнiсть Fm ∈ L2(Q) така, що ∥Fm−F∥W− → 0, m→ ∞. Згiдно з теоремою
(6) для кожного Fm iснує послiдовнiсть ui,m така, що для кожного m по-
слiдовнiсть ui,m збiгається до розв’язку задачi Lu = Fm, який позначимо
через u(m), при i→ ∞, i при цьому ∥Lui,m −Fm∥W− → 0. Позначимо через
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εn > 0 послiдовнiсть дiйсних чисел, що прямує до нуля. Тодi для кожно-
го m можна знайти таке s(m), що ∥Lus(m),m − Fm∥W− < εm. Справедлива
така теорема

Теорема 7. Якщо права частина F задачi (4) належить простору W−,
то для довiльного числа s(m) такого, що ∥Lus(m),m − Fm∥W− < εm, яке
обов’язково iснує, послiдовнiсть наближень us(m),m збiгається за нормою
до розв’язку задачi (4) у просторi W+.
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