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Abstract. This article offers an approach to humidity control in
porous media. The main problems and some ideas to solve them are
represented. The basic problem for the research is humidity regulati-
on in an area of ground, described by Richards-Klute equation. The
optimization problem is to minimize the difference between a reached
state and a desired state. The mathematical model is developed wi-
th a number of simplifications: moisture incompressibility, constant
external pressure an isothermal requirements.
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Анотацiя. У статтi пропонується пiдхiд до розв’язання задачi
керування вологiстю у пористому середовищi за допомогою то-
чкових джерел. Наведено основнi проблеми та iдеї щодо їх вирi-
шення. У якостi базової задачi розглядається зволоження областi
грунту, що описується рiвнянням Рiчардса-Клюта. Оптимiзацiй-
на задача ставиться як мiнiмiзацiя рiзницi мiж станом, отрима-
ним у результатi керування, та бажаним станом. Математична
модель включає ряд спрощень: нестискуванiсть рiдини, постiй-
ний зовнiшнiй тиск та постiйна температура середовища.
Ключовi слова: управлiння, оптимiзацiя, рiвняння Рiчардса-
Клюта.

Вступ

Закон Дарсi та рiвняння Рiчардса є базовими для математичних моде-
лей проникнення води крiзь пористi середовища [1]. Зазвичай при розробцi
математичної моделi мають мiсце деякi додатковi припущення — нестиску-
ванiсть рiдини, постiйнiй зовнiшнiй тиск та постiйна температура. Теорiя
моделювання руху рiдини у пористому середовищi є досить розвиненою.
Аналiтичнi результати моделювання вологостi у пористому середовищi при
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наявностi кiлькох точкових джерел отримано у [2]. Також там запропоно-
вано метод переходу до лiнеаризованого рiвняння при виконаннi умов, на-
кладених на початкове нелiнiйне рiвняння. Для дослiдження нелiнiйного
диференцiального рiвняння можна використати [3], де наведено алгоритми
знаходження наближеного розв’язку. Постановка прямої задачi моделю-
вання залежить вiд пiдходу [4, 5], що обирається для конкретної задачi.
Емпiричнi моделi та їх перевiрка на реальних задачах для кiлькох типiв
середовища наведено у [6].

Якщо рiвняння вдалось сформулювати або звести до лiнiйного вигляду,
можна перейти до iтерацiйних методiв розв’язку [7,8], якi використовують
просторову та часову дискретизацiю, дослiджену у [9–11] для рiвняння Рi-
чардса.

На вiдмiну вiд вищезгаданих задач задача оптимального керування iн-
тенсивнiстю точкових джерел є дослiдженою не повнiстю. Для лiнiйних
рiвнянь та деяких типiв нелiнiйних рiвнянь iснування та єдинiсть розв’яз-
ку задачi оптимального керування проаналiзовано у роботах [12–15]. У на-
шому дослiдженнi використовується триетапний метод знаходження опти-
мальної iнтенсивностi джерела, наведений у [14]. Для побудови спряженого
рiвняння використовується теорiя спряжених операторiв, наведена у [16–
20].

Отже, дана робота є спробою поєднати перехiд вiд початкової постанов-
ки задачi до лiнiйного рiвняння та знаходження оптимального керування
потужнiстю джерела у пористому середовищi.

1. Опис процесу та математична модель
Запишемо математичну модель процесу у загальному виглядi [1]

∂ν

∂t
= div(KgradΨ)− ∂K

∂z
.

У цiй формулi Ψ — гiдравлiчний потенцiал рiдини,K — водопроникнiсть,
ν — вологiсть середовища, t — час, z — вертикальна просторова коорди-
ната, взята позитивною знизу догори. Це рiвняння може бути застосоване
як до однорiдного, так i до неоднорiдного середовища. Якщо K та Ψ зале-
жать тiльки вiд ν, то можемо переписати це рiвняння, ввiвши дифузiйнiсть

D(ν) = K(ν)
dΨ

dν
у виглядi

∂ν

∂t
= div (D grad ν)− dK

dν

∂ν

∂z
.

Оскiльки функцiї K(ν), Ψ(ν), D(ν) є зазвичай нелiнiйними, зручно ввести
потенцiал Кiрхгофа

Θ =

ν∫
ν1

D(ν)dν.

Тодi рiвняння можна переписати як
1

D (ν)

∂Θ

∂t
= div gradΘ− 1

K(ν)

dK

dν

∂ν

∂z
.
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2. Перехiд до лiнiйної постановки задачi
У основу нашого пiдходу покладемо результати Новосельського [2], у

яких дослiджується змiна вологостi грунту при дiї зосереджених джерел.
Розглянемо задачу крапельного зволоження грунту

∂ω

∂t
=

∂

∂x

[
Kx(ω)

∂H

∂x

]
+

∂

∂y

[
Ky(ω)

∂H

∂y

]
+

∂

∂z

[
Kz(ω)

∂H

∂z

]
+

+

N∑
j=1

Qj(t)δ(x− xj)δ(z − zj)− I(ω, x, y, z, t),

(x, y, z, t) ∈ Ω0 × (0,∞),

z = z0,Kz(ω)−Dz(ω)
∂ω

∂z
= ε(x, y, t),

z → ±∞
,

ω(x, y, z, t) = ω0 = const, (x, y, z, t) ∈ Γ0 × [0,∞),

x, y → ±∞,
∂ω

∂x
=
∂ω

∂y
= 0,

ω(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Ω,

де I — iнтенсивнiсть поглинання вологи корiнням, H = Ψ(ω)−z — напор, ε
— iнтенсивнiсть випаровування, Dz(ω) = Kz(ω)dψ/dω — коефiцiєнт дифу-
зiйностi вздовж вiсi z, Ω0 = [(x, z) : −∞ < x, z <∞], z = z0 — площина, що
спiвпадає з поверхнею грунту, Γ0 — границя областi Ω0. Наслiдуючи [17],
приймемо Kx(ω) = k1k(ω),Ky(ω) = k2k(ω),Kz(ω) = k3k(ω), де k1, k2, k3 —
коефiцiєнти фiльтрацiї вздовж головних вiсей Ox,Oy,Oz, k(ω) — функцiя
вологостi грунту. Також введемо ξ = β1x, η = β2y, ς = β3z, τ = αt, β3 = 0.5ℓ,

β1 =

√
k3
k1
β3, β2 =

√
k3
k1
β3, α = ⟨Dz⟩β22 .

Потенцiал Кiрхгофа має вигляд

Θ =
4π

√
k1k2

Q∗k3β3

ω∫
ω0

Dz(ω)dω,

Тодi запишемо лiнеаризовану постановку задачi

LΘ =
∂Θ

∂τ
−∆Θ+2

∂Θ

∂ς
= −λ1g(τ)Θ−λ2f(ξ, η, ς, τ)+4π

N∑
j=1

qj(τ)δ(ξ−ξj)δ(ζ−ζj),

(ξ, η, ς, τ) ∈ Ω× (0,∞),

ς = ς0,Θ− 0.5
∂Ω

∂ς
= ε0(ξ, η, τ) + k̃0,

ς → ∞,Θ = 0, ξ, η → ±∞,
∂Θ

∂ξ
=
∂Θ

∂η
= 0,

(ξ, η, ς, τ) ∈ Γ× [0,∞).
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Початковi умови мають вигляд

Θ(ξ, η, τ, 0) = φ1(ξ, η, ς), (ξ, η, ς) ∈ Ω,

де ε0 =
2π

√
k1k2ε

k3β23Q
∗ , k̃0 =

2π
√
k1k2Kz(ω0)

k3β23Q
∗ , qj =

Qj

Q∗ , Q∗ — векторний пара-

метричний масштабний множник, Ω,Γ — безрозмiрнi аналоги Ω0,Γ0, λ1 =
λ2ϵ[0, 1], ⟨Dz⟩ — середнє значення Dz(ω), φ1 = Θ(φ), g(τ) вводяться в умо-
вах переходу. Якщо ω0 = ωc, ωc — вмiст супутньої вологи, то k̃0 = 0. Для
здiйснення такого переходу у [2] вимагається виконання наступних умов:

– зв’язок мiж Θ(ω) та Kz(ω) лiнiйний: D−1
z (ω)

dKx(ω)

dω
= ℓ = const;

– при λ2 = 0, λ1 = 1 I є функцiєю вiд ω, t такою, що

D−1
z (ω)

∂I1(ω, t)

∂ω
= g(τ), I1(ω, t) =

4π
√
k1k2

k3β33Q
∗ I(ω,

τ

α
),

де g(τ) — функцiя врахування всмоктування рослинами;
– при λ2 = 1, λ1 = 0 I є функцiєю, залежною вiд просторових коор-

динат та часу: f(ξ, η, ς, τ) = 4π
√
k1k2

k3β3
3Q

∗ I

(
ξ

β1
,
η

β1
, ς
β1
, τα

)
;

– лiнеаризуємо рiвняння вологопересносу замiною

∂ω

∂t
=

k3β3Q
∗

4π
√
k1k2

1

Dz(ω)

∂Θ

∂t
≃ k3β

3
3Q

∗

4π
√
k1k2

∂Θ

∂τ
.

Даний пiдхiд дає гарне наближення для нелiнiйних задач переносу во-
логи [2].

3. Управлiння та оптимiзацiя

Перейдемо до постановки задачi керування. Введемо позначення анало-
гiчно [14] та скористаємось теоретичною базою щодо єдиностi розв’язку
для нашої задачi.

Нехай rβ — точки розташування джерел невiдомої потужностi qβ(t). Ви-
мiри концентрацiї рiдини ϕ(z, t) вважаємо заданими у виглядi неперервної
функцiї. Потрiбно знайти qβ(t), β = 1, p з умови мiнiмiзацiї рiзницi мiж ба-
жаним значенням вологостi φ(z, t) та фактичними показниками датчикiв
u(z, t).

Нехай оптимальне управлiння належить до Гiльбертового простору зi
скалярним добутком

⟨X,Y ⟩ =
p∑

β=1

T∫
0

xβ(t)yβ(t)dt.

Позначимо

Jα(Q) =

m∑
m=1

T∫
0

∫
Ω

(ϕ(t)− u(t, x)dx)2dt+ α∥Q∥2,
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де α > 0 — параметр регуляризацiї похибки вимiрювання. Тодi задача
оптимального управлiння має вигляд

Jα(Q
∗) = min

Q∈H
Jα(Q).

Iтерацiйний алгоритм, запропонований у [14], має вигляд:

– розв’язати пряму задачу

∂u(k)

∂τ
+ Lu(k) = f (k), 0 < t ≤ T, u(k)(0) = g(x);

– розв’язати спряжену задачу

−∂ψ
(k)

∂τ
− L∗u(k) = 2(u(k) − ϕ(t)), 0 < t ≤ T, ψ(k)(T ) = 0;

– визначити нове наближення оптимальної потужностi

Q(k+1) −Q(k)

τk+1
+Ψ(k) + αQ(k) = 0, k = 0, 1, . . . .

Отже, задачу керування вологiстю вдалося звести до кiлькох пiдзадач
— прямої задачi, спряженої задачi та iтерацiйного переходу, у результатi
чого стала можливою параметризацiя та спрощення.

4. Модельна задача

Нехай задано суху область з точковим джерелом води фiксованої iнтен-
сивностi. Бажану вологiсть задано у виглядi неперервної функцiї. Задача
оптимiзацiї полягає у знаходженнi iнтенсивностi, яка б забезпечувала ма-
ксимально схожу вологiсть у кiнцевий момент часу.

Дослiджується одновимiрна задача вигляду

LΘ =
∂Θ

∂τ
− ∂2Θ

∂Θ
+ 2

∂Θ

∂ς
= −f(ξ, τ) + 4πqj(τ)δ (ζ − ζj) .

Коефiцiєнти водопроникностi за всiма осями взятi рiвними 0.1, на ни-
жнiй границi областi пiдтримується нульова вологiсть, перетворення Кiрх-
гофа запишемо у виглядi

Θ =
4π

√
k1k2

Q∗k3β3

(
−2 + 2 exp0.5ω

)
.

Дискретизацiя за часом вiдбувається з десятьма кроками, а за простором
— h = 1

100 . Запишемо неявну рiзницеву схему для досягнення збiжностi

Θn
i −Θn−1

i

τ̃
−

Θn
i+1 − 2Θn

i +Θn
i−1

h2
+

+ 2
Θn

i+1 −Θn
i

h
= −fn(ζi, τ) + 4πq1(τ)δ (ζi − ζ1) .
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Застосувавши метод прогонки Θn
i−1 = αn

i Θ
n
i + βni , рiвняння зводимо до

вигляду

Θn
i =

τ̃ − 2hτ̃

h2 + 2τ̃ − 2hτ̃ − τ̃αn
i

Θn
i+1+

+
h2Θn−1

i + τ̃βni − fn(ζi, τ) + 4πq1(τ)δ(ζi − ζ1)

h2 + 2τ̃ − 2hτ̃ − τ̃αn
i

.

У результатi значення Θ можна знайти з початкових та крайових умов,
але вони залежать вiд q1. Спряжену задачу розв’язуємо аналогiчним чи-
ном, але похiдна обчислюється у зворотньому напрямку, щоб використати
кiнцеву умову рiвностi нулю.

Оптимальну потужнiсть знаходимо як розв’язок задачi оптимiзацiї у кiн-
цевий момент часу

min
q1

(
N∑
i=1

(Θ(ζi; q1)− ϕ(ζi))
2 + αq21

)
.

Оскiльки Θ ≥ 0, за наближений розв’язок можна взяти значення по-
хiдної мiнiмiзацiйного функцiоналу та прирiвняти до нуля. Знаючи його,
можна iтеративно виконати третiй етап методу.

Введемо позначення x =
ζi
h
. Бажану функцiю вологостi задамо у виглядi

ϕ(x) =

{
0.2, 1 ≤ x ≤ 10;

ϕ(x) = 0, x > 10

для областi у виглядi вiдрiзка x = 1..100. Для цiєї функцiї отримано cереднє
лiнiйне вiдхилення 0.5895 (Рис. 1). Замiнимо функцiю вологостi на

ϕ(x) =

{
0.1− 0.0005x, 1 ≤ x ≤ 40;
ϕ(x) = 0, x > 40.

Для цiєї функцiї отримано бiльш точний результат — вiдхилення складає
0.0947 (Рис. 2).

Рис. 1 та 2.
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Далi задамо функцiю вологостi на всiй областi

ϕ(x) =

{
0.1− 0.001x, , 1 ≤ x ≤ 100;
ϕ(x) = 0, x > 100.

Для цiєї функцiї вiдхилення складає 0.6353 (Рис. 3).

Рис. 3.

Отже, щоб пiдвищити точнiсть алгоритму, необхiдно врахувати фiзичнi
особливостi грунту при виборi бажаної функцiї.

5. Висновки

Запропонований алгоритм iдентифiкацiї оптимальної потужностi дже-
рела дає можливiсть з високою точнiстю розв’язати ряд нелiнiйних задач,
для яких виконуються умови переходу. Пiдхiд базується на перетвореннi
Кiрхгофа та легко застосовується. Бажана функцiя має враховувати фiзи-
чнi особливостi середовища для пiдвищення точностi методу. Вiд розв’язку
лiнеаризованої та масштабованої задачi можна перейти до показникiв во-
логостi в останнiй момент часу.
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