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Анотацiя. У роботi проведено подвiйне укрупнення фазового
простору станiв для стохастичної еволюцiйної системи з iмпуль-
сним збуренням у схемi пуассонової апроксимацiї.
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Вступ
Актуальною проблемою сучасної теорiї систем є розвиток математично

обґрунтованих методiв побудови спрощених моделей, аналiз яких не ви-
кликає значних труднощiв, в яких характеристики можуть бути прийнятi
за вiдповiднi характеристики реальних моделей.

Iдеї вивчення властивостей складних систем на основi дослiдження вла-
стивостей їх частин з подальшим переходом до загальної системи є основою
багатьох методiв системного аналiзу. Вперше алгоритм фазового укрупне-
ння станiв системи запропонували i описали у роботi [1] В. С. Королюк
та А. Ф. Турбiн. Аналiз укрупненої системи значно спрощується, але, ра-
зом з тим, при вдалому розщепленнi фазового простору основнi характе-
ристики спрощеної системи можуть досить точно вiдображати вiдповiднi
характеристики вихiдної. У свою чергу, близькiсть реальної i укрупненої
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систем означає i близькiсть глобальних характеристик, що визначаються на
зростаючих iнтервалах часу. Важливою властивiстю алгоритмiв фазового
укрупнення є можливiсть побудови iєрархiї укрупнених систем Випадкова
еволюцiя у виглядi диференцiального рiвняння зi стохастичними додан-
ками використовується для опису широкого класу природних процесiв у
багатьох галузях науки. Виключно важливим випадком є дослiдження по-
ведiнки подiбних еволюцiйних систем у випадковому середовищi. Вивчен-
ню таких систем присвячено велику кiлькiсть робiт видатних вчених, серед
них А. В. Скороход, М. Й. Гiхман, М. М. Боголюбов та iншi. Детальну бi-
блiографiю з цiєї проблематики можна знайти, наприклад, у монографiях
В. С. Королюка [2, 3]. Особливу увагу варто звернути на роботи [4–7], у
яких започатковано пiдходи, використанi у данiй статтi, зокрема i до до-
слiдження стiйкостi еволюцiйної системи з дифузiйним збуренням.

Дану працю присвячено випадку, коли збурення системи визначаються
iмпульсним процесом у схемi пуассонової апроксимацiї. У роботi проведено
подвiйне фазове укрупнення простору станiв таких еволюцiйних моделей.

1. Постановка задачi
Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

duε(t) = C(uε(t), xt/ε
3
)dt+ dηε(t), uε(t) ∈ R, (1)

яке визначає еволюцiйну систему в ергодичному марковському середовищi.
Марковський процес xε(t), t ≥ 0 є визначеним на стандартному фазовому
просторi (E,E ) з розщепленням

E =

N∪
k=1

Ek, Ek ∩ Ek′ = ∅, k ̸= k′

у схемi серiй з малим параметром серiї ε→ 0, ε > 0.
Марковське ядро має вигляд

Qε(x,B, t) = P ε(x,B)[1− exp{−q(x)t}], x ∈ E, B ∈ E , t ≥ 0.

Нехай також виконуються умови:
МЕ1: Ядро, що описує перехiднi iмовiрностi вкладеного ланцюга Маркова
xεn, n ≥ 0 має наступне представлення

P ε(x,B) = P (x,B) + εP1(x,B).

Стохастичне ядро P (x,B) на розщепленому фазовому просторi визнача-
ється так

P (x,Ek) = 1k(x) =

{
1, x ∈ Ek,
0, x ̸∈ Ek.

Стохастичне ядро P (x,B) визначає супроводжуючий ланцюг Маркова
xn, n ≥ 0 на класах Ek, 1 ≤ k ≤ N . Крiм того, збурююче ядро P1(x,B)
задовольняє умовi

P1(x,E) = 0,

що є прямим наслiдком рiвностi

P ε(x,E) = P (x,E) = 1.
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МЕ2: Асоцiйований марковський процес x0(t), t ≥ 0, заданий генератором

Qφ(x)

∫
E

P (x, dy)[φ(y)− φ(x)],

є рiвномiрно ергодичним на кожному з класiв Ek, 1 ≤ k ≤ N , зi стацiонар-
ними розподiлами πk(dx), 1 ≤ k ≤ N , якi задовольняють спiввiдношенню

πk(dx)q(x) = qkρk(dx), qk :=

∫
Ek

πk(dx)q(x).

МЕ3: Усередненi iмовiрностi виходу

p̂k := q(x)

∫
Ek

ρk(dx)P1(x,E/Ek) > 0, 1 ≤ k ≤ N.

Отже, збурююче ядро P1(x,B) визначає перехiднi iмовiрностi мiж кла-
сами Ek, 1 ≤ k ≤ N . Рiвнiсть

P ε(x,B) = P (x,B) + εP1(x,B)

означає, що вкладений ланцюг Маркова xεn, n ≥ 0 проводить великий про-
мiжок часу в кожному з класiв Ek та перестрибує мiж класами з малими
ймовiрностями εP1(x,E/Ek).

За умов МЕ1–МЕ3 має мiсце слабка збiжнiсть [3]

ν(xε(t)) ⇒ x̂(t), ε→ 0, ν(x) = k ∈ Ê = {1, ..., N}, x ∈ Ek, 1 ≤ k ≤ N.

Граничний марковський процес x̂(t), t ≥ 0 на укрупненому фазовому про-
сторi Ê = {1, ..., N} визначається генеруючою матрицею

Q̂1 = (q̂kr, 1 ≤ k, r ≤ N),

де
q̂kr = q̂kp̂kr, k ̸= r, q̂k = qkp̂k, 1 ≤ k ≤ N,

p̂kr = pkr/p̂k, pkr =

∫
Ek

ρk(dx)P1(x,Er), 1 ≤ k, r ≤ N, k ̸= r,

p̂k = −
∫
Ek

ρk(dx)P1(x,Ek).

МЕ4: Укрупнений марковський процес x̂(t), t ≥ 0 є ергодичним зi стацiо-
нарним розподiлом π̂ = (πk, k ∈ Ê).

Отже, оператор Qε можна подати у виглядi

Qε = Q+ εQ1, Q1(x) = q(x)

∫
E

P1(x, dy)φ(y).

Узагальнення такого пiдходу можна знайти у [8], де оператор Qε = Q+
εQ1

Q(x) = q(x)

∫
E

P (x, dy)[φ(y)− φ(x)], Q1(x) = q1(x)

∫
E

P1(x, dy)φ(y).
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Нехай Π — проектор на нуль-пiдпростiр зведено-оборотного оператора Q.
Його дiя на тест-функцiї визначається так

Πφ(x) =

N∑
k=1

φ̂k1k(x), φ̂k :=

∫
Ek

πk(dx)φ(dx).

Зведений оператор Q̂1 визначимо за допомогою спiввiдношення

Q̂1Π = ΠQ1Π.

Нехай Π̂ — проектор на нуль-пiдпростiр зведено-оборотного оператора
Q̂1

Π̂φ̂ := q(x)
∑
k∈E

π̂kφ̂k.

Потенцiальна матриця R̂0 = [R̂0
kj ; 1 ≤ k, l ≤ N ] визначається спiввiдно-

шеннями
Q̂1R̂0 = R̂0Q̂1 = Π̂− E.

2. Iмпульсний процес збурень

Iмпульсний процес збурень ηε(t), t ≥ 0 у схемi пуассонової апроксимацiї
задається спiввiдношенням

ηε(t) =

t∫
0

ηε(ds, x(s/ε2)), (2)

де сукупнiсть процесiв з незалежними приростами ηε(t, x), t ≥ 0, x ∈ X
визначається генераторами

Γϵ(x)φ(w) = ε−2

∫
R

(φ(w + v)− φ(w))Γε(dv, x), x ∈ X (3)

та задовольняє умовам пуассонової апроксимацiї
P1. Апроксимацiя середнiх∫

R

vΓε(dv, x) = ε(a(x) + θa(x)), θa(x) → 0, ε→ 0,

та ∫
R

v2Γε(dv, x) = ε(b(x) + θb(x)), θb(x) → 0, ε→ 0;

P2. Умова на функцiю розподiлу∫
R

g(v)Γε(dv, x) = ε2(Γg(x) + θg(x)), θg(x) → 0, ε→ 0;
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для всiх g(v) ∈ C2(R). Тут мiра Γg(x) обмежена для всiх g(v) ∈ C2(R) i
визначається спiввiдношенням

Γg(x) =

∫
R

g(v)Γ0(dv, x), g(v) ∈ C3(R);

P3. Рiвномiрна квадратична iнтегровнiсть

sup lim
c→∞

∫
|v|>c

v2Γ0(dv, x) = 0;

P4. Вiдсутнiсть дифузiйної складової

b(x) =

∫
R

v2Γ0(dv, x).

Введемо позначення:

Γ1(x)φ(w) = a(x)φ′(w) +

∫
R

[φ(w + v)− φ(v)− vφ′(w)]Γ0(dv, x).

Розглянемо асимптотичнi властивостi процесу збурення.

Теорема 1. При виконаннi умов P1–P4 для iмпульсного процесу збурень
має мiсце слабка збiжнiсть у розумiннi збiжностi вiдповiдних генерато-
рiв

ηε(t) → η0(t), ε→ 0.

Граничний процес η0(t) визначається генератором

ˆ̂
Γφ(w) = Π̂Γ̂1(x)φ(w) = ˆ̂aφ′(w) +

∫
R

[φ(w + v)− φ(w)]
ˆ̂
Γ0(dv),

де
ˆ̂a =

∑
k∈Ê

π̂k

∫
Ek

π(dx)(a(x)),

ˆ̂
Γ0(v) =

∑
k∈Ê

π̂k

∫
Êk

π(dx)Γ0(v, x),

i є процесом з незалежними приростами, який має детермiнований зсув
та пуассонову стрибкову частину.

Перед безпосереднiм доведенням теореми 1 встановимо деякi допомiжнi
твердження.

Лема 1. Генератори процесiв з незалежними приростами ηε(t, x), t ≥ 0,
x ∈ X, на тест-функцiях φ(w) ∈ C2(R) при виконаннi умов пуассонової
апроксимацiї P1–P4 допускають асимптотичне представлення

Γε(x)φ(w) = Γ1(x)φ(w) + γε(x)φ(w), (4)
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де

Γ1(x)φ(w) = a(x)φ′(w) +

∫
R

[φ(w + v)− φ(w)− vφ′(w)]Γ0(dv, x),

а залишковий член ∥γε(x)φ(w)∥ → 0 при ε→ 0, φ(w, ·) ∈ C2(R).

Доведення. Використовуючи розклад функцiї φ(w) у ряд Тейлора, прове-
демо перетворення генератора (3)

Γε(x)φ(w) = ε−1

∫
R

(φ(w + v)− φ(v))Γε(dv, x) =

= ε−1

∫
R

(φ(w + v)− φ(v)− vφ′(w)− 1

2
v2φ′′(w))Γε(dv, x)+

+ε−1

∫
R

(vφ′(w)Γε(dv, x) +
1

2
v2ε−1

∫
R

v2φ′′(w)Γε(dv, x) =

=

∫
R

(φ(u+ v)− φ(w)− vφ′(w)− 1

2
v2φ′′(w))Γ0(dv, x)+

+a(x)φ′(w) + +
1

2
b(x)φ′′(w) + γε(x)φ(w) =

=

∫
R

(φ(w + v)− φ(w)− vφ′(w))Γ0(dv, x) + a(x)φ′(w) + γε(w)φ(w),

де передостання рiвнiсть випливає з умов P1–P3 (зауважимо, що функцiя
φ(w + v)− φ(w)− vφ′(w)− 1

2v
2φ′′(w) ∈ C2(R), оскiльки вона обмежена на

пiдставi обмеженостi φ(w) разом з її похiдними i

[φ(w + v)− φ(w)− vφ′(w)− 1

2
v2φ′′(w)]/|v|2 → 0

при |v| → 0).
Врахувавши, що γε(w)φ(w) = O(ε2), φ(w) ∈ C2(R), отримаємо представ-

лення (4). Лему 1 доведено. �
Лема 2. Генератор двокомпонентного марковського процесу (ηε, x(t/ε2)),
t ≥ 0 має вигляд

Γ̂ε(x)φ(w, x) = ε−2Qφ(w, x) + Γ1(x)φ(w, x) + γε(x)φ(w, x), (5)

де оператор Γ1(x) визначено у лемi 1, а залишковий член ∥γε(x)φ(w, x)∥ →
0 при ε→ 0, φ(w, ·) ∈ C2(R).

Доведення. Твердження леми стає очевидним, якщо використати означе-
ння генератора марковського процесу та вигляд вiдповiдних генераторiв
процесiв ηε(t, x) i x(t/ε2). �

Зрiзаний оператор має структуру

Lε(x)φ(w, u, x) = ε−2Qεφ(u,w, x) + Γ1(x)φ(u,w, x). (6)
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Лема 3. Розв’язок задачi сингулярного збурення для зрiзаного оператора
(6) на тест-функцiях

φε(u,w, x) = φ(u,w) + εφ1(u,w, x) + ε2φ2(u,w, x)

реалiзується спiввiдношенням

Γε
0(x)φ

ε(u, x) =
ˆ̂
Lφ(u) + εθεη(x)φ(u), (7)

де залишковий член рiвномiрно обмежений по x.
Граничний оператор визначається формулою

ˆ̂
L = Π̂Γ̂1Π̂. (8)

Доведення. Обчислимо

(ε−2Q+ ε−1Q1 + Γ1)(φ+ εφ1 + ε2φ2) =

= ε−2Qφ+ ε−1(Qφ1 +Q1φ) + (Qφ2 +Q1φ1 + Γ1φ) + o(ε).

Звiдси отримуємо три спiввiдношення

Qφ = 0; (9)

Qφ1 +Q1φ = 0; (10)

Qφ2 +Q1φ1 + Γ1φ =
ˆ̂
Lφ. (11)

Далi встановимо вигляд ˆ̂
L.

З (9) випливає, що φ ∈ NQ.
З (10) та з умови розв’язностi матимемо

ΠQ1Πφ = 0,

оскiльки φ ∈ NQ.
Позначимо

ΠQ1 = Q̂1, Πφ = φ̂.

Тодi
Q̂1φ̂ = 0,

звiдки
φ̂ ∈ NQ̂1

.

Розглянемо (11). З умови розв’язностi для Q матимемо

ΠQ1Πφ1 +ΠΓ1Πφ = Π
ˆ̂
LΠφ, (12)

звiдки
Q̂1φ̂1 + Γ̂1φ̂ =

ˆ̂
Lφ.

З умови розв’язностi для φ̂2

Π̂Γ̂1Π̂φ =
ˆ̂
L ˆ̂φ,

звiдки
ˆ̂
L = Π̂Γ̂1Π̂,

φ̂1 = R̂0[Γ̂1 − ˆ̂
L]φ̂,
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φ̂2 = R0[Q1φ1 + Γ1φ− ˆ̂
Lφ].

Обмеженiсть θεη(x)φ(w) випливає з вигляду операторiв Γ1 та R0. �
Завершення доведення теореми здiйснюється з використанням леми 3 i

теореми 4.2 з [3].

3. Поведiнка динамiчної системи
Дослiдимо асимптотичнi властивостi вихiдної еволюцiйної системи (1).

Теорема 2. При виконаннi умов Р1–Р4 справедлива слабка збiжнiсть

(uε(t), ηε(t)) ⇒ (ˆ̂u(t), η0(t)), ε→ 0.

Граничний процес (ˆ̂u(t), η0(t)) визначається генератором

Lφ(u,w) =
ˆ̂
C(u)φ′

u(u,w) +
ˆ̂
Γwφ(·, w), (13)

де
ˆ̂
C(u) = ΠC(x) =

∑
k∈Ê

πk

∫
Êk

π(dx)C(u, x),

а генератор ˆ̂
Γw, визначений в теоремi 1, дiє за змiнною w.

Зауваження 1. Слабка збiжнiсть процесiв uε(t) ⇒ ˆ̂u(t), ε → 0 буде ви-
пливати зi збiжностi вiдповiдних генераторiв за умови компактностi до-
граничної сукупностi процесiв uε(t). Вiдповiднi теореми про компактнiсть
процесiв з незалежними приростами в схемi апроксимацiї Левi було дове-
дено, зокрема в [4].

Доведення теореми 2. Має мiсце

Лема 4. Генератор трикомпонентного марковського процесу
(uε(t), ηε(t), xε(t/ε2)), t ≥ 0, має представлення

Lε(x)φ(u,w, x) = ε−2Qεφ(u,w, x) + εΓε
u(x)φ(u, ·, x) + Γε

w(x)φ(·, w, x)+
+C(x)φ(u,w, x) + θεw(x)φ(u,w, x), (14)

де Γε
· (x)—генератор сукупностi IПЗ (3),

C(x)φ(u,w, x) = C(u, x)φ′
u(u,w, x).

Залишковий член ∥θεw(x)φ(u,w, x)∥ → 0 при ε→ 0.

Доведення леми можна знайти в [7].

Лема 5. Генератор Lε(x) у випадку iмпульсного процесу збурень допускає
асимптотичне представлення

Lε(x)φ(u,w, x) = ε−2Qεφ(u,w, x) + εΓu
1(x)φ(u,w, x)+

+Γw
1 (x)φ(u,w, x) +C(x)φ(u,w, x) + θ̂εwφ(u,w, x), (15)

де
θ̂εw(x) = γε + θεw(x),

Γ·
1(x) визначено у лемi 1. Залишковий член ∥θ̂εw(x)φ(u,w, x)∥ → 0, ε→ 0.
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Доведення здiйснюється з допомогою представлення оператора (5) та
результатiв леми 4.

Зрiзаний оператор має вигляд:

Lε
0(x)φ(u,w, x) = ε−2Qεφ(u,w, x) + Γw

1 (x)φ(u,w, x) +C(x)φ(u,w, x). (16)

Лема 6. Розв’язання проблеми сингулярного збурення для зрiзаного опе-
ратора (16) на тест-функцiях

φε(w, x) = φ(w) + εφ1(w, x) + ε2φ2(w, x)

здiйснюється зi спiввiдношення

Lε
0(x)φ

ε(w, x) = Lφ(w) + ε3θεw(x)φ(w), (17)

де залишковий член θεw(x) рiвномiрно обмежений по x.
Граничний оператор L задається формулою

L =
ˆ̂
C +

ˆ̂
Γw
1 . (18)

Доведення. Для того, щоб виконувалась рiвнiсть (17) необхiдно, щоб коефi-
цiєнти при однакових степенях ε злiва та справа були рiвними. Обчислимо

(ε−2Q+ ε−1Q1 + Γw
1 +C)(φ+ εφ1 + ε2φ2) =

= ε−2Qφ+ ε−1(Qφ1 +Q1φ) + (Qφ2 +Q1φ1 + Γw
1 φ+C) + o(ε).

Знову ж таки, отримаємо три спiввiдношення

Qφ = 0; (19)

Qφ1 +Q1φ = 0; (20)

Qφ2 +Q1φ1 + Γw
1 φ =

ˆ̂
Lφ. (21)

Визначимо вигляд ˆ̂
L.

З (19) випливає, що φ ∈ NQ.
З (20), оскiльки φ ∈ NQ, з умови розв’язностi матимемо

ΠQ1Πφ = 0.

Введемо позначення
ΠQ1 = Q̂1, Πφ = φ̂.

Тодi
Q̂1φ̂ = 0,

звiдки
φ̂ ∈ NQ̂1

.

Розглянемо (21). З умови розв’язностi для Q матимемо

ΠQ1Πφ1 +ΠΓw
1 Πφ+ΠCΠφ = Π

ˆ̂
LΠφ, (22)

тодi
Q̂1φ̂1 + Γ̂w

1 φ̂ =
ˆ̂
Lφ̂.

Але з умови розв’язностi для φ̂2

Π̂ĈΠ̂φ̂+ Π̂Γ̂w
1 Π̂φ̂ =

ˆ̂
L ˆ̂φ,
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звiдки
ˆ̂
L = Π̂ĈΠ̂ + Π̂Γ̂w

1 Π̂,

φ̂1 = R̂0[
ˆ̂
L− Γ̂w

1 − Ĉ]φ̂,

φ̂2 = R̂0[
ˆ̂
L+Q1φ1 + Γw

1 φ++Cφ].

Обмеженiсть θεη(x)φ(w) випливає з вигляду операторiв Γ̂1 та R0. �
Завершення доведення теореми здiйснюється з використанням леми 3 i

теореми 4.2 з [3]. �
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