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Сформульовано модифiковану гiпотезу динамiчного скейлiнґу, яка описує нерiвноважнi фi-
зичнi властивостi (зокрема особливостi спектра критичної опалесценцiї свiтла) для просторово
обмежених однокомпонентних рiдин поблизу критичної точки. У межах запропонованого пiд-
ходу отримано залежнiсть ширини Γc центральної компоненти лiнiї Релея для рiдини в мало-
му об’ємi цилiндричної геометрiї. Показано, що зi зменшенням характерного розмiру системи
(при обранiй геометрiї — радiуса цилiндра) ширина Γc центральної компоненти збiльшується.
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Досягнутi останнiми роками успiхи фiзики фазових
переходiв i критичних явищ зв’язанi значною мiрою
iз застосуванням гiпотези скейлiнґу (масштабної iн-
варiянтности). Суть цiєї гiпотези полягає, як вiдомо,
у встановленнi законiв перетворення аномально флю-
ктуюючих фiзичних величин при переходi до нового
масштабу розмiрности довжини — радiуса кореляцiї
флюктуацiй параметра порядку (див., наприклад [1]).

Метою нашої статтi є формулювання модифiкова-
ної гiпотези динамiчного скейлiнґу, яка описує нерiв-
новажнi фiзичнi властивостi (зокрема особливостi ди-
намiчного структурного фактора i пов’язаного з ним
спектра критичної опалесценцiї свiтла) для просторо-
во обмежених рiдин.

I. ГIПОТЕЗА СТАТИЧНОГО СКЕЙЛIНҐУ

Для класичних однокомпонентних рiдин, якi для
визначености розглядатимуться надалi, гiпотеза ста-
тичного скейлiнґу має такий вигляд [1–3]:

Φs = ε2−αfΦ(∆ρ/εβ). (1)

Тут Φs — флюктуацiйна (синґулярна) частина вiль-
ної енерґiї Гельмгольца; ε = (T − Tc)/Tc — безрозмiр-
не вiдхилення температури вiд критичного значення
Tc; ∆ρ — безрозмiрне вiдхилення густини ρ вiд кри-
тичного значення ρ, яке є параметром порядку для
цiєї рiдкої системи; α i β — критичнi iндекси, якi для
просторової розмiрности d = 3 дорiвнюють вiдповiдно
α ≈ 0.1 i β ≈ 1/3. Масштабна функцiя fΦ(u) харак-
теризується такими асимптотиками: f(u→ 0) = const
i f(u → ∞) ∼ u(2−α)/β , вiдповiдно поблизу критич-
ної iзохори (∆ρ � εβ) i поблизу критичної iзотерми

(∆ρ� εβ).
Слiд зазначити, що скейлiнґова гiпотеза (1) може

бути застосована поблизу критичної точки лише для
досить великих об’ємiв рiдини, у яких ефекти прос-
торової обмежености не вiдiграють будь-якої iстотної
ролi, тобто за умови, що всi лiнiйнi розмiри Li дослi-
джуваної системи значно перевищують максимальне
значення радiуса кореляцiї ξmax, яке можна досягнути
в цих експериментальних умовах.

Для просторово обмежених рiдин поблизу критич-
ної точки, коли (Li ≤ ξmax), скейлiнґова гiпотеза по-
винна включати не тiльки температурну змiнну ε, па-
раметр порядку ∆ρ (або поле h, зв’язане з парамет-
ром порядку), але й характерний лiнiйний розмiр L
у напрямi(ах) просторової обмежености. Саме таку
скейлiнґову гiпотезу, яка була вперше сформульована
в працi [4], а також пiзнiше в низцi iнших праць [5,6],
можна записати в такому виглядi:

Φs = L−dFΦ

(
εL1/ν ,∆ρLν/β

)
, (2)

де ν — критичний iндекс температурної залежности
радiуса кореляцiї, який у тривимiрних рiдких систе-
мах приймає значення ν ≈ 0.625 , а скейлiнґова функ-
цiя вiльної енерґiї Гельмгольца FΦ(y, z) має такi асим-
птотики при y, z → 0 i y, z →∞:

FΦ(y → 0) = const ,FΦ(y →∞) ∼ y2−α

FΦ(z → 0) = const ,FΦ(y →∞) ∼ z(2−d)/β . (3)

Справдi, радiус кореляцiї ξ флюктуацiй парамет-
ра порядку (для класичної однокомпонентної рiди-
ни — флюктуацiй густини) характеризується темпе-
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ратурною й густинною залежнiстю такого вигляду:
ξ = ξoε

−ν на критичнiй iзохорi ξ = ξo∆ρ−ν/β на кри-
тичнiй iзотермi, де ξo — амплiтуда радiуса кореляцiї.
Тому в скейлiнґовiй гiпотезi (2) перший масштабний
арґумент y = εL1/ν = (L/ξ)1/ν i умова y → 0 вiдповi-
дає нерiвностi L � ξ, яка реалiзується в просторово
обмеженiй системi, тодi як умова y → ∞ вiдповiдає
протилежнiй нерiвностi L � ξ, тобто випадку прос-
торово необмеженої системи. Аналогiчно другий мас-
штабний арґумент z = ∆ρLν/β = (L/ξ)1/ν , тому умо-
ва z → 0 еквiвалентна випадку просторово обмеженої
системи, а z →∞ — необмеженої системи. З фiзичних
мiркувань очевидно, що в необмеженiй рiдинi фiзичнi
властивостi повиннi залежати вiд близькости системи
до критичної точки, тобто вiд температурної ε i гус-
тинної ∆ρ змiнних або вiд радiуса кореляцiї ξ(ε, ∆ρ)
(див. другу й четверту асимптотики у формулi (3)).

Одним iз важливих фiзичних наслiдкiв скейлiнґо-
вої гiпотези (2) є зникнення синґулярностей, харак-
терних для об’ємної фази. Бiльш згладжена поведiнка
фiзичних властивостей речовини в критичнiй дiлянцi
пояснюється очевидною причиною, а саме: радiус ко-
реляцiї флюктуацiй параметра порядку ε = LFξ(y, z)
не може перевищити лiнiйнi розмiри дослiджуваного
об’єму в напрямi(ах) просторової обмежености. Тому
в обмеженiй на всiх напрямках рiдинi повинна з’яв-
лятися залежнiсть вiд лiнiйного розмiру системи L, а
також зникати синґулярна залежнiсть фiзичних влас-
тивостей вiд радiуса кореляцiї ξ(ε, ∆ρ) (див. першу i
третю асимптотики у формулi (3)).

II. ГIПОТЕЗА ДИНАМIЧНОГО СКЕЙЛIНҐУ
ДЛЯ НЕОБМЕЖЕНИХ РIДИН

У динамiчнiй масштабнiй теорiї критичних явищ у
рiдинах основну увагу надається, як правило, цент-
ральнiй компонентi спектра критичної опалесценцiї
свiтла (див., наприклад [7–10]). Ширина центральної
компоненти Γc характеризує, як вiдомо, тривалiсть
життя (тривалiсть релаксацiї) τc критичних флюкту-
ацiй параметра порядку вiдповiдно до спiввiдношення
Γc = 1/τc. Головна специфiка динамiчної поведiнки
критичних флюктуацiй пов’язана саме зi збiльшен-
ням тривалости життя τc в просторово необмежених
системах. Для таких систем вiдповiдно до гiпотези
динамiчного скейлiнгу ширина Γc центральної (реле-
євської) компоненти спектра критичної опалесценцiї
свiтла в рiдинах описується такою формулою:

Γc = qz∗fΓ(qξ), (4)

де q = 2π21/2(1− cos θ)1/2/λ — змiна хвильового век-
тора пiд розсiяння на кут θ для свiтлового променя
з довжиною хвилi λ, z∗ — динамiчний критичний iн-
декс, який у загальному випадку не зводиться до кри-
тичних iндексiв гiпотези статичного скейлiнґу, а fΓ(x)
— масштабна функцiя, вид якої змiнюється залежно
вiд ступеня близькости до критичної точки.

Динамiчний критичний iндекс z∗ у рiдинах, як по-
казують теоретичнi й експериментальнi данi (див., на-
приклад [9]), плавно змiнюється вiд значення z∗ = 2
оддалiк критичної точки до значення z∗теор = 3.065
i z∗експ = 3.063 ± 0.024 в близькому околi критичної
точки.

III. ГIПОТЕЗА ДИНАМIЧНОГО СКЕЙЛIНҐУ
В ПРОСТОРОВО ОБМЕЖЕНИХ РIДИНАХ

Iснує низка дослiджень [11–14], у яких гiпотеза ди-
намiчного скейлiнґу була сформульована для нерiвно-
важної намагнечености в просторово обмежених маг-
нетиках. Дотепер нам не вiдомi роботи, присвяченi
формулюванню гiпотези динамiчного скейлiнґу для
рiдин з обмеженою геометрiєю в термiнах ширини Γc

центральної лiнiї Релея або, що те ж саме, — трива-
лости життя τc критичних флюктуацiй.

Узагальнення гiпотези динамiчного скейлiнґу (4)
для просторово обмежених однокомпонентних рiдин
природно записати:

Γc = L−z∗FΓ(qL, εL1/ν ,∆ρLν/β) , (5)

τc = Lz∗Fτ (qL, εL1/ν ,∆ρLν/β), (6)

де масштабнi функцiї, вiдповiдно, ширини FΓ(x, y, z)
центральної лiнiї Релея i тривалости життя Fτ (x, y, z)
флюктуацiй параметра порядку в критичнiй дiлян-
цi зв’язанi мiж собою таким очевидним спiввiдношен-
ням: FΓ(x, y, z) = 1/Fτ (x, y, z) . Тому надалi достатньо
аналiзувати критичну поведiнку однiєї з цих величин
(наприклад, ширини Γc).

Для просторово необмеженої системи, коли лiнiй-
ний розмiр L набагато перевищує радiус кореляцiї ξ,
з формули (5) випливає

Γc = ξ−z∗FΓ

(
qξ, εξ1/ν ,∆ρξν/β

)
. (7)

Мiркування, що приводять до формули (7), подiбнi
наведеним ранiше для пояснення асимптотик (3), а са-
ме: якщо довiльна фiзична властивiсть A характери-
зується поблизу критичної точки скейлiнґовою фор-
мулою вигляду A = ε−nFA(L/ξ), то ця властивiсть
повинна мати такi асимптотики:

1. A ∼ ξn/ν при L� ξ, тобто в просторово необме-
женiй системi;

2. A ∼ Ln/ν при L � ξ, тобто в просторово обме-
женiй системi.

Легко бачити, що формули (4) i (7) є тотожними.
Справдi, в (7) два останнi арґументи описують за-
лежнiсть ширини центральної лiнiї спектра критич-
ної опалесценцiї вiд температури ε i параметра по-
рядку ∆ρ, тодi як у (4) цi залежностi просто не були
виписанi в явному виглядi. Залежнiсть Γc вiд радiу-
са кореляцiї ξ i переданого хвильового вектора q, що
задаються формулами (4) i (7), повнiстю збiгаються
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— з урахуванням спiввiдношень x−z∗FΓ(x) = fΓ(x) i
ξ = x/q.

Iншi форми запису динамiчної скейлiнгової гiпоте-
зи для рiдких систем з обмеженою геометрiєю, разом
з формулою (5), мають такий вигляд:

Γc = ενz∗F
(1)
Γ (qL, εL1/ν ,∆ρLν/β); (8)

Γc = ∆ρνz∗/βF
(2)
Γ (qL, εL1/ν ,∆ρLν/β). (9)

Тут масштабнi функцiї, що входять в (5) i (8)–(9),
зв’язанi мiж собою спiввiдношеннями F

(1)
Γ (x, y, z) =

y−νz∗FΓ(x, y, z) i F
(2)
Γ (x, y, z) = z−νz∗/βFΓ(x, y, z), ос-

кiльки L = (y/ε)ν = (z/∆ρ)1/β .

IV. СПЕКТРИ КРИТИЧНОЇ ОПАЛЕСЦЕНЦIЇ
В ПРОСТОРОВО ОБМЕЖЕНИХ РIДИНАХ

Гiпотеза динамiчного скейлiнґу передбачає iснуван-
ня певних особливостей фiзичних властивостей систе-
ми, якi можна спостерiгати в експериментах з дослi-
дження спектрiв критичної опалесценцiї в просторово
обмежених рiдинах.

Розгляньмо спочатку рiдини у великих об’ємах,
тобто при великих значеннях характерного розмiру
системи L � ξ. Ширина центральної компоненти Γc

лiнiї Релея для однокомпонентної рiдини описується
в гiдродинамiчному наближеннi вiдомою формулою
[2,3,9,10,15]:

Γc = λq2/ρCp = χq2, (10)

де λ — коефiцiєнт теплопровiдности, ρ — густина,
Cp — теплоємнiсть при постiйному тиску, χ — кое-
фiцiєнт температуропровiдности, q — переданий хви-
льовий вектор пiд час розсiяння.

У тому околi критичної точки, де реґулярна час-
тина коефiцiєнта теплопровiдности λ0 перевищує йо-
го синґулярну частину λs, формула (10) передбачає
швидке зменшення ширини центральної компоненти
Γc лiнiї Релея пiд час наближення до критичної точ-
ки, вiдповiдно до виразу

Γc = Γc0ε
γ
(
1 + q2ξ2

)
/fc(∆ρ/εβ) . (11)

У формулi (11) Γc0 = λ0/ρCp0 — амплiтудне значен-
ня ширини центральної компоненти лiнiї Релея да-
леко вiд критичної точки при ε ≈ 1 i ∆ρ ≈ 1. Та-
кож тут урахована “сильна особливiсть” теплоємнос-
ти Cp/Cp0 = ε−γfc(∆ρ/εβ) в критичнiй дiлянцi (Cp0 —
амплiтуда теплоємности при постiйному тиску). Мас-
штабна функцiя теплоємности fc(u) має такi асимп-
тотики: fc(u → 0) = 1 i fc(u → ∞) = uγ/β , що дає
Cp = Cp0ε

−γ на критичнiй iзохорi, Cp = Cp0∆ρ−γ/β

на критичнiй iзотермi. Крiм того, в (11) враховує-
ться просторова дисперсiя величини Cp(q) в набли-
женнi Орнштайна–Цернiке, коли добуток qξ ≤ 1, де

ξ — радiус кореляцiї флюктуацiй параметра порядку
(для класичної однокомпонентної рiдини — флюктуа-
цiй густини). Радiус кореляцiї характеризується тем-
пературною й густинною залежнiстю такого вигляду:
ξ = ξ0ε

−ν на критичнiй iзохорi ξ = ξ0∆ρ−ν/β на кри-
тичнiй iзотермi, де ξ0 — амплiтуда радiуса кореляцiї.

Використання формули (10) в ближчому околi кри-
тичної точки, де синґулярна частина коефiцiєнта теп-
лопровiдности λs перевищує його реґулярну частину
λ0, дає таку скейлiнґову формулу:

Γc = Γc0ε
γ−νfΓ(x, u) , (12)

де fΓ(x, u) — масштабна функцiя, що має такi асим-
птотики f

(2)
Γ (x, u → 0) = ϕ(x), f

(2)
Γ (x, u → ∞) ∼

x(γ−ν)/βϕ(x), При отриманнi формули (12) взято до
уваги той факт, що в гiпотезi динамiчного скейлiнґу
для просторово необмежених систем [1,2,7–10] особли-
вiсть синґулярної частини теплопровiдности λs пов-
нiстю визначається особливостями радiуса кореляцiї,
тобто λs ∼ ξ.

З очевидних фiзичних мiркувань зрозумiло, що по-
слiдовне врахування ефектiв просторової дисперсiї
повинно забезпечити скiнченне значення ширини цен-
тральної компоненти Γc лiнiї Релея в самiй критичнiй
точцi. Цю умову вдалося задовольнити завдяки вра-
хуванню зв’язку мiж параметром порядку та в’язкою
модою в теорiї Кавасакi [16], де була отримана така
формула для ширини Γc:

Γc = kTKo(qξ)/6πηξ3 . (13)

У формулi (13) функцiя K0(x) = (3/4)[1 + x2 +
(x3 − x−1) arctg x ], а η — зсувна в’язкiсть. Легко ба-
чити, що при x � 1 функцiя K0(x → 0) = x2 , що
дає з урахуванням формули Стокса–Айнштайна для
коефiцiєнта дифузiї D = kT/6πηξ вiдомий результат
гiдродинамiчної теорiї Γc = Dq2, який є аналогiчним
формулi (10). У флюктуацiйнiй дiлянцi x � 1 функ-
цiя K0(x → ∞) = 3πx3/8, внаслiдок чого отримуємо
Γc = kTq3/16η , тобто результат, який не залежить вiд
близькости термодинамiчних параметрiв рiдини до їх
критичних значень.

Для рiдин у малих об’ємах з лiнiйними розмiрами
порядку радiуса кореляцiї L ∼ ξ , якi є обмеженими
в усiх напрямках (куб, сфера), маємо такi вирази для
залежности ширини Γc центральної компоненти лiнiї
Релея вiд L:

а) за умови, що λ0 � λs, аналогом формули (11) в
цьому випадку є

Γc = Γc0L
−γ/ν

(
1 + q2L2

)
/fc(∆ρLβ/ν); (14)

б) в протилежному випадку, коли λ0 � λs, тобто в
близькому околi критичної точки просторово об-
меженої рiдини, замiсть формули (12), отриму-
ємо
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Γc = Γc0L
1−γ/νfΓ(qL,∆ρLβ/ν) . (15)

На закiнчення одержимо формули для ширини Γc для
просторово обмеженої рiдини, яка є в об’ємi цилiнд-
ричнiй геометрiї. Для цього випадку в роботi [17] був
отриманий такий вираз для радiуса кореляцiї:

ξ = ξ0

[
ε + (2µ1/K)1/ν(1 + ε)

]−ν
, (16)

де µ1 ≈ 2.4048 — перший нуль цилiндричної функцiї
Бесселя J0, а K = d/ξ0 — геометричний фактор, який
характеризує кiлькiсть мономолекулярних шарiв уз-
довж дiяметра цилiндра d.

У наближеннi слабкої просторової дисперсiї вико-
ристання формули (16) приводить до такої залежнос-
ти ширини Γc центральної компоненти лiнiї Релея для
однокомпонентної рiдини в малому об’ємi цилiндрич-
ної геометрiї:

Γc = Γc0

[
ε + (2µ1/K)1/ν(1 + ε)

]γ

× f
(1)
Γ (∆ρ/εβ)(1 + q2ξ2

0) , (17)

де Γc0 = Cp0ξ
γ/ν
0 /ρ — амплiтуда ширини центральної

компоненти далеко вiд критичної точки, де ε ≈ 1 та
∆ρ ≈ 1.

У довiльному околi критичної точки просторово
обмеженої рiдини з геометрiєю цилiндра на пiдставi
формул (14) i (16) маємо такий вираз для ширини
центральної компоненти лiнiї Релея:

Γc = Γc0

[
ε + (2µ1/K)1/ν(1 + ε)

]3ν
K0(x) , (18)

де амплiтуда Γc0 = kT/6πηξ3
0 , а функцiя Кава-

сакi K0(x) залежить вiд арґументу x = qξ0

[
ε +

(2µ1/K)1/ν
]−ν(1 + ε).

З формул (17) i (18) випливають висновки, якi мож-
на експериментально пiдтвердити дослiджуючи спек-
три критичної опалесценцiї, а саме:

1. Ширина центральної компоненти лiнiї Релея
має сильну залежнiсть вiд характерного розмiру
системи. На рис. 1 спостерiгаємо вiдчутне збiль-
шення ширини Γc в просторово обмеженiй сис-
темi при зменшеннi дiяметра цилiндра d;

2. У рiдинах, що є у великих об’ємах цилiндричної
геометрiї (d � ξ), ширина центральної компо-
ненти лiнiї Релея має монотонну залежнiсть вiд
температурної змiнної ε = (T−Tc)/Tc, яка плав-
но спадає до постiйного значення Γc = kTq3/16η
при досягненнi критичної температури T = Tc

(див. рис. 2);

3. На вiдмiну вiд попереднього випадку, для рiдин
у малих цилiндричних об’ємах (d < ξ) мiнiмаль-
не значення ширини Γc досягається не при кри-
тичнiй температурi Tc об’ємної фази, а при новiй

критичнiй температурi Tc(K)<Tc, яка нижча за
критичну температуру об’ємної фази i вiдповi-
дає вiд’ємному значенню температурної змiнної
ε (див. рис. 3).

Рис. 1. Залежнiсть ширини центральної компонен-
ти лiнiї Релея (в безрозмiрних одиницях вiдношення
Γc/Γc0) вiд дiяметра цилiндра d (геометричного фактора
K = d/ξ0) в околi критичної точки при ε = 10−3.

Рис. 2. Залежнiсть ширини центральної компоненти лi-
нiї Релея (в безрозмiрних одиницях вiдношення Γc/Γc0)
вiд температурної змiнної ε для в великого об’єму цилiн-
дричної геометрiї (d� ξ0) з K = d/ξ0 = 107.

Рис. 3. Залежнiсть ширини центральної компоненти лi-
нiї Релея (в безрозмiрних одиницях вiдношення Γc/Γc0)
вiд температурної змiнної ε для просторово обмеженої сис-
теми цилiндричної геометрiї з K = d/ξ0 = 103.
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Значення нової критичної температури Tc(K) ви-
значаємо за формулою [18]

Tc(K) =
Tc

1 + (2µ1/K)1/ν
. (19)

Слiд зазначити, що, згiдно з формулою (18), зсув
критичної температури в рiдинi цилiндричної гео-
метрiї Tc(K) стосовно до критичної температури Tc

об’ємної рiдини (i, вiдповiдно, зсув положення мiнi-
муму в температурнiй залежностi ширини централь-

ної компоненти лiнiї Релея) може бути суттєвим. На-
приклад, при Tc = 300◦K, геометричному факторi
K = 103 та значеннi критичного iндексу ν = 0.67
рiзниця критичної температури досягає значної вели-
чини ∆Tc = Tc − Tc(K) ≈ 0.1◦K, яку можна знайти
експериментально. При цьому новiй критичнiй темпе-
ратурi Tc(K), при якiй спостерiгається мiнiмум темпе-
ратурної залежности ширини центральної компонен-
ти лiнiї Релея в малому об’ємi рiдини з геометрiєю
цилiндра, вiдповiдає значення температурної змiнної
ε∗ = (Tc − Tc(K))/Tc = −3.47 · 10−4 (див. рис. 3).
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DYNAMIC SCALING AND CENTRAL COMPONENT WIDTH OF CRITICAL
OPALESCENCE SPECTRUM IN LIQUIDS WITH RESTRICTED GEOMETRY

K. A. Chalyy1, L. A. Bulavin1, A. V. Chalyi2
1Taras Shevchenko National University of Kyiv
6 Glushkov prosp., Kyiv, UA–03022, Ukraine

2Department of Medical and Biological Physics, O. O. Bogomolets National Medical University,
13 Shevchenko Blvd., Kyiv, UA-01601, Ukraine

The modified dynamic scaling hypothesis is formulated, which describes the non-equilibrium physical properties
(in particular, features of light critical opalescence spectrum) for the spatially limited one-component nearcritical
liquids. The dependence of width Γc of the central component of Rayleigh line is obtained for liquids in a small
volume of cylindrical geometry. It is shown that a reduction of the characteristic size of the system (for the chosen
geometry — the radius of a cylinder) leads to an increase in width Γc of the central component.
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