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Знайдено повну матрицю густини двокомпонентної бозе-рiдини в наближеннi парних ко-
реляцiй, у якiй явно видiленi точнi вирази матриць густини iдеальних пiдсистем. У такий
спосiб ефективно враховується внесок вiд вищих кореляцiй. Показано узгодженiсть отрима-
ного виразу для межi низьких температур i переходу до теорiї класичних неiдеальних систем
(~ → 0). У наступнiй статтi ми плануємо розрахувати s-частинковi матрицi густини й до-
слiдити термодинамiчнi властивостi двокомпонентної бозе-рiдини, особливо дiлянку фазового
розшарування, та вплив домiшки на явище Бозе–Айнштайнiвської конденсацiї.
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I. ВСТУП

Останiм часом вивченню “нових” квантових систем
придiляють усе бiльше уваги. Ця зацiкавленнiсть, з
одного боку, стимульована можливiстю знаходити но-
вi прояви суттєво-квантових обмiнних ефектiв, з iн-
шого — зростаючими можливостями експерименталь-
них методiв дослiджень. Тому теоретичне вивчення
властивостей таких об’єктiв, окрiм суто методичного
iнтересу, створює передумови для їх наступного прак-
тичного застосування.

У цьому контекстi важливе мiсце посiдають сумiшi
квантових рiдин, з’ясування властивостей яких має
давню iсторiю, а важливiсть врахування принципу то-
тожности частинок приводить, своєю чергою, до цi-
кавих особливостей i труднощiв при побудовi мiкро-
скопiчної теорiї, яка принаймi б якiсно описала по-
ведiнку в усiй дiлянцi температур. Екперименталь-
но добре вивчений тiльки розчин 3He–4He [1], прак-
тична реалiзацiя двобозонної рiдини, наприклад 4He–
6He, очевидно ускладнена, якщо й взагалi можлива
(тривалiсть життя 6He близько секунди). Теоретич-
не вивчення цiєї проблеми в межах гiдродинамiчно-
го трирiдинного пiдходу розпочалося, мабуть, iз пра-
цi [2]. У виправленому варiянтi, що враховує пере-
нос частинок обох сортiв кожною надплинною компо-
нентою, у статтi [3] дослiджено сумiш 3He–4He, ниж-
че вiд точки переходу гелiю-3 в надплинний стан. У
роботi [4] подано мiкроскопiчний опис, який узагаль-
нює результат методу наближеного вторинного кван-
тування для двокомпонентної сумiшi. Цiкавий метод
побудови операторiв народження i знищення елемен-
тарних збуджень у багатокомпонентнiй бозе-рiдинi за-
пропонували автори [5]. Звичайно, всi згаданi методи
“працюють” в околi нульової температури, i очевид-
но, проблема мiкроскопiчного опису в широкому тем-
пературному iнтервалi, а особливо в околi точки λ-
переходу, як i в теорiї “звичайного” рiдкого гелiю-4,

залишається нерозв’язаною. Недавнi успiхи з охоло-
дження атомiв вiдiграли основну роль iз вiдновлен-
ня роботи в цьому напрямi, а технiчна можливiсть
створення двокомпонентних бозе-конденсатiв у маг-
нетних i оптичних пастках стимулювала теоретичнi
дослiдження (переважно модельних ґраткових, або
ефективних, у “наближеннi середнього поля”, типу
Ґросса–Пiтаєвського гамiльтонiянами [6–11]), якi, на
нашу думку, хоча й сприяють глибшому розумiнню
фiзичних явищ, але не є точними кiлькiсними резуль-
татами.

У цiй статтi ми розрахували за допомогою колек-
тивних змiнних повну матрицю густини двокомпонен-
тної бозе-рiдини в RPA-наближеннi та продемонстру-
вали узгодженiсть отриманого виразу для дiлянки ни-
зьких температур i в класичному граничному випад-
ку. Варто вiдзначити, що основний стан цiєї системи
в нашому наближеннi є добре вивченим [12–14], хоча
результати й не є зовсiм однозначними (зокрема проб-
лема фазового розшарування). Щодо опису в усiй дi-
лянцi температур, то можна згадати роботу [15], яка
використовує так зване варiяцiйне формулювання те-
орiї матрицi густини i в поєднаннi з числовими розра-
хунками дозволяє дослiджувати “наближення парних
кореляцiй”.

II. ВИХIДНI РIВНЯННЯ

Ми розглядаємо двокомпонентну сумiш NA, NB

безспiнових бозе-частинок в об’ємi V i обмежуємося
тiльки врахуванням парної взаємодiї. Вiдповiдний га-
мiльтонiян

Ĥ = ĤA + ĤB + ΦAB , (2.1)

першi два доданки описують окремо кожну пiдсисте-
му, третiй — взаємодiю мiж частинками рiзних сортiв.
У координатному зображеннi
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ĤA = − ~2

2mA

∑
1≤j≤NA

∆A
j +

∑
1≤i<j≤NA

ΦA(
∣∣rA

i − rA
j

∣∣), (2.2)

ĤB = ĤA→B , ΦAB =
∑

1≤i≤NA

∑
1≤j≤NB

ΦAB(
∣∣rA

i − rB
j

∣∣).
Для опису макроскопiчного числа взаємодiючих “ре-
альних” (у сенсi вигляду взаємодiї, який не допускає
iснування точного аналiтичного розв’язку) частинок
зручно перейти до змiнних, якi характеризують сис-
тему в цiлому. В нашому випадку — це спецiяльно

нормованi фур’є-образи флюктуацiї густини части-
нок:

ρa
k =

1√
Na

∑
1≤j≤Na

e−ikra
j , a = A,B;

вперше застосованi для дослiдження основного стану
багатобозонної системи в [16] i використанi в робо-
тi [17] для побудови кiлькiсної теорiї бозе-рiдини.

Переписаний у зображеннi колективних змiнних га-
мiльтонiян

ĤA =
∑
k6=0

εA(k)

(
ρA
k

∂

∂ρA
k

− ∂2

∂ρA
k ∂ρA

−k

)
+

1√
NA

∑
q6=0

∑
k6=0

q+k6=0

~2

2mA
(k,q)ρA

q+k

∂2

∂ρA
q ∂ρA

k

+
NA(NA − 1)

2V
νA(0) +

∑
k6=0

NA

2V
νA(k)

(
ρA
k ρA

−k − 1
)
, (2.3)

ĤB = ĤA→B ,

ΦAB =
NANB

V
νAB(0) +

∑
k6=0

√
NANB

V
νAB(k)ρA

k ρB
−k,

де використанi такi позначення (a = A,B):

εa(k) =
~2k2

2ma
, νa(k) =

∫
V

dr e−ikrΦa(r).

Скалярний добуток для функцiй f i g на полi ко-
лективних змiнних уведемо типово, (див., наприклад,
[18]), з узагальненням на двi сукупностi змiнних:

(f, g) =
∫

dρAJ(ρA)
∫

dρBJ(ρB)

×f∗(ρA, ρB)g(ρA, ρB), (2.4)

тут ми використовуємо такi позначення i скорочення:∫
dρa{. . .} ≡

∏
q6=0

′
∫ ∞

−∞
dRe ρa

q

∫ ∞

−∞
d Im ρa

q {. . .} ,

a = A,B;

штрих позначає добуток лише з пiвпростору значень
хвильового вектора — однiєї пiвсфери. Вагова функ-
цiя, отримана методом послiдовних наближень:

lnJ(ρa) = lnCa +
∑
n≥2

(−)n−1

n(n− 1)(
√

Na)n−2

×
∑
q1 6=0

. . .
∑
qn 6=0

q1+...+qn=0

ρa
q1

. . . ρa
qn

, (2.5)

з умовою нормування:∫
dρaJ(ρa) = V Na ,

для визначення константи Ca. Цей перехiд до колек-
тивних змiнних можна було здiйснити за допомогою
функцiї переходу Зубарєва [19], але очевидно, що ре-
зультат вiд цього не змiниться.

Для проведення конкретних розрахункiв зручно пе-
рейти до зображення, в якому гамiльтонiян самоспря-
жений у звичному сенсi. При цьому власнi функ-
цiї “нового” гамiльтонiяна, позначимо його через Ĥ ′,
утрачають змiст амплiтуд iмовiрности в просторi iн-
дивiдуальних координат, хоча ми й надалi будемо на-
зивати їх хвильовими функцiями. Для подальших об-
числень будемо використовувати “наближення однiєї
суми за хвильовим вектором”, тобто остаточнi вирази
гамiльтонiяна i вагової функцiї є такими:

Ĥ ′ = Ĥ ′
A + Ĥ ′

B + ΦAB , (2.6)

Ĥ ′
A =

∑
k6=0

εA(k)

(
− ∂2

∂ρA
k ∂ρA

−k

+
1
4
ρA
k ρA

−k −
1
2

)

+
NA(NA − 1)

2V
νA(0) +

∑
k6=0

NA

2V
νA(k)

(
ρA
k ρA

−k − 1
)
,

Ĥ ′
B = Ĥ ′

A→B ,

ΦAB =
NANB

V
νAB(0) +

∑
k6=0

√
NANB

V
νAB(k)ρA

k ρB
−k,
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J(ρA) = V NA exp

−1
2

∑
q6=0

(ρA
q ρA

−q + lnπ)

 , (2.7)

J(ρB) = J(ρA→B).

III. СПЕКТР I ХВИЛЬОВI ФУНКЦIЇ
ДВОКОМПОНЕНТНОЇ БОЗЕ-СИСТЕМИ

Зрозумiло, що в такому наближеннi для оператора
(2.6) власнi значення i функцiї можна знайти точно
— задача зведена до розгляду безмежної сукупности
зв’язаних осциляторiв i тому полягає лише в дiягона-
лiзацiї квадратичної форми. Вiдповiдна замiна змiн-
них

η
(j)
k =

∑
a=A,B

U (j)
a (k)ρa

k, (3.8)

det
∣∣∣U (j)

a (k)
∣∣∣ 6= 0, (j = 1, 2).

Пiдставляючи цей вираз у гамiльтонiян, ми отримали
двi умови, з яких однозначно визначили коефiцiєнтнi
функцiї U

(j)
a (k). Записувати їхнiй явний вираз через

громiздкiсть не будемо, а вiдразу, ввiвши позначення

∆k =
4
√

NANB

V

√
εA(k)εB(k)

E2
A(k)− E2

B(k)
νAB(k), (3.9)

E2
a(k) = ε2

a + 2Na

V νa(k)εa = ε2
aα2

a(k), a = A,B;
EA(k), EB(k) — спектри теорiї Боголюбова. Перепи-
шемо гамiльтонiян бiнарної сумiшi взаємодiючих бо-
зонiв у нових змiнних, i у вказаному вище наближеннi

Ĥ ′ =
∑

j=1,2

∑
k6=0

√
εA(k)εB(k)

(
− ∂2

∂η
(j)
k ∂η

(j)
−k

+
1
4

E2
j (k)

εA(k)εB(k)
η
(j)
k η

(j)
−k

)
(3.10)

−
∑

a=A,B

∑
k6=0

(
Na

2V
νa(k) +

1
2
εa(k)

)
− Na(Na − 1)

2V
νa(0)

+
NANB

V
νAB(0),

двi гiлки спектра якого мають вигляд:

E1,2(k) =

1√
2

(
E2

A(k) + E2
B(k)±

√
1 + ∆2

k

[
E2

A(k)− E2
B(k)

])1/2

,

E1,2(k → 0) = ~kc1,2,

c1,2 =
1√
2

√√√√
c2
A + c2

B ±

√
(c2

A − c2
B)2 +

4NANBν2
AB(0)

V 2mAmB

cA, cB — швидкостi поширення звуку вiдповiдно в
кожнiй iз рiдин. Власнi значення оператора енерґiї

E({n1(k)},{n2(k)}) = E0
AB +

∑
j=1,2

∑
k6=0

′
Ej(k)

[
nc

j(k) + ns
j(k)

]
,

де енерґiя основного стану

E0
AB =

NANB

V
νAB(0) +

∑
a=A,B

Na(Na − 1)
2V

νa(0)

+
∑
k6=0

′

∑
j=1,2

Ej(k)−
∑

a=A,B

[
Na

V
νa(k) + εa(k)

]
i вiдповiднi хвильовi функцiї

Ψ({n1(k)},{n2(k)})
(
rA
1 , . . . , rA

NA
, rB

1 , . . . , rB
NB

)
= V −(NA+NB)/2

∏
k6=0

′
√

E1(k)E2(k)
εA(k)εB(k)

exp

1
2

∑
a=A,B

ρa
kρa
−k


×
∏

j=1,2

1√
2nc

j(k)+ns
j(k)nc

j(k)!ns
j(k)!

exp

{
−1

2
Ej(k)√

εA(k)εB(k)
η
(j)
k η

(j)
−k

}

×Hnc
j(k)

(
Re η

(j)
k

√
Ej(k)/

√
εA(k)εB(k)

)
Hns

j(k)

(
Im η

(j)
k

√
Ej(k)/

√
εA(k)εB(k)

)
,
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(Hn(. . .) — полiноми Ермiта), якi для основного ста-
ну збiгаються з виразами, отриманими в [14], хоча
використана там процедура дiягоналiзацiї є значно
складнiшою. У виразi для хвильових функцiй фiґу-
рують чотири сукупностi змiнних, що зроблено тiль-
ки для зручности, враховуючи громiздкiсть виразу.
Це не має привести до непорозумiнь, надалi ми знову
перейдемо до змiнних ρA

k , ρB
k .

IV. ПОВНА МАТРИЦЯ ГУСТИНИ

Використовуючи означення та iнтеґральне пред-
ставлення для полiномiв Ермiта, отримуємо явний ви-

раз повної матрицi густини, який ми додатково пере-
творюємо, як це зроблено в [20], явно видiляючи мат-
рицi густини iдеальних бозе-газiв. Здiйснюємо це так:
спочатку ми вимикаємо взаємодiю й отримуємо повну
матрицю густини двокомпонентної сумiшi невзаємодi-
ючих частинок в RPA-наближеннi; вiдтак дiлимо на
отриманий вираз повну матрицю густини, яка врахо-
вує взаємодiю в цьому ж наближеннi, i домножуємо
на точнi формули для матриць густини iдеальних пiд-
систем. Фактично цей трюк перегукується з представ-
ленням колективних змiнних iз видiленою системою
вiдлiку i покликаний ефективно врахувати внесок вiд
вищих кореляцiй. Остаточно виписуємо вже перетво-
рений вираз:

RNANB
(x′|x) = e−βE0

ABR0
NA

(x′A|xA)R0
NB

(x′B |xB)
∏
k6=0

′
{

E1(k)E2(k)
εA(k)εB(k)

(1− e−2βεA(k))(1− e−2βεB(k))
(1− e−2βE1(k))(1− e−2βE2(k))

}

× exp

−1
4

∑
k6=0

∑
a,b=A,B

[
λab(k)(ρa

kρb
−k + ρ′ak ρ′b−k) + λ̃ab(k)(ρ′ak ρb

−k + ρa
kρ′b−k)

] , (4.11)

де R0
Na

(x′a|xa), (a = A,B) — матрицi густини iдеальних бозе-газiв i для спрощення введено такi позначення:

λAA(k) =
1
2

[
E1(k)
εA(k)

(
1 +

1√
1 + ∆2

k

)
coth[βE1(k)]− 2 coth[βεA(k)] +

E2(k)
εA(k)

(
1− 1√

1 + ∆2
k

)
coth[βE2(k)]

]
,

λBB(k) =
1
2

[
E2(k)
εB(k)

(
1 +

1√
1 + ∆2

k

)
coth[βE2(k)]− 2 coth[βεB(k)] +

E1(k)
εB(k)

(
1− 1√

1 + ∆2
k

)
coth[βE1(k)]

]
,

λAB(k) = λBA(k) =
1
2

∆k√
1 + ∆2

k

[
E1(k)√

εA(k)εB(k)
coth[βE1(k)]− E2(k)√

εA(k)εB(k)
coth[βE2(k)]

]
,

λ̃AA(k) = −1
2

[
E1(k)
εA(k)

(
1 +

1√
1 + ∆2

k

)
1

sinh[βE1(k)]
− 2

sinh[βεA(k)]
+

E2(k)
εA(k)

(
1− 1√

1 + ∆2
k

)
1

sinh[βE2(k)]

]
,

λ̃BB(k) = −1
2

[
E2(k)
εB(k)

(
1 +

1√
1 + ∆2

k

)
1

sinh[βE2(k)]
− 2

sinh[βεB(k)]
+

E1(k)
εB(k)

(
1− 1√

1 + ∆2
k

)
1

sinh[βE1(k)]

]
,

λ̃AB(k) = λ̃BA(k) = −1
2

∆k√
1 + ∆2

k

[
E1(k)√

εA(k)εB(k)
1

sinh[βE1(k)]
− E2(k)√

εA(k)εB(k)
1

sinh[βE2(k)]

]
,

хоча “прив’язка” до теорiї iдеального бозе-газу перед-
бачає iснування фазового переходу, який прийнято
ототожнювати з λ-переходом у рiдкому гелiї-4, однак
не є зовсiм адекватною для такої сильнонеiдеальної
системи. Незважаючи на це, є обґрунтованi сподiван-
ня отримати добру узгодженiсть для дiлянки низьких
температур i, зокрема, описати розшарування дво-

компонентної системи (умови розшарування бозе-газу
твердих сфер при скiнченнiй температурi знайшли
автори [21]). Отриманий вираз можна використову-
вати для пояснень властивостей бозе-фермi сумiшей
(вiдповiдно замiною вiльночастинкових бозе-матриць
на фермi-), але виключно якiсного, оскiльки враху-
вання взаємодiї для фермi-систем у нашому випадку
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не є коректним. Зокрема, в RPA-наближеннi спект-
ра системи взаємодiючих частинок наявний структур-
ний фактор iдеального газу при нульовiй температурi,
який у випадку фермi-статистики не дорiвнює одини-

цi i тому суттєво вплине на кiнцевий результат.
У разi формального прямування ~ → 0 — перехiд до

класичної теорiї, дiягональний елемент виразу (4.11)
прямує до больцманiвського фактора

RNANB
(x|x) = exp

−β
∑

1≤j≤NA

∑
1≤i≤NB

ΦAB(
∣∣rB

i − rA
j

∣∣)
 ∏

a=A,B

1
Na!

(
ma

2π~2β

)3Na/2

exp

−β
∑

1≤i<j≤Na

Φa(
∣∣ra

i − ra
j

∣∣)
 .

За допомогою отриманого виразу ми плануємо роз-
рахувати s-частинковi матриць густини (що не є три-
вiяльною задачею), а це, своєю чергою, дасть змо-
гу знайти термодинамiчнi функцiї системи, дослiдити

вплив домiшки на явище бозе-айнштайнiвської кон-
денсацiї i проаналiзувати стани моделi “частинка +
бозе-рiдина”.
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DENSITY MATRIX OF BINARY BOSE-LIQUID IN THE APPROXIMATION
OF PAIR CORRELATIONS

I. O. Vakarchuk, V. S. Pastukhov
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12 Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

We found density matrix of binary Bose-liquid taking into account only pair correlations and separating
density matrices of ideal subsystems explicitly. In such a way higher-order terms are effectively considered. The
self-consistence of the theory is shown for the low-temperature case and in the classical limit (~→ 0). In our next
paper we will try to evaluate expression for reduced s-particle density matrices and investigate thermodynamic
properties of a two-component Bose-liquids especially the phase separation region. The impurity influence on the
Bose–Einstein condensation phenomenon and will be also studied.
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