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Одержано точнi аналiтичнi розв’язки рiвняння Шрединґера, що описує зв’язанi стани елек-
трона в полi екранованого заряду, у виглядi iнтеґралiв безмежної кратностi за параметром
0 ≤ t ≤ 1 вiд елементарних функцiй. Розроблено методику використання розв’язкiв для на-
ближеного розрахунку спектра, хвильових функцiй та порогових значень параметра екрану-
вання. Аналiтичними та числовими методами дослiджено залежнiсть енерґетичного спектра
вiд параметра екранування.
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I. ВСТУП

Рiвнянню Шрединґера, що описує рух мiкрочас-
тинки в екранованому полi з потенцiалом V (r) =
−α

r e−βr, присвячено багато праць. Iнтерес до цiєї за-
дачi зумовлений передусiм важливим значенням за-
стосувань у статистичнiй фiзицi частково йонiзованих
систем (квантова плазма, домiшки в напiвпровiдни-
ках i металах, де використовують потенцiал Дебая–
Гюккеля), у задачах ядерної фiзики, в яких коротко-
сяжнi взаємодiї моделюють потенцiалом Юкави або
потенцiалом Гюльтена, а також у теорiї багатоелек-
тронних атомiв та розсiяння, в теорiї термоядерного
синтезу, в астрофiзицi та iн. [1–4]. Задача про опис
квантових станiв мiкрочастинки в екранованому полi
має також самостiйне значення, оскiльки у кванто-
вiй механiцi вiдомо небагато реалiстичних потенцiа-
лiв, що допускають точнi або майже точнi розв’язки
[5].

У раннiх працях [6–12], присвячених дослiджен-
ню рiвняння Шрединґера з екранованим потенцiалом,
використовували теорiю збурень та варiацiйний пiд-
хiд для розрахунку спектра енерґетичних рiвнiв. Роз-
виток обчислювальної технiки дав змогу одержати
спектр енерґетичних рiвнiв частинки в екранованому
полi шляхом чисельного розрахунку радiального рiв-
няння Шрединґера. Так, у працi [13] знайдено спектр
енерґетичних рiвнiв для 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d- станiв для
потенцiалiв, подiбних до екранованого. У статтi [14]
обчислено спектр для значно бiльшої кiлькостi рiв-
нiв електрона в полi екранованого потенцiалу та кри-
тичнi значення параметра екранування, при яких рi-
вень En,l переходить у неперервний спектр. Задачi
про рух мiкрочастинки в полi з екранованим потен-
цiалом, а також зi складнiшими потенцiалами такого
типу актуальнi й тепер. Наближенi розв’язки рiвнян-
ня Шрединґера для частково екранованого потенцi-
алу V (r) = −α

r {1 + (1 + br)e−βr}, що вiдповiдають
станам 1s, 2s, 3s, знайдено у працi [15]. У роботах [16,
17] розглянуто рiвняння Шрединґера з потенцiалом

Гюльтена V (r) = −αe−βr[1−e−γr]−1. Знаходженню s-
спектра енерґетичних рiвнiв для лiнiйно зростаючого
потенцiалу разом iз потенцiалом Юкави присвячена
праця [18]. Формалiзм суперсиметричного квантово-
механiчного пiдходу в поєднаннi з варiацiйним мето-
дом застосовано в роботi [19], де чисельно розрахова-
но спектр рiвнiв, яким вiдповiдають безвузловi радi-
альнi функцiї (1s, 2p, 3d, 4f) для звичайного екрано-
ваного потенцiалу.

На жаль, нам не вiдомi працi, присвяченi зна-
ходженню строгих аналiтичних розв’язкiв рiвняння
Шрединґера з екранованим потенцiалом без викорис-
тання теорiї збурень або варiацiйного методу. У стат-
тi одного з авторiв [20] одержано аналiтичнi розв’яз-
ки рiвняння Шрединґера iз загальним потенцiалом
V (r) = −α

r f(r), де f(r) є цiлою функцiєю змiнної r
i має асимптотику f(r) → 1 при r → 0, f(r) → 0
при r → ∞. Для радiальної функцiї використано роз-
клади за степенями r з наступним пiдсумовуванням
безмежних рядiв шляхом використання перетворення
Лапласа. Як приклад розглянуто екранований потен-
цiал. Однак складнi багаточленнi рекурентнi спiввiд-
ношення ускладнюють практичнi розрахунки спектра
i хвильових функцiй. Iдея знаходження точних роз-
в’язкiв рiвняння Шрединґера з екранованим потен-
цiалом запропонована у працi [21], однак вiдсутнiсть
потужних вичислювальних засобiв не дала змоги ре-
алiзувати на ту пору запропоновану iдею повною мi-
рою.

II. АНАЛIТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ РАДIАЛЬНОГО
РIВНЯННЯ ШРЕДИНҐЕРА

Метою цiєї працi є розрахунок енерґетичних рiвнiв
та хвильових функцiй зв’язаних станiв електрона в
полi екрановоного заряду

V (r) = −z
e2

r
e−æ r. (1)
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Переходячи до безрозмiрних величин ρ = za−1
0 r, ξ =

z−1æ a0, ε = 2ma2
0~

−2z−2E (a0 = ~
2m−1e−2 — радi-

ус Бора, E — енерґiя електрона, E < 0), запишiмо
рiвняння Шрединґера в безрозмiрнiй формi:

{

−∇2
ρ − ε

}

Ψε(ρ) =
2

ρ
e−ξρΨε(ρ). (2)

Уведiмо функцiю Ґрiна, яка задовольняє рiвняння

(−∇ 2
ρ − ε)Gε(ρ − ρ

′) = δ(ρ − ρ
′). (3)

Застосувавши для Gε(ρ − ρ
′) розклад Фур’є

Gε(ρ − ρ
′) =

∫

Gε(q)ei(q,ρ−ρ′) dq

(2π)3
, (4)

знаходимо, що Gε(q) = {q2 − ε}−1, а

Gε(ρ − ρ
′) = {4π|ρ − ρ

′|}−1 exp{−
√
−ε |ρ − ρ

′|}. (5)

Функцiя Ґрiна дозволяє звести рiвняння (2) до такого
лiнiйного однорiдного iнтеґрального рiвняння:

Ψε(ρ) = 2

∫

dρ
′ e

−ξρ′

ρ′
Ψε(ρ

′)Gε(ρ − ρ
′). (6)

На вiдмiну вiд теорiї розсiяння, неоднорiдний склад-
ник у цьому рiвняннi вiдсутнiй, адже локалiзованого
розв’язку рiвняння (2) без правої частини немає.

Унаслiдок переходу до сферичної системи коор-
динат, у якiй Ψε(ρ) = Rl(ρ)Yl,m(θ, ϕ), i стандар-
тної пiдстановки для радiальної функцiї Rl(ρ) =

ρlωl(ρ) exp (−
√
−ε ρ) [5] зведемо рiвняння (6) до одно-

вимiрного iнтеґрального рiвняння для функцiї ωl(ρ),
а саме:

ωl(ρ) =

∞
∫

0

dρ′e−ξρ′

gl(ρ, ρ′)ωl(ρ
′). (7)

Тут gl(ρ, ρ′) — радiальна функцiя Ґрiна — визначена
так:

gl(ρ, ρ′) = 2ρ−l(ρ′)l+1e
√
−ε (ρ−ρ′)(2l + 1)−1

×
l

∑

m=−l

∫ ∫

dϕ dϕ′ dθ (8)

× sin θ dθ′ sin θ′Y ∗
lm(θ, ϕ)Ylm(θ′, ϕ′)Gε(ρ − ρ

′).

Використаймо теорему додавання сферичних функ-
цiй [22]

l
∑

m=−l

Y ∗
lm(θ, ϕ)Ylm(θ′, ϕ′) =

2l + 1

4π
Pl(cos γ), (9)

де Pl(cos γ) — полiном Лежандра, а γ — кут мiж век-
торами ρ i ρ

′ (cos γ = [ρρ′]−1(ρ, ρ′)). Наступний розра-
хунок gl(ρ, ρ′) зводиться до обчислення однократного
iнтеґрала

+1
∫

−1

dt Pl(t)[ρ
2 + (ρ′)2 − 2ρρ′t]−1/2 exp

{

−
√
−ε [ρ2 + (ρ′)2 − 2ρρ′t]1/2

}

, (10)

що в результатi дає таке зображення радiальної функцiї Ґрiна:

gl(ρ, ρ′) = 2

[

ρ′

ρ

]l+1/2

e
√
−ε (ρ−ρ′)







Kl+1/2(
√−ερ)Il+1/2(

√−ερ′) при ρ > ρ′;

Il+1/2(
√
−ερ)Kl+1/2(

√
−ερ′) при ρ < ρ′.

(11)

Тут фiґурують так званi цилiндричнi функцiї уяв-
ного арґумента, iндекс яких дорiвнює цiлому числу
плюс одна друга [22]:

Kl+1/2(z) =
( π

2z

)1/2

e−zβl(z); (12)

Il+1/2(z) = (2πz)−1/2
{

ez βl(−z) − (−1)le−z βl(z)
}

;

βl(z) =

l
∑

k=0

(l + k)!

k!(l − k)!
(2z)−k.

Розв’язки рiвняння (7) знайдемо методом iтерацiй,
використовуючи в ролi нульового наближення фун-
кцiю ω

(0)
l (ρ′) для кулонiвської задачi.

@
@@k
l

0 1 2 3 радiальнi функцiї

0 1s 2p 3d 4f безвузловi

1 2s 3p 4d 5f одновузловi

2 3s 4p 5d 6f двовузловi

3 4s 5p 6d 7f тривузловi

Таблиця 1.

Як вiдомо, радiальний множник хвильової функ-
цiї визначається двома квантовими числами, а са-
ме, n та l. Оскiльки n = l + 1 + k, де k — радi-
альне квантове число, яке задає число вузлiв радi-
альної функцiї при ρ 6= 0, то для нумерацiї кванто-
вих станiв зручно використовувати квантовi числа l
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та k: при заданому l рiвняння (7) має сiм’ю розв’яз-
кiв, якi вiдрiзняються числом вузлiв. Надалi для ра-
дiальної функцiї будемо використовувати позначен-

ня Rl,k = ρ lωl,k(ρ)e
√

−εl,k ρ. Вiдповiднiсть мiж прий-
нятою тут класифiкацiєю станiв та звичайною спект-
роскопiчною видно з таблицi 1. Насамперед розглянь-
мо безвузловi функцiї Rl,0(ρ), що вiдповiдають станам
1s, 2p, 3d,. . . , а далi — функцiї з декiлькома вузла-
ми. Така класифiкацiя вибрана з мiркувань зручностi
розв’язування рiвняння (7) методом послiдовних на-
ближень. У кулонiвському випадку ωl,k(ρ) є полiно-
мом порядку k, а

√−εl,k = (l + 1 + k)−1. Таку асимп-

тотику повиннi мати розв’язки рiвняння (7) та вiдпо-
вiднi їм енерґетичнi рiвнi у границi ξ → 0.

III. БЕЗВУЗЛОВI РАДIАЛЬНI ФУНКЦIЇ

Для зручностi та прозоростi викладу розгляньмо
насамперед безвузловi розв’язки рiвняння (7), засто-
сувавши метод послiдовних наближень, а в ролi ну-
льової iтерацiї виберiмо вiдповiдну функцiю кулонiв-
ської задачi ω

(0)
l,0 (ρ) = 1. Пiдставляючи її у праву час-

тину рiвняння (7), одержуємо перше наближення,

ω
(1)
l,0 (ρ) = 2e

√−εlρρ−(l+1/2)Kl+1/2(
√
−εlρ)

ρ
∫

0

dx xl+1/2e−x(ξ+
√−εl)Il+1/2(

√
−εlx)

+ 2e
√−εlρρ−(l+1/2)Il+1/2(

√
−εlρ)

∞
∫

ρ

dx xl+1/2e−x(ξ+
√−εl)Kl+1/2(

√
−εlx), (13)

де εl ≡ εl,0. Для iлюстрацiї наведемо тут вирази для
перших двох членiв цiєї послiдовностi (l = 0, 1):

ω
(1)
0,0(ρ) = 2(ξ + 2

√
−ε0)

−1(ξρ)−1{1− e−ξρ}; (14)

ω
(1)
1,0(ρ) = 2(ξ + 2

√
−ε1)

−2ξ−2ρ−3

×
{

2(1 +
√
−ε1ρ)[1 − e−ξρ(1 + ξρ)] − ξ2ρ2e−ξρ

}

.

Оскiльки у границi ξ → 0 функцiї ω
(1)
l,0 (ρ) пряму-

ють до значення [(l + 1)
√−εl]

−1, переконуємося, що
ω

(1)
l,0 (ρ) = 1 справдi є розв’язками рiвняння (7) для ку-

лонiвської задачi зi спектром
√−εl = (l+1)−1. Основ-

на iдея цiєї роботи полягає в тому, щоб для функцiй
ω

(1)
l,0 (ρ) використати iнтеґральне зображення, подiбне

до перетворення Лапласа:

ω
(1)
l,0 (ρ) =

1
∫

0

dt Fl(t|ξ)e−ξρt, (15)

Fl(t|ξ) = 2(ξ + 2
√
−εl)

−l−1tl{2
√
−εl + ξt}l.

Тодi розрахунок другого наближення виконуємо ана-
логiчно до розрахунку ω

(1)
l,0 (ρ), унаслiдок чого одер-

жуємо ω
(2)
l,0 (ρ) у виглядi компактного двократного iн-

теґрала за параметром:

ω
(2)
l,0 (ρ) =

1
∫

0

dt1Fl(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl(t2|ξ + ξt1) (16)

× exp {−t2ρξ[1 + t1]}.

Продовжуючи iтерацiйний процес, отримуємо зобра-
ження розв’язку рiвняння (7) у виглядi безмежно-
кратного iнтеґрала за параметром:

ωl,0(ρ) = lim
s→∞

1
∫

0

dt1Fl(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl(t2|ξ + ξt1)

×
1

∫

0

dt3Fl(t3|ξ + ξt2 + ξt2t1) × . . . ×
1

∫

0

dtsFl(ts|ξ + ξts−1 + . . . + ξts−1 · · · t1)

× exp{−tsρξ[1 + ts−1 + ts−1ts−2 + . . . + ts−1 · · · t1]}.

Оскiльки при ρ → 0 екранований потенцiал прямує до кулонiвського, маємо природну граничну умову ωl,0(0) =
1, яка визначає енерґетичнi рiвнi електрона в полi екранованого заряду для квантових станiв iз безвузловими
радiальними функцiями. Рiвняння
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lim
s→∞

1
∫

0

dt1Fl(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl(t2|ξ + ξt1) × . . . ×
1

∫

0

dtsFl(ts|ξ + . . . + ξts−1 · · · t1) = 1 (17)

є розгорнутою формою запису цiєї умови. Неважко бачити, що при ξ = 0 спектр рiвнiв є кулонiвським
(√−εl = [1+ l]−1

)

. Порогове значення параметра екранування ξl,0, при якому енерґетичний рiвень переходить

у неперервний спектр, визначається рiвнянням (18), у якому слiд покласти
√−εl = 0:

lim
s→∞

[ 2

ξl,0

]s
1

∫

0

dt1t
2l
l

1 + t1

1
∫

0

dt2t
2l
2

1 + t2 + t2t1

1
∫

0

. . .

1
∫

0

dts−1t
2l
s−1

1 + ts−1 + · · · + ts−1 · · · t1

1
∫

0

dtst
2l
s = 1. (18)

Одержане рiвняння цiлком вiдрiзняється вiд умови, знайденої для l = 0 у працi [23], а також для довiльних l
у статтi [20].

Вирази (17)–(19) є точними. Їх можна використовувати для наближеного розрахунку спектру та хвильових
функцiй при скiнченних значеннях s. Щобiльше, навiть пороговi значення параметра екранування ξl,0 мож-
на обчислити, користуючись iнтеґралами скiнченної кратностi у формулi (19). Це видно з таблицi 2, у якiй
наведено значення ξ0,0, ξ1,0 та ξ2,0, розрахованi за цiєю формулою при 1 ≤ s ≤ 12 (заданому s вiдповiдає

ξ
(s)
l,0 ). Величини ξ

(s)
l,0 утворюють монотонно спадну послiдовнiсть, яка збiгається до значення ξl,0, а 5-вiдсоткова

точнiсть забезпечується при s = 12.

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12

ξ
(s)
0,0 2.0 1.66511 1.51135 1.42836 1.37823 1.34523 1.32201 1.30484 1.29162 1.28115 1.26560

ξ
(s)
1,0 0.66667 0.50747 0.42564 0.37667 0.34471 0.32262 0.30667 0.29476 0.28560 0.27256 0.26779

ξ
(s)
2,0 0.29640 0.24195 0.20849 0.18601 0.16700 0.15813 0.14906 0.14196 0.13628 0.13167

Таблиця 2. Залежнiсть ξ
(s)
0,0, та ξ

(s)
1,0 та ξ

(s)
2,0 вiд s.

Тут необхiдно розраховувати чисельно iнтеґрали
високої кратностi, але слiд узяти до уваги, що ми ма-
ємо справу з “найгiршим” випадком — адже нульове
наближення для ωl,0(ρ) вiдповiдає ситуацiї з потенцiа-
лом Кулона, а розглядаємо випадок, коли вiдповiдний
енерґетичний рiвень зникає взагалi.

Є декiлька шляхiв використання виразiв (17)–(19).
Зi спiввiдношень (17)–(18) можна одержати вирази

для хвильової функцiї та енерґiї у виглядi розкла-
дiв за параметром екранування ξ, що вiдповiдає те-
орiї збурень за рiзницею мiж екранованим потенцiа-
лом i кулонiвським. Розкладаючи функцiї Fl(t|ξ) за
степенями ξ, виконуючи елементарне iнтеґрування за
параметром t i пiдсумовуючи безмежнi числовi ряди
типу геометричної проґресiї, з рiвняння (18) знаходи-
мо такi розклади для

√−εl,0:

√

−ε0,0 = 1 − ξ +
1

4
ξ2 − 1

4
ξ3 +

13

32
ξ4 − 27

32
ξ5 +

785

384
ξ6 + . . . ;

√

−ε1,0 =
1

2
− 2ξ + ξ2 − 6ξ3 +

45

2
ξ4 − 186ξ5 +

3956

3
ξ6 + . . . ; (19)

√

−ε2,0 =
1

3
− 3ξ +

9

4
ξ2 − 171

4
ξ3 +

7857

32
ξ4 − 171801

32
ξ5 +

8738037

128
ξ6 + . . . .

тощо. Рисунки 1а–1в iлюструють цю залежнiсть.
Крива з номером r вiдповiдає наближенню

√−εl,0 =
1

l+1 + ξα1 + ξ2α2 + . . . + ξrαr . Як видно з рисункiв,
розклади (20) збiгаються в областi 0 < ξ ≤ 1

2ξl,0 , де
ξl,0 близьке до (l+1)−2. Ряди (20) є асимптотичними.

Якщо обмежитися невеликим числом членiв розкла-
ду, то вони дають непоганий опис залежностi енерґiї
вiд параметра екранування, особливо при l 6= 0, що
видно з рисункiв 1а–1в (наближення ξ3 при l = 0, ξ5

при l = 1, ξ7 при l = 2).
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a)
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0,4

0,3

0,2

0,1

0

0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

б)

0,3
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0,1

0
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

в)

Рис. 1. а). Залежнiсть
√
−ε0,0 вiд параметра екранування ξ вiдповiдно до формули (20). Крива з номером r вiдповiдає

наближенню ξr; б). Залежнiсть
√
−ε1,0 вiд параметра екранування. Позначення тi самi, що й на рис. 1а); в). Залежнiсть√

−ε2,0 вiд параметра екранування згiдно з формулою (20). Позначення тi ж, що й на рис. 1а).
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Iнша можливiсть полягає у використаннi резуль-
татiв розрахунку при 1 ≤ s ≤ s0. Оскiльки ξ

(s)
l,0 та

√

−ε
(s)
l,0 є монотонними функцiями параметра s, мож-

на виконати екстраполяцiю результатiв на область
s0 ≤ s < ∞. Покажемо це на прикладi таблицi 2.
Застосуємо апроксимацiю наведених там результатiв
формулами з трьома невiдомими параметрами:

ξ
(s)
0,0 = c

(0)
l,0 +

c
(1)
l,0

s
+

c
(2)
l,0

s2
.

Використовуючи данi таблицi 2, коефiцiєнти c
(i)
l,0 ми

знайшли за методом найменших квадратiв. Екстра-
поляцiя цих виразiв на область великих значень s
дає такi пороговi значення параметрiв екранування:
ξ0,0 = 1.1906, ξ1,0 = 0.2157, ξ2,0 = 0.0860. Цi значення
дуже близькi до знайдених при чисельному розв’язу-
ваннi рiвняння Шрединґера у працi [14].

IV. САМОУЗГОДЖЕНА ФАКТОРИЗАЦIЯ
БАГАТОКРАТНИХ IНТЕҐРАЛIВ:

“ОДНОПАРАМЕТРИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ”

Ще одна можливiсть пов’язана з наближеною фак-
торизацiєю безмежнократних iнтеґралiв. Беручи до
уваги, що спiввiдношення (17)–(19) є точними лише
при s → ∞, можна виконати наближену фактори-
зацiю багатократних iнтеґралiв у них. Справдi, у рiв-
няннi (18) суттєвими є iнтеґрали за параметром tj при
j � 1. Тому лiву частину рiвняння (18) наближено
можна зобразити як однократний iнтеґрал у степенi
s, замiнюючи в ньому “чужi” змiннi t деяким середнiм
значенням τl,0(ξ) i розраховуючи його самоузгодже-
ним чином. У такому наближеннi спектр визначаєть-
ся рiвнянням

1
∫

0

dtβ
(1)
l,0 (t|z(1)

l (ξ)) = 1, (20)

де

β
(1)
l,0 (t|z(1)

l (ξ)) = 2tl{2
√
−εl + ξ(1 + tz

(1)
l (ξ))}−1 (21)

× {2
√
−εl + ξtz

(1)
l (ξ)}l{2

√
−εl + ξz

(1)
l (ξ)}−l;

l ≥ 0, εl ≡ εl,

а параметр τl,0(ξ) — рiвнянням самоузгодження

τl,0(ξ) =

1
∫

0

dt t β
(1)
l,0 (t|z(1)

l (ξ)). (22)

Для спрощення запису тут уведено позначення

z
(1)
l,0 (ξ) = z

(1)
l (ξ) = {1 − τl,0(ξ)}−1 . (23)

Iнтегруючи за змiнною t у формулi (23) i враховую-
чи спiввiдношення (21), одержуємо рiвняння (l+1)-го
степеня для zl(ξ):

[

z
(1)
l (ξ)

](l+1)

+
l

∑

i=0

[

z
(1)
l (ξ)

]i

αl−i
l

{

αlc
i
l+1 − 2ξ−1ci

l(l + i + 1)−1
}

= 0, (24)

у якому αl = 2ξ−1(−εl)
1/2, cm

s = s![m!(s − m)!]−1. Фi-
зичний змiст має дiйсний додатний корiнь цього рiв-
няння:

z
(1)
0 (ξ) = 2ξ−1

{

1 −
√
−ε0

}

,

z
(1)
1 (ξ) = (3ξ)−1

{

1 − 6
√
−ε1 +

(

1 + 6
√
−ε1

)1/2
}

, (25)

z
(1)
2 (ξ) = (15ξ)−1

{

2 − 30x2 + [A(x2)]
1/3

+(4 + 30x2)[A(x2)]
−1/3

}

,

де

A(x2) = 450x2
2 + 90x2 + 8 + 30{60x3

2 + 5x2
2 + 225x4

2}1/2,

(26)

x2 = (−ε2)
1/2. Зi спiввiдношень (26) випливає доцiль-

нiсть пiдстановки

z
(1)
l (ξ) = 2ξ−1yl(xl), xl = (−εl)

1/2. (27)

У рiвняннi для yl(xl) параметр ξ не фiгурує:

yl+1
l (xl) +

l
∑

i=0

yi
l(xl)x

l−i
l {xlc

i
l+1 − ci

l(l + i + 1)−1} = 0.

(28)

Ураховуючи аналiтичнi розв’язки (26) та розв’язую-
чи рiвняння (29) чисельно при l ≥ 3, ми встановили,
що при довiльному значеннi l iснує лише один дiйс-
ний додатний корiнь рiвнянь (25), (29) на iнтервалi
0 ≤ xl ≤ (l+1)−1, а yl(xl) має такi граничнi значення:

yl(0) = (2l + 1)−1, yl([l + 1]−1) = 0. (29)

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

l=0

1

2

3

y
l

-el,0

Рис. 2. Енерґетична залежнiсть параметра yl в “одно-
параметричному” наближеннi.
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Рис. 3. Залежнiсть
√
−ε0,0 вiд параметра екранування.

Крива 1 вiдповiдає формулi (20) з точнiстю до ξ4, крива
2 — розв’язкам рiвняння (32) (див. формулу (34)).

Розв’язки рiвняння (29) зображенi на рисунку 2.
Вони є майже лiнiйними функцiями змiнної xl i при
l ≥ 3 можуть бути апроксимованi виразом

yl(x) ∼= (2l + 1)−1 (30)

× {1− (l + 1)xl + αl − αl[1 − 2xl(l + 1)]2}.

При цьому α3 = 0.0042, α4 = 0.0025 i т. д. Пiдставля-
ючи знайдене z

(1)
l,0 (ξ) у рiвняння (21), одержуємо ал-

ґебраїчне рiвняння, яке визначає залежнiсть (−εl)
1/2

вiд параметра екранування. Як приклад розгляньмо
основний стан (l = 0), енерґiя якого визначається рiв-
нянням

√

−ε0,0 =

(

1 +
ξ

2

)

exp {
√

−ε0,0 − 1} − ξ

2
. (31)

Покладаючи
√−ε0,0 = 0, знаходимо порогове значен-

ня параметра екранування, при якому вiдсутнiй дис-
кретний спектр:

ξ
(1)
0,0 = 2(e − 1)−1 ' 1.16395 . . . . (32)

Це число на 2.5% вiдрiзняється вiд “точного” значення
1.1906, знайденого у працi [14] шляхом чисельного iн-
теґрування рiвняння Шрединґера. Розв’язок рiвнян-
ня (31) з високою точнiстю можна записати такими
двома еквiвалентними розкладами:

√

−ε0,0 = 1 +

6
∑

i=1

(−1)iαiξ
i, (33)

√

−ε0,0 =

6
∑

i=1

δi

[

ξ
(1)
0,0 − ξ

]i

.

При цьому α1 = 1, α2 = 1/6, α3 = 1/18,
α4 = 11/540, α5 = 13/1620, α6 = 5/1512;
δ1 = (e − 1)

2
[2e(e − 2)]

−1
= 0.7560829 . . ., δ2 =

(3 − e)(e − 1)3[8e2(e − 2)3]−1 = 0.0652431 . . ., δ3 =
0.014487 . . ., δ4 = 0.003354 . . ., δ5 = 0.0008398 . . .,

δ6 = 0.0001979 . . . . Легко переконатися, що рiвнян-
ня (31) має ще й “тривiальний” розв’язок

√−ε0 = 1,
а взагалi при довiльних значеннях l iснують розв’яз-
ки

√−εl = (l + 1)−1 при будь-яких значеннях ξ, так
що ξ = 0 є точкою бiфуркацiї. Ми не будемо брати
до уваги розв’язки такого типу, оскiльки вони вiдпо-
вiдають z

(1)
l,0 (ξ) = 0, що не має фiзичного змiсту за

означенням.

ξ

0,0−ε

 0

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

 0.6

 0.4

 0.2

 0.8

a)

3

ξ

l =1

l ,0−ε

2

 0
 0.2  0.25 0.1 0.05 0

 0.5

 0.4

 0.3

 0.2

 0.1

 0.15
б)

Рис. 4. Залежнiсть
√
−εl,0 вiд параметра екранування

для станiв 1s, 2p, 3d, 4f . Пунктирнi кривi вiдповiдають “од-
нопараметричному” наближенню, суцiльнi кривi — “5-па-
раметричному”. Хрестики вiдповiдають результатам чисе-
льного розрахунку працi [14].

На рисунку 3 зображено залежнiсть
√−ε0,0 вiд па-

раметра екранування: крива 1 вiдповiдає теорiї збу-
рень у наближеннi ξ4 (див. ф. (20)), а крива 2 — роз-
кладам (33).

В “однопараметричному” наближеннi функцiя
ω0,0(ρ) має таке зображення:
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ω0,0(ρ) = 2

1
∫

0

dt{2
√
−ε0 + ξz

(1)
0 (ξ)}−1 exp{−ρξtz

(1)
0 (ξ)} = ω0,0(ρ) '

{

2ρ[1 −
√

−ε0,0]
}−1

(34)

×
{

1 − exp[−2ρ(1 −
√

−ε0,0)]
}

.

Як випливає з результатiв чисельного розрахунку,
√−εl є майже лiнiйною функцiєю параметра екранування

ξ, яка на iнтервалi 0 ≤ ξ ≤ ξ
(1)
l змiнюється вiд (l + 1)−1 до нуля (див. рис. 4; пунктирнi кривi).

V. “БАГАТОПАРАМЕТРИЧНЕ” НАБЛИЖЕННЯ: РОЗРАХУНОК ПОРОГОВИХ ЗНАЧЕНЬ ξl,0

ТА ЕНЕРҐЕТИЧНОГО СПЕКТРА

Формули (20)–(23) є “однопараметричним” самоузгодженим наближенням, вони побудованi на iнтеґралах
за одним параметром t. Точнiшi результати одержуємо, якщо s-кратний iнтеґрал (17) наближено зобразити
як двократний iнтеґрал у степенi s/2 або трикратний iнтеґрал у степенi s/3 i т.д. В “m-параметричному”
наближеннi аналогом спiввiдношень (20)–(23) є така система рiвнянь (m = 1, 2, 3, . . .):















1 =
1
∫

0

dt1
1
∫

0

dt2
1
∫

0

. . .
1
∫

0

dtm Γ
(m)
l,0 (t1, t2, . . . , tm|z(m)

l (ξ)),

1 − [z
(m)
l (ξ)]−1 =

1
∫

0

dt1 t1
1
∫

0

dt2
1
∫

0

. . .
1
∫

0

dtmΓ
(m)
l,0 (t1, t2, . . . , tm|z(m)

l (ξ)).

(35)

При цьому z
(m)
l (ξ) ≡ z

(m)
l,0 (ξ), εl ≡ εl,0,

Γ
(1)
l,0 (t1|z(1)

l (ξ)) = β
(1)
l,0 (t1|z(1)

l (ξ)),

Γ
(2)
l,0 (t1, t2|z(2)

l (ξ)) = β
(1)
l,0 (t1|z(2)

l (ξ))β
(2)
l,0 (t2, t1|z(2)

l (ξ)), (36)

Γ
(3)
l,0 (t1, t2, t3|z(3)

l (ξ)) = β
(1)
l,0 (t1|z(3)

l (ξ))β
(2)
l,0 (t2, t1|z(3)

l (ξ))β
(3)
l,0 (t3, t2, t1|z(3)

l (ξ)),

тощо. Функцiя β
(1)
l,0 (t|z(1)

l (ξ)) визначена формулою (22), а функцiї β
(i)
l,0 (ti, . . . , t1|z) при i ≥ 2 задаються таким

алґоритмом:

β
(2)
l,0 (t2, t1|z(2)

l (ξ)) = 2tl2{2
√
−εl + ξ + ξ t2 + ξ t2t1z

(2)
l (ξ)}−1

× {2
√
−εl + ξt2 + ξt2t1z

(2)
l (ξ)}l{2

√
−εl + ξ + ξ t1z

(2)
l (ξ)}−l; (37)

β
(3)
l,0 (t3, t2, t1|z(3)

l (ξ)) = 2tl3{2
√
−εl + ξ + ξ t3 + ξ t2t3 + ξ t3t2t1z

(3)
l (ξ)}−1

× {2
√
−εl + ξ t3 + ξ t2t3 + ξ t2t3t1z

(3)
l (ξ)}l

× {2
√
−εl + ξ + ξ t2 + ξ t2t1z

(3)
l (ξ)}−l, . . . .

Ми проiлюструємо полiпшення точностi результатiв, а також збiжнiсть запропонованої процедури на прикладi
розрахунку порогових значень параметра екранування ξl,0, покладаючи у формулах (36)

√−εl = 0. У цiй

границi z
(m)
l (ξ) ≡ z

(m)
l визначається лише значенням l, а вiд ξ

(m)
l,0 не залежить i є коренем рiвняння

1 − (z
(m)
l )−1 =







1
∫

0

dt1

1
∫

0

dt2 . . .

1
∫

0

dtmγ
(m)
l,0 (t1, t2, . . . , tm|z(m)

l )







−1

×
1

∫

0

dt1t1

1
∫

0

dt2

1
∫

0

dt3 . . .

1
∫

0

dtmγ
(m)
l,0 (t1, t2, . . . , tm|z(m)

l ), (38)

а порогове значення параметра екранування в цьому наближеннi дорiвнює

ξ
(m)
l,0 = 2







1
∫

0

dt1

1
∫

0

dt2 . . .

1
∫

0

dtmγ
(m)
l,0 (t1, . . . , tm|z(m)

l )







1/m

, (39)

де

γ
(m)
l,0 (t1, . . . , tm|z(m)

l ) = {t1t2 · · · tm}2l{1 + t1z
(m)
l }−1{1 + t2 + t2t1z

(m)
l }−1

× . . . × {1 + tm + tmtm−1 + . . . + tmtm−1 · · · t1z(m)
l }−1. (40)
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Z
(m)
l ξ

(m)
l,0

Z
(1)
0 = 1.71828183 ξ

(1)
0,0 = 1.16395341

Z
(2)
0 = 1.64410419 ξ

(2)
0,0 = 1.18426964

Z
(3)
0 = 1.62357975 ξ

(3)
0,0 = 1.18830566

Z
(4)
0 = 1.61796512 ξ

(4)
0,0 = 1.18931048

Z
(5)
0 = 1.61645965 ξ

(5)
0,0 = 1.18966430

Z
(6)
0 = 1.61606152 ξ

(6)
0,0 = 1.18984294

Z
(7)
0 = 1.61595704 ξ

(7)
0,0 = 1.18995749

Z
(8)
0 = 1.61592972 ξ

(8)
0,0 = 1.19004040

Z
(9)
0 = 1.61592259 ξ

(9)
0,0 = 1.19010419

Z
(10)
0 = 1.61592073 ξ

(10)
0,0 = 1.19015506

Z
(11)
0 = 1.61592025 ξ

(11)
0,0 = 1.19019665

Z
(1)
1 = 3.37685394 ξ

(1)
1,0 = 0.197422417

Z
(2)
1 = 3.04787258 ξ

(2)
1,0 = 0.211616247

Z
(3)
1 = 2.87853896 ξ

(3)
1,0 = 0.217777564

Z
(4)
1 = 2.79029649 ξ

(4)
1,0 = 0.220244219

Z
(5)
1 = 2.74397939 ξ

(5)
1,0 = 0.221151234

Z
(6)
1 = 2.71968604 ξ

(6)
1,0 = 0.221424403

Z
(7)
1 = 2.70700131 ξ

(7)
1,0 = 0.221450416

Z
(8)
1 = 2.70041225 ξ

(8)
1,0 = 0.221387771

Z
(9)
1 = 2.69700488 ξ

(9)
1,0 = 0.221299942

Z
(10)
1 = 2.69524882 ξ

(10)
1,0 = 0.221211208

Z
(1)
2 = 5.23006004 ξ

(1)
2,0 = 0.0764809575

Z
(2)
2 = 4.69700901 ξ

(2)
2,0 = 0.0832985994

Z
(3)
2 = 4.34919956 ξ

(3)
2,0 = 0.0876217192

Z
(4)
2 = 4.12613196 ξ

(4)
2,0 = 0.0901084790

Z
(5)
2 = 3.98297356 ξ

(5)
2,0 = 0.0914498539

Z
(6)
2 = 3.89074534 ξ

(6)
2,0 = 0.0921303558

Z
(7)
2 = 3.83119829 ξ

(7)
2,0 = 0.0924450634

Z
(8)
2 = 3.79275092 ξ

(8)
2,0 = 0.0925633794

Z
(9)
2 = 3.76796224 ξ

(9)
2,0 = 0.0925797564

Z
(10)
2 = 3.7520133 ξ

(10)
2,0 = 0.0925458676

Таблиця 3. Залежнiсть параметрiв ξ
(m)
l,0 та z

(m)
l вiд m

(0 ≤ l ≤ 2).

У таблицi 3 наведено розрахованi таким способом
значення параметрiв ξ

(m)
l,0 та z

(m)
l для l = 0, 1, 2, 3. З

таблицi видно, що m = 10 забезпечує точнiсть поряд-
ку 10−4. Уточнення порогових значень для парамет-
ра екранування також можна виконати таким самим
методом, як i результатiв таблицi 2. Так для ξ0,0 отри-
муємо значення 1.19059, що на 2 · 10−5 вiдрiзняється
вiд результату працi [14].

Варто зауважити, що z
(m)
l при досить великих m

близькi до значень, що одержуємо за правилом “зо-
лотого перерiзу” [24, 25]. Справдi, при l = 0 середнє
значення змiнної t на iнтервалi [0,1] можна вибрати
рiвним τ∗

0 = 1
2 (3 −

√
5). Тодi 1 − τ∗

0 = 1
2 (
√

5 − 1), i че-
рез те z∗

0 = (1 − τ∗
0 )−1 = 2(

√
5 − 1)−1 ' 1.6180339 . . ..

Це число близьке до значень z
(m)
0 , якi отримуємо при

самоузгодженому розрахунку при m ≥ 4. Ураховую-
чи, що τl (а також zl) зростають зi збiльшенням l, у
випадку l = 1 вiдрiзок 1 − τ∗

0 знов розiб’ємо на два
вiдповiдно до “золотого перерiзу”, а середнє значення
змiнної t виберемо у виглядi

τ∗
1 = τ∗

0 + τ∗
0 (1 − τ∗

0 ), (41)

чому вiдповiдає

z∗1 = (1 − τ∗
0 )−2 = (z∗0)2 = 2.618033 . . . . (42)

Вiдрiзок (1 − τ∗
0 )2 знову розiб’ємо за правилом “золо-

того перерiзу” i т.д. Так одержуємо спiввiдношення

z∗l = (z∗0)l+1. (43)

Числа z∗l близькi до отриманих значень параметра

z
(m)
l при великих m. Це дозволяє не проводити само-

узгодженого розрахунку параметрiв z
(m)
l , а для всiх

m при заданому l використати тi самi значення пара-
метра zl, наприклад вираз (43), або вибрати z

(10)
l , або

ж числа

z∗l = z∗0 + l, (44)

якi досить близькi до розрахованих z
(m)
l , як це видно

з таблицi 3. Розрахунок ξ
(m)
l,0 за формулою (40) пока-

зує, що в цьому варiантi маємо ще лiпшу збiжнiсть,
тому можна використовувати наближення з меншим
значенням m, а залежнiсть ξl,0 вiд вибраного значен-
ня zl є слабкою. Це iлюструє таблиця 4, у якiй подано
результати розрахунку порогових значень параметра
екранування за формулою (40) при двох заданих зна-
ченнях параметра zl, а саме z

(10)
l та z∗l = z∗0 + l. Для

заданого m їм вiдповiдають значення параметра екра-
нування ξ

(m)
l,0 та ξ

(m)∗
l,0 . Отже, не втрачаючи точностi,

можна обiйтися без самоузгоджених розрахункiв, що
приблизно удвiчi скорочує об’єм обчислень.

Повернiмося до розв’язування систем рiвнянь (35)–
(38). Якщо врахувати явний вираз для β

(1)
l,0 (t|z(m)

l (ξ)),
а також узяти до уваги перше з рiвнянь системи (35),
то друге рiвняння цiєї системи можна зобразити у та-
кому виглядi:
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(yl +
√
−εl)

l+1 =

1
∫

0

dt1 tl1(
√
−εl + t1yl)

l

1
∫

0

dt2β
(2)
l,0 (t2, t1|z(m)

l ) (45)

×
1

∫

0

dt3β
(3)
l,0 (t3, t2, t1|z(m)

l )

1
∫

0

. . .

1
∫

0

dtmβ
(m)
l,0 (tm, . . . , t1|z(m)

l ).

В iнтеґралi за змiнною t1 фiгурують лише
√−εl та

yl = 1
2ξz

(m)
l , а у функцiях β

(2)
l,0 (. . .), . . . , β

(m)
l,0 (. . .) — ще

й параметр екранування ξ. Однак параметри
√−εl та

ξ не є незалежними. Перше з рiвнянь (35) визначає√−εl як деяку функцiю параметра ξ,

√
−εl = fl(ξ). (46)

Нехай корiнь цього рiвняння є ξ∗ ≡ ξ∗(
√−εl). Пiд-

ставляючи його замiсть ξ в рiвняння (46), знаходимо
залежнiсть yl вiд

√−εl. Пiдставляючи знайдене yl у
перше з рiвнянь (35), одержуємо залежнiсть

√−εl вiд
ξ, тобто спiввiдношення (46). Отже, систему рiвнянь
(35) розв’язуємо методом послiдовних наближень, а
в першому наближеннi, замiсть спiввiдношення (46),
використовуємо залежнiсть

√−εl вiд ξ, знайдену в
“однопараметричному” наближеннi. Результати роз-
рахунку

√−εl в наближеннi m = 5 подано на рис.
4а, 4б (суцiльнi кривi) для l = 0, 1, 2, 3. Хрестики вiд-
повiдають результатам чисельного розв’язування рiв-
няння Шрединґера працi [14]. Як випливає iз цих ри-
сункiв, “m-параметричне” наближення дає лiпшi ре-
зультати в околi порогових значень ξ

(m)
l,0 , якi своєю

чергою уточнюють вiдповiднi значення ξ
(1)
l,0 . Ми ап-

роксимували цю залежнiсть виразами типу (34), де

коефiцiєнти розкладiв пiдiбрано за методом наймен-
ших квадратiв:

√

−ε0,0 = 1 +

6
∑

i=1

(−1)iαi(ξ/ξ0,0)
i, (47)

√

−εl,0 =
1

l + 1
− β

(1)
l ξ/ξl,0 −

6
∑

i=2

(−1)iβ
(i)
l (ξ/ξl,0)

i,

l ≥ 1,

де
α1 = 1.19034, α2 = 0.32006, α3 = 0.241148, α4 =

0.184197, α5 = 0.0956536, α6 = 0.0226682;
β

(1)
1 = 0.393561, β

(2)
1 = 0.678865, β

(3)
1 = 3.64717,

β
(4)
1 = 8.32644, β

(5)
1 = 8.58641, β

(6)
1 = 3.32348;

β
(1)
2 = 0.236428, β

(2)
2 = 0.56216, β

(3)
2 = 2.94187,

β
(4)
2 = 6.70712, β

(5)
2 = 6.92138, β

(6)
2 = 2.68219;

β
(1)
3 = 0.172931, β

(2)
3 = 0.4484, β

(3)
3 = 2.37061,

β
(4)
3 = 5.41852, β

(5)
3 = 5.59849, β

(6)
3 = 2.17244.

β
(1)
3 = 2.33951, β

(2)
3 = 291.695, β

(3)
3 = 28896.3, β

(4)
3 =

1.30014 · 106, β
(5)
3 = 2.65486 · 107, β

(6)
3 = 2.03116 · 108.

За знайденими ξl,0 та
√−εl,0 легко розрахувати

хвильовi функцiї вiдповiдних станiв. У наближеннi
(35)

ω
(m)
l,0 (ρ) =

1
∫

0

dt1 . . .

1
∫

0

dtmΓ
(m)
l (t1, t2, . . . , tm|z(m)

l )

× exp
{

−ρ ξtm[1 + tm−1 + tm−1tm−2 + . . . + tm−1 . . . t1z
(m)
l ]

}

, (48)

а нормованi радiальнi функцiї мають таке зображення:

R
(m)
l,0 (ρ) = N

(m)
l,0 (ξ)ρlω

(m)
l,0 (ρ) exp(−

√

−εl,0ρ). (49)

Стала нормування залежить вiд значення параметра екранування i в “m-параметричному” наближеннi до-
рiвнює

N
(m)
l,0 (ξ) = [(2l + 2)!]−1/2







1
∫

0

dt1 . . .

1
∫

0

dtmΓ
(m)
l,0 (t1, . . . , tm|z(m)

l ) (50)

×
1

∫

0

dt′1 . . .

1
∫

0

dt′mΓ
(m)
l,0 (t′1, . . . , t

′
m|z(m)

l )[2
√
−εl + ξtm(1 + tm−1 + . . . + tm−1 . . . t1z

(m)
l )

+ ξt′m(1 + t′m−1 + . . . + t′m−1 . . . t′1z
(m)
l )]−2l−3

}−1/2

.
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m z
(10)
l

z∗l

ξ
(m)
l

ξ
(m)∗
l

m z
(10)
l

z∗l

ξ
(m)
l

ξ
(m)∗
l

l = 0 l = 1

1
1.61592073
1.61803398

1.16395341
1.18962105

1
2.69524882
2.61803398

0.19742241
0.23349487

2
1.61592073
1.61803398

1.18426964
1.18873302

2
2.69524882
2.61803398

0.21161624
0.22921809

3
1.61592073
1.61803398

1.18830566
1.18898467

3
2.69524882
2.61803398

0.21777756
0.22671432

4
1.61592073
1.61803398

1.18931048
1.18930403

4
2.69524882
2.61803398

0.22024421
0.22518467

5
1.61592073
1.61803398

1.18966430
1.18954590

5
2.69524882
2.61803398

0.22115123
0.22419998

7
1.61592073
1.61803398

1.18995749
1.18984572

7
2.69524882
2.61803398

0.22145041
0.22305118

10
1.61592073
1.61803398

1.19015506
1.19007543

10
2.69524882
2.61803398

0.22121120
0.22219397

l = 2 l = 3

1
3.7520133
3.61803398

0.0764809
0.10164622

1
4.8624016
4.61803398

0.0398997
0.05738261

2
3.7520133
3.61803398

0.0832985
0.09917603

2
4.8624016
4.61803398

0.0433297
0.05593891

3
3.7520133
3.61803398

0.0876217
0.09745834

3
4.8624016
4.61803398

0.0459688
0.05484248

4
3.7520133
3.61803398

0.0901084
0.09624792

4
4.8624016
4.61803398

0.0478310
0.05400421

5
3.7520133
3.61803398

0.0914498
0.09538044

5
4.8624016
4.61803398

0.0490656
0.05335868

7
3.7520133
3.61803398

0.0924450
0.09427066

7
4.8624016
4.61803398

0.0503197
0.05246362

10
3.7520133
3.61803398

0.0925458
0.09339050

10
4.8624016
4.61803398

0.0508007
0.05169403

Таблиця 4. Залежнiсть параметрiв ξ
(m)
l,0 та ξ

(m)∗
l,0 вiд m (0 ≤ l ≤ 3).

Щоб одержати якiсну оцiнку ω
(m)
l,0 (ρ), досить ско-

ристатися “однопараметричним” наближенням, у яко-
му

ωl(ρ) =

1
∫

0

dt tl(
√
−εl + tyl)

l(
√
−εl + yl)

−l−1

× exp(−2tρyl). (51)

У границi ξ → 0, коли yl → 0 , маємо кулонiвську
асимптотику, ωl,0(ρ) → 1.
У випадку ξ → ξl,0 , коли

√−εl → 0, а yl → yl(0) =
(2l + 1)−1,

ωl,0(ρ) = y−1
l (0)

{

(2l)!(2ρyl(0))−2l−1 − e−2ρyl(0)

×
l

∑

i=0

(2l)![(2l − i)!]−1(2ρyl(0))−i−1

}

. (52)

Звичайно, при ρ → 0 i в цьому разi ωl,0(ρ) → 1 , але
при ρ � l

ωl,0(ρ) → (2l)!(2ρ)−2l−1(2l + 1)2l+2. (53)

Звiдси випливає, що в околi порогового значення
параметра екранування функцiя Rl,0(ρ) на великих
вiдстанях вiд початку координат має асимптотику
ρ−l−1 exp(−√−εl,0ρ) . Як видно з формули (51), при
ξ = ξl,0 iнтеґрал нормування розбiгається, а вiдпо-
вiдний дискретний рiвень переходить у неперервний
спектр.

Залежнiсть форми радiальних функцiй вiд пара-
метра екранування iлюструє рисунок 5. Тут подано
радiальну густину ймовiрностi для основного стану
(l = 0), розраховану за формулами (49)–(51). Збiль-
шення параметра ξ приводить до розмивання хвильо-
вих функцiй, а також до змiни положення й висоти
максимуму розподiлу.

VI. СТАНИ З ВУЗЛОВИМИ РАДIАЛЬНИМИ
ФУНКЦIЯМИ

Одержанi вище результати легко узагальнити на
k-вузловi радiальнi функцiї. Заданому орбiтальному
квантовому числу l вiдповiдає сiм’я розв’язкiв ωl,k(ρ),
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якi визначають ортогональний набiр вузлових радi-
альних функцiй. Як нульове наближення розв’язку
рiвняння (7) виберiмо полiном k-го порядку з невизна-
ченими коефiцiєнтами, нормований на одиницю при
ρ = 0:

ω
(0)
l,k (ρ) = 1 + α

(1)
l,k ρ + α

(2)
l,k ρ2 + . . . + α

(k)
l,k ρk. (54)

Уведiмо диференцiальний оператор

P̂l,k(ξ) = 1 +
k

∑

i=1

(−1)iα
(i)
l,k

di

dξi
, k ≥ 1, (55)

пов’язаний iз ω
(0)
l,k (ρ) спiввiдношенням

ω
(0)
l,k (ρ) = eξρP̂l,k(ξ)e−ξρ. (56)

Пiдставляючи праву частину рiвностi (57) у рiвнян-
ня (7) i виносячи оператор P̂l,k(ξ) з-пiд знака iнтеґра-
ла, одержимо таке перше наближення:

ω
(1)
l,k (ρ) = P̂l,k(ξ)

1
∫

0

dtFl,k(t|ξ)e−ξρt, (57)

де функцiю Fl,k(t|ξ) отримуємо з формули (15) при
замiнi εl → εl,k. У другому наближеннi

ω
(2)
l,k (ρ) =

{

P̂l,k(ξ)

1
∫

0

dt1Fl,k(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl,k(t2|η + t1ξ)

× exp([−ρt2(η + ξt1)])

}

∣

∣η=ξ

(58)

тощо. Розв ’язок рiвняння (7) у цьому випадку зобра-
жається у виглядi такої границi:

10

0,5

0,3

0,4

5

0,6

0,2

0,1

0
0 15

Рис. 5. Радiальна густина розподiлу ймовiрностi для ос-
новного стану, розрахована за формулами (50)–(52). Кри-
ва 1 вiдповiдає кулонiвському потенцiаловi, крива 2 — па-
раметровi екранування ξ = 0.5, крива 3 — ξ = 0.75, крива
4 — ξ = 1.0, крива 5 — ξ = 1.1.

ωl,k(ρ) = lim
s→∞







P̂l,k(ξ)

1
∫

0

dt1Fl,k(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl,k(t2|η + ξt1) (59)

. . . ×
1

∫

0

dtsFl,k(ts|η + ηts−1 + ηts−1ts−2 + . . . + ηts−1 · · · t2 + ξts−1 · · · t1)

× exp[−tsρη(1 + ts−1 + ts−1ts−2 + . . . + ts−1 · · · t2) − ρξts · · · t1]}|η=ξ .

Коефiцiєнти полiнома (55) знайдемо з умов ортогональностi функцiї Rl,k(ρ) до всiх функцiй iз меншим
числом вузлiв:

(Rl,k, Rl,j) = 0, 0 ≤ j ≤ k − 1. (60)

З умови ωl,k(0) = 1 знаходимо рiвняння, що визначає енерґiю стану:

lim
s→∞







P̂l,k(ξ)

1
∫

0

dt1Fl,k(t1|ξ)
1

∫

0

dt2Fl,k(t2|η + ξt1)

1
∫

0

dt3 . . . (61)

. . . ×
1

∫

0

dtsFl,k(ts|η + ηts−1 + ηts−1ts−2 + . . . + ηts−1 · · · t2 + ξts−1 · · · t1)







|η=ξ

= 1.

Покладаючи в останньому рiвняннi
√−εl,k = 0, одержуємо аналог рiвняння (19), з якого визначаємо порогове

значення параметра екранування для стану з квантовими числами l, k:
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lim
s→∞







2sξ1−sP̂l,kξ−1

1
∫

0

dt1t
2l
1

1 + ξ
η t1

1
∫

0

dt2t
2l
2

1 + t2 + ξ
η t2t1

(62)

×
1

∫

0

. . .

1
∫

0

dts−1t
2l
s−1

1 + ts−1 + . . . + ξ
η ts−1 · · · t1

1
∫

0

dtst
2l
s







|η=ξ=ξl,k

= 1.

Для прикладу наведемо тут явний запис умови ортогональностi для функцiй Rl,1(ρ) та Rl,0(ρ), що визначає

єдиний коефiцiєнт α
(1)
l,1 ≡ αl,1, використовуючи зображення (49) для ωl,0(ρ) :

lim
s→∞







1
∫

0

. . .

1
∫

0

dt1 · · · dtmΓ
(m)
l (t1, . . . , tm|z(m)

l )
[

1 − αl,1
d

dξ

]

×
1

∫

0

· · ·
1

∫

0

dt′1 . . . dt′sFl,1(t
′
1|ξ)Fl,1(t

′
2|η + ξt′1) (63)

. . . × Fl,1(t
′
s|η + ηt′s−1 + . . . + ηt′s−1 · · · t′2 + ξt′s−1 · · · t′1)

×
[

√

−εl,0 +
√

−εl,1 + ηtm[1 + tm−1 + . . . + tm−1 . . . t1z
(m)
l ]

+ ηt′s[1 + t′s−1 + . . . + t′s−1 · · · t′2] + ξt′s · · · t′1
]−2l−3

}

|η=ξ

= 0.

Беручи до уваги рiвняння (35) та (62) i замiнюю-
чи в останньому множнику пiдiнтеґральної функцiї
t1, . . . , t2, а також t′1, . . . , t

′
s середнiм значенням τl, от-

римаємо таку оцiнку:

αl,1 ≈ −(2l + 3)−1 (64)

×
{√

−εl,0 +
√

−εl,1 + 2ξ(zm
l − 1)

}

.

При ξ → 0 звiдси одержуємо кулонiвську границю
α0

l,1 = −(l+1)−1(l+2)−1. Використовуючи вираз (65),
з рiвняння (63) знаходимо оцiнку порогового значен-
ня параметра екранування для станiв з одновузлови-
ми функцiями

ξl,1 ≈ (l + 1)−1(2l + 3)−1. (65)

Як показують числовi розрахунки, при роз’язуван-
нi рiвнянь (62), (63) досить обмежитися iнтеґралами
невисокої кратностi, на вiдмiну вiд станiв з безвузло-
вими функцiями. Таблиця 5 iлюструє збiжнiсть ре-
зультатiв розрахунку ξ0,1, ξ1,1 залежно вiд кратностi
iнтеґралiв s у формулi (63) в наближеннi (65). Для
порiвняння подано також результати працi [14], отри-
манi шляхом чисельного iнтеґрування рiвняння Шре-
динґера.

s 1 2 3 4 5 7 10 [14]

ξ0,1 0.252988 0.303641 0.317866 0.321925 0.323048 0.323431 0.323459 0.3233

ξ1,1 0.072172 0.091724 0.100494 0.105016 0.107453 0.109491 0.110179 0.1127

Таблиця 5. Залежнiсть параметрiв ξ0,1 та ξ1,1 вiд s.

@
@@k
l

0 1 2 3

0 1.1902 0.2212 0.0925 0.0508

1 0.3235 0.1101 0.0581 0.0354

2 0.1394 0.0679 0.0400

3 0.0788 0.0452

Таблиця 6. Пороговi значення параметра екранування для нижнiх енерґетичних рiвнiв.
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У таблицi 6 наведено розрахованi пороговi значення
параметра екранування ξl,k для нижнiх енерґетичних
рiвнiв. Одержанi ξl,k незначно вiдрiзняються вiд ре-
зультатiв працi [14].

VII. ВИСНОВКИ

Методом послiдовних наближень ми одержали точ-
нi розв’язки радiального рiвняння Шрединґера з ек-
ранованим потенцiалом у виглядi безмежнократних
iнтеґралiв за параметром вiд елементарних функцiй
як для станiв iз безвузловими функцiями, що вiдпо-
вiдають найнижчим значенням енерґiї при заданому
орбiтальному числу l, так i для станiв, що описують-
ся радiальними функцiями з довiльним числом вуз-
лiв. Ми розробили методику використання отрима-
них розв’язкiв для наближених розрахункiв спектра
енерґетичних рiвнiв, порогових значень безрозмiрно-
го параметра екранування, якi визначають дiлянки
iснування вiдповiдних станiв, а також для компакт-
ного представлення хвильових функцiй. Ця методика
ґрунтується на обчисленнi iнтеґралiв невисокої крат-
ностi й дає змогу досягати високої точностi при розра-
хунках, що iлюструють таблицi 3–6, а також рисунки
4а, 4б. Так розрахована нами в “5-параметричному”

наближеннi залежнiсть енерґiї рiвнiв вiд параметра
екранування добре узгоджується з результатами чи-
сельного розв’язування рiвняння Шрединґера з працi
[14], а також з результатами iнших робiт, у яких ви-
користано варiацiйний метод, зокрема з результатами
роботи [19] та iн.

Як вiдомо, варiацiйний метод дає змогу розрахо-
вувати з високою точнiстю енерґетичний спектр, але
при цьому, як правило, використовують пробнi хви-
льовi функцiї, якi є не чим iншим, як вiдповiдно моди-
фiкованими розв’язками рiвняння Шрединґера з ку-
лонiвським потенцiалом (див., напр. [19]). Такi функ-
цiї мають некоректну асимптотику на великих вiдста-
нях вiд початку координат. Через це розв’язки радi-
ального рiвняння Шрединґера з екранованим потен-
цiалом дослiдженi значно менше, нiж енерґетичний
спектр цiєї задачi. Наша схема має переваги перед на-
явними методами, оскiльки вона дає змогу в межах
єдиного пiдходу з однаковою точнiстю розраховува-
ти всi характеристики локалiзованих станiв, а мож-
ливiсть уточнення результатiв не викликає сумнiву.
Результати докладного дослiдження особливостей ра-
дiальних функцiй будуть опублiкованi в окремiй пра-
цi.

Цю схему можна застосувати також для iнших по-
тенцiалiв, спорiднених з екранованим.
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LOCALIZED STATES OF THE ELECTRON IN THE SCREENED FIELD: EXACT
SOLUTIONS AND APPROXIMATE CALCULATION ENERGY SPECTRUM

M. V. Vavrukh, N. L. Tyshko, O. M. Stelmakh, R. I. Korytko
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Astrophysics,

8 Kyryla i Mefodija St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The radial functions of the electron bound states in the field of the screened charge are represented in the

form of the parameter integrals of infinite multiplicity. The algebraic equations which determine the energy levels

considered have the analogous form. These exact relations are applied for the approximate calculations of energy

spectrum and critical levels of the screening parameter.
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