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Дослiджено прояви низькоенерґетичної непараболiчностi законiв дисперсiї у фiзичних па-
раметрах (спектрах оптичного поглинання та аномальнiй анiзотропiї ефективних мас) i но-
вих ефектах (формування квазiчастинок нового типу) в шаруватих кристалах In4Se3 та InSe.
Дослiджено вплив зсувних деформацiй та домiшок упровадження на трансформацiю низько-
енерґетичної непараболiчностi в кристалi In4Se3.
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ВСТУП

Як вiдомо, важливою особливiстю сильно анiзо-
тропних кристалiв є суттєва анiзотропiя хiмiчного
зв’язку, яка приводить до анiзотропiї енерґетичного
спектра носiїв, фононiв, потенцiалiв розсiювання i,
вiдповiдно, до анiзотропiї фiзичних властивостей. Од-
нак виявляється, що можлива певна неузгодженiсть
формальних критерiїв анiзотропiї кристала з анiзо-
тропiєю фiзичних параметрiв. З одного боку, ефек-
ти сильної анiзотропiї можуть проявлятись у влас-
тивостях кристалiв, якi взагалi є слабо анiзотропни-
ми утвореннями, якщо в їхнiх комiрках спостерiгаю-
ться просторово витягнутi групи атомiв — “ланцюж-
ки” або “шари”. З iншого боку, в сильно анiзотропних
кристалах можлива реалiзацiя аномальної поведiнки
таких фiзичних параметрiв, як ефективна маса. Як
свiдчать експериментальнi факти, для гексагонально-
го кристала InSe [1, 2], який виявляє фiзичнi власти-
востi, притаманнi шаруватим кристалам, у напрям-
ку слабого зв’язку зафiксовано меншу ефективну ма-
су, нiж у напрямку сильного зв’язку. На нашу думку,
причини такої аномалiї анiзотропiї ефективних мас у
цьому кристалi, яка не корелює з анiзотропiєю його
хiмiчного зв’язку i не характерна для iнших криста-
лiв iз вираженою шаруватою структурою, слiд шу-
кати в складнiй енерґетичнiй структурi розгляданого
кристала, а саме, в наявних у його законi дисперсiї
для електронiв i дiрок компонент хвильового вектора
четвертого степеня з великими коефiцiєнтами [3, 4].
Ця особливiсть закону дисперсiї вже була виявлена
в результатi розрахункiв з перших принципiв зонної
структури [2, 4] як деформованого, так i недеформо-
ваного кристала InSe. Треба вiдзначити, що вперше
такий закон дисперсiї ми одержали для ромбiчного
кристала In4Se3 [5,6]. Щобiльше, дослiдження причин
подiбностi зонних структур кристала In4Se3 (природ-
на непараболiчнiсть) та деформованого кристала β-
InSe (iндукована непараболiчнiсть) в околi основних
екстремумiв шляхом моделювання кристала In4Se3 як

деформованого кристала InSe з вакансiєю привело
нас до важливого висновку, що зонну структуру крис-
тала β-InSe можна розглядати як первiсну до зон-
ної структури In4Se3 [4]. Одержанi закони дисперсiї з
низькоенерґетичною непараболiчнiстю, якi характер-
нi для шаруватого кристала In4Se3, добре пояснюють
виявленi аномалiї в його кiнетичних, пружних та ме-
ханiчних властивостях, а також, як буде показано в
нашiй роботi, особливостi, що проявляються в оптич-
них спектрах. Адже наявна додаткова смуга на краю
власного поглинання кристала In4Se3 [7] не обов’язко-
во повинна мати екситонну чи домiшкову природу, а
може бути пов’язана з пiкоподiбною густиною станiв,
зумовленою нестандартним законом дисперсiї, який
мiстить четвертi степенi компонент хвильового век-
тора.

У цiй статтi, крiм розгляду ефектiв прояву низь-
коенерґетичної непараболiчностi в аномальнiй пове-
дiнцi анiзотропiї ефективних мас для гексагонально-
го кристала β-InSe й аномалiї краю оптичного по-
глинання для кристала In4Se3, ми також дослiдили
вплив зсувних деформацiй на закони дисперсiї для
електронiв та дiрок в околi забороненої зони кристала
In4Se3. Змiни, якi виникають при врахуваннi зсувних
деформацiй, дадуть змогу зрозумiти природу виявле-
них при розрахунках iз перших принципiв трансфор-
мацiй низькоенерґетичної непараболiчностi, виклика-
них iнтеркальованою у вандерваальсiвський простiр
кристала In4Se3 домiшкою. Для цього ж кристала
проаналiзовано можливостi формування квазiчасти-
нок нового типу, якi зумовленi низькоенерґетичною
непараболiчнiстю.

I. АНОМАЛIЯ АНIЗОТРОПIЇ ЕФЕКТИВНИХ
МАС ЯК ПРОЯВ НИЗЬКОЕНЕРҐЕТИЧНОЇ
НЕПАРАБОЛIЧНОСТI В КРИСТАЛI β-InSe

Експериментальнi факти [1, 2], якi вказують на
“аномальну” поведiнку ефективних мас у гексаго-
нальному кристалi InSe, спонукали нас докладно до-
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слiдити його енерґетичний спектр. У зв’язку з цим ми
розрахували зонну структуру як деформованого, так
i недеформованого гексагонального кристала β-InSe
(D4

6h) та з використанням методу найменших квадра-
тiв пiдiбрали таку аналiтичну залежнiсть,

E(k) = A + Bk2 + Ck4, (1)

яка найточнiше описує дисперсiйнi залежностi в око-
лi забороненої зони для основних напрямкiв Г–К, Г–
М, Г–А зони Брiллюена гексагональної системи i вка-
зує на iстотну роль у їх формуваннi компонент хви-
льового вектора четвертого степеня k4 (див. табли-
цю 1). Таке дослiдження дало змогу оцiнити компо-
ненти тензора ефективних мас електронiв i дiрок, якi
наведенi в таблицi 1 (а) i (б). Одержана з перших
принципiв зонна структура кристала представлена в
роботi [4].

напрямок Г–К Г–М Г–А

B(eV) 327.88 116.85 10.51

C(eV) −32720 −6017.45 −151.77

Bparabolic(eV) 265.71 104.51 9.35

α2
(

4
3

)2 4
3

1
m∗c

Γ−(K,M,A)

m0
0.015 0.028 0.0139

a)

напрямок Г–К Г–М Г–А

B(eV) 28.15 −8.13 −11.41

C(eV) −358.98 −169.26 152.49

Bparabolic(eV) −30.85 −9.44 −10.24

α2
(

4
3

)2 4
3

1
m∗v

Γ−(K,M,A)

m0
0.131 0.321 0.0127

б)

Таблиця 1. Параметри закону дисперсiї E(k) = A +

Bk2 + Ck4 для зони провiдностi (а) i валентної зони (б)
в околi точки Г, m∗

Γ−(K,M,A)/m0 = 3.8
`

π

x

´2
α2/Bparabolic,

де x = a для k⊥ i x = c для k‖; Bparabolic оцiнено для
E(k) = A + Bk2.

Як випливає з таблиць, оцiненi ефективнi маси для
Bparabolic (eV) мають найменшi величини в Г–А на-
прямку, тобто в напрямку слабкого зв’язку. Цi ви-
сновки добре узгоджуються з результатами роботи
[3]. Спостережуване в [3] змiщення екстремуму для
γ-InSe в Z–H напрямку пiд тиском, виходячи з на-
шої iнтерпретацiї, є результатом збiльшення вiд’єм-
них коефiцiєнтiв при квадратичних членах компонент
k-вектора i можливого зменшення коефiцiєнтiв при

вищих степенях. Нашi першопринципнi розрахунки
зонної структури [4] для прикладеного тиску також
указують на те, що форма вершини валентної зони
β-InSe, а також γ-InSe [3], стає схожою на форму ва-
лентної зони i зони провiдностi кристала In4Se3 в kx-
напрямку [4]. Отже, ми однозначно вияснили природу
аномальної анiзотропiї ефективних мас для електро-
нiв i дiрок кристала β-InSe, походження якої зумовле-
не наявнiстю в законах дисперсiї четвертих ступенiв
хвильового вектора, тобто непараболiчностi. Встанов-
лена рiзниця мiж анiзотропiєю хiмiчного зв’язку та
анiзотропiєю фiзичних параметрiв приводить нас до
нового розумiння поняття анiзотропiї ефективних мас
у класично шаруватих кристалах.

Слiд також вiдзначити, що закон дисперсiї (1), який
ми одержали в безспiновому випадку [4–6], при вра-
хуваннi спiну не змiнюється. Це зв’язано з тим, що
енерґетичнi стани в загальних точках зони Брiллюе-
на в кристалах iз центром симетрiї [8, 9], до яких на-
лежить кристал In4Se3, подвоюються без їх спiнового
розщеплення.

II. ВПЛИВ ЗСУВНИХ ДЕФОРМАЦIЙ
ТА ДОМIШОК УПРОВАДЖЕННЯ НА

ЗАКОНИ ДИСПЕРСIЇ КРИСТАЛIВ In4Se3

Дослiдження впливу зсувних деформацiй на транс-
формацiю низькоенерґетичної непараболiчностi зон-
ного спектра в околi забороненої зони кристала In4Se3

ми проводили в межах теоретико-групового аналi-
зу в поєднаннi з методом iнварiантiв Пiкуса [10, 11].
Згiдно з цим методом [11], секулярну матрицю, побу-
довану для одержання закону дисперсiї в недефор-
мованому кристалi In4Se3, доповнюємо аналогiчни-
ми симетрiйно-еквiвалентними членами, зв’язаними з
компонентами тензора деформацiї ε̃. Вiдзначимо, що
в межах k · p-моделi взаємодiючих двох пiдзон (вер-
хньої пiдзони валентної зони й нижньої пiдзони зо-
ни провiдностi) можна одержати низькоенерґетичну
непараболiчнiсть закону дисперсiї тiльки в напрямку
kx зони Брiллюена [4], що не узгоджується з нашими
першопринципними розрахунками зонної структури
кристала In4Se3 [4]. Щоб вiдбулося таке узгодження,
ми в [4] розширили до чотирьох кiлькiсть взаємодi-
ючих зон, проте в напрямку kz , як i в обчисленнях
iз перших принципiв, одержуємо параболiчний закон
дисперсiї. Покажемо, що зсувнi деформацiї в моделi
двох взаємодiючих пiдзон i в цьому напрямку можуть
привести до появи низькоенерґетичної непараболiч-
ностi. Це пов’язано з тим, що зсувнi деформацiї εxz

приводять до додаткових членiв у секулярнiй матрицi
i, як наслiдок, до змiщення екстремумiв E(k) в близь-
ке оточення точки Г. У результатi маємо такий закон
дисперсiї [12]:

E±(k) ∼
Eg

2
(2)

±
Eg

2

(

1 +
2b2k4

z

E2
g

+
2(f2ε2

xz − |b|Eg)k
2
z

E2
g

)

.

4604-2



НАСЛIДКИ НИЗЬКОЕНЕРҐЕТИЧНОЇ НЕПАРАБОЛIЧНОСТI ЗАКОНIВ ДИСПЕРСIЇ . . .

Одержанi результати ми використали для iнтерпре-
тацiї змiни низькоенерґетичної непараболiчностi в iн-
теркальованих кристалах In4Se3. Наявнiсть чужорiд-
них атомiв у вандерваальсiвськiй щiлинi в шарува-
тих матерiалах приводить до суттєвого спотворення
структури кристала в околi дефекту та деформацiї
його ґратки в цiлому, а це своєю чергою приводить
до iстотних змiн у зонному спектрi кристала–матрицi.
Пов’язуючи виниклi деформацiйнi ефекти в спектрi
кристала з деформацiями зсуву, можна передбачити

змiни топологiї законiв дисперсiї носiїв заряду з ни-
зькоенерґетичною непараболiчнiстю, зумовленою до-
мiшками впровадження. Це пiдтверджується нашими
першопринципними розрахунками [12]. На рис. 1 на-
ведено розрахованi з перших принципiв у надкомiр-
ковому наближеннi зоннi спектри кристала In4Se3,
iнтеркальованого домiшками мiдi з концентрацiями
∼3.57% (елементарна комiрка мiстить 29 атомiв, (а))
та ∼1.79% (модель надкомiрки 1×1×2 In4Se3:Cu, (б)).

Е
н
е

р
гі

я
(е

В
)

a)

Е
н
е

р
гі

я
(е

В
)

б)

Рис. 1. Зонний спектр In4Se3:Cu при концентрацiї мiдi 3.57% (а) i концентрацiї мiдi 1.79% (б).

Як випливає iз цих результатiв, вiдбувається суттєва
змiна топологiї енерґетичного спектра в околi точки
Г, яка проявляється у трансформацiї непараболiчнос-
тi й у змiнi енерґетичного положення додаткової до-
лини в напрямку Г–Z. При концентрацiї домiшки мiдi,
рiвнiй 3.57%, наявне перекриття станiв зони провiд-

ностi та валентної зони в околi забороненої зони, що
приводить до появи металiчних властивостей системи
згiдно з результатами експериментальних робiт [13].
Отже, з одержаних результатiв ab initio дослiджень
iнтеркальованого мiддю In4Se3 можна робити виснов-
ки про те, що iстотнi деформацiї локальної структури
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дефекту при введеннi в мiжшаровий простiр кристала
домiшки Cu є основною причиною змiни низькоенер-
ґетичної непараболiчностi в iнтеркальованому мате-
рiалi.

III. ВПЛИВ НИЗЬКОЕНЕРҐЕТИЧНОЇ
НЕПАРАБОЛIЧНОСТI НА ОПТИЧНI

ПАРАМЕТРИ КРИСТАЛА In4Se3

Як вiдомо, спектри поглинання та вiдбивання для
кристалiв InSe та In4Se3 характеризуються складною
й сильно поляризованою структурою. Для In4Se3 ви-
явлено додаткове поглинання у виглядi смуги з рiзко
вираженим максимумом при енерґiї 0.72–0.74 еВ [7],
природа якого до кiнця залишилася не виясненою.
Не вiдкидаючи екситонної природи пiкiв, яка очевид-
на, особливо для кристала InSe, не можна iгнорувати
вплив низькоенерґетичної непараболiчностi та пiко-
подiбної густини станiв на форму та положення цих
пiкiв. Оскiльки iнтенсивнiсть пiкiв сильно залежить
вiд взаємного розташування енерґiї зон i, вiдповiдно,

вiд форми зон, а також визначається комбiнованою
густиною станiв, то слiд очiкувати, що оптичнi ха-
рактеристики для кристала In4Se3 будуть виявляти
особливостi завдяки нестандартним дисперсiйним за-
лежностям в околi забороненої зони.

На рис. 2 представленi проведенi ab initio розрахун-
ки уявної частини дiелектричної проникностi ε2(E)
для кристала In4Se3 для рiзних напрямкiв поляриза-
цiї свiтла. Як видно, одержанi спектри ε2(E) вияв-
ляють структуру з незначними осциляцiями пiкiв в
областi енерґiй ∼1–7.5 еВ, що в основному корелює
з експериментальними даними. При поляризацiї свiт-
ла E||a в напрямку слабкого зв’язку одержано iнтен-
сивний пiк на краю зони. Ця особливiсть пояснюєть-
ся пiкоподiбною густиною станiв, яка реалiзується в
кристалi In4Se3 завдяки низькоенерґетичнiй непара-
болiчностi закону дисперсiї. Як ми дослiдили в робо-
тах [6,14], при енерґiях, де переважають четвертi сте-
пенi, функцiя густини станiв спадає за законом E−

1
4

для спiввiдношення параметрiв, що вiдповiдають ре-
альному законовi дисперсiї для кристала In4Se3.

Рис. 2. Залежнiсть уявної частини дiелектричної проникностi ε2(E) вiд енерґiї для кристала In4Se3.

IV. МОЖЛИВIСТЬ РЕАЛIЗАЦIЇ
СТАЦIОНАРНИХ СОЛIТОНIВ

У КРИСТАЛI In4Se3

Традицiйно солiтони у фiзицi конденсованого ста-
ну вивчали на основi нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь iз просторовими похiдними другого порядку. У
цiй статтi ми показали, що завдяки незвичайному за-
коновi дисперсiї (1) у кристалi In4Se3 в наближеннi
ефективних мас iз урахуванням електрон-фононної
взаємодiї в межах довгохвильового наближення мож-
на одержати нелiнiйне рiвняння Шрединґера з прос-
торовими похiдними четвертого порядку

−Bi

∂2ϕ(x)

∂x2
+ Ci

∂4ϕ(x)

∂x4
+ G|ϕ(x)|2ϕ(x) = εϕ(x), (3)

розв’язком якого можуть бути при певних пара-
метрах закону дисперсiї вiдокремленi просторово-

локалiзованi збудження — солiтони. Параметр G =
σ2

λa3 описуватиме нелiнiйнiсть середовища. Вибираю-
чи пробну функцiю, яку вперше отримано в робо-
тi [15], а потiм використав Косевич у [16], у виглядi

ϕ(x) = A
sh(κx)

ch2(κx)
(4)

i пiдставляючи її у (3), легко бачити, що це рiв-

няння має розв’язок, якщо ε = 11
100

B2
i

Ci
, κ =

√

−Bi

10Ci
,

A =
√

6
5

B2
i

CiG
. Аналiз функцiї (4) для рiзних Bi i Ci, якi

є параметрами закону дисперсiї (1) i значення яких
наведенi в роботах [6,14], показує, що ця функцiя (4)
має гострий пiк i швидко спадає при великих значен-
нях x (рис. 3). Отже, її вигляд визначається власти-
востями закону дисперсiї. Експериментально солiто-
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ни можуть проявитися в явищах iндукованого випро-
мiнювання або спектрах фотопоглинання при певних
значеннях енерґiї.

Рис. 3. Функцiя ϕ(x) для рiзних параметрiв Bi i Ci за-
кону дисперсiї (1) для кристала In4Se3 1) — B1 = −5.7 eV,
C1 = 479.8 eV ; 2) — B2 = −13 eV, C2 = 888.0 eV ; 3) —
B3 = −3.1 eV, C3 = 2957.0 eV .

V. ВИСНОВКИ

Однозначно встановлено природу аномалiї анiзо-
тропiї ефективних мас у кристалi InSe та аномалiї
краю оптичного поглинання в кристалi In4Se3, яка
обумовлена наявнiстю в законi дисперсiї для елект-
ронiв i дiрок компонент хвильового вектора четвер-
того степеня. Показано, що зсувнi деформацiї iстот-
но впливають на трансформацiю низькоенерґетич-
ної непараболiчностi в кристалi In4Se3 з неоднорiд-
ним зв’язком. Цi результати добре пояснюють тi змi-
ни низькоенерґетичної непараболiчностi, якi виплива-
ють iз першопринципних дослiджень, в iнтеркальова-
них кристалах In4Se3. Вiдзначено, що суттєвi дефор-
мацiї локальної структури дефекту та утворення “ко-
валентних мiсткiв” при введеннi в мiжшаровий прос-
тiр кристала домiшки Cu є основною причиною змiни
низькоенерґетичної непараболiчностi в iнтеркальова-
ному матерiалi. Показано, що в кристалi In4Se3 при
певних спiввiдношеннях параметрiв закону дисперсiї
можуть реалiзуватись особливi квазiчастинки — солi-
тони, зумовленi низькоенерґетичною непараболiчнiс-
тю в законi дисперсiї для носiїв заряду.
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CONSEQUENCES OF LOW-ENERGY NON-PARABOLICITY
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The effects of low-energy non-parabolicity are studied in the anomalous behavior of the effective mass
anisotropy in a hexagonal β-InSe and in the anomaly of the optical absorption edge of an orthorhombic In4Se3

crystal. The influence of shear strains on the dispersion laws of electrons and holes in the vicinity of band gap
of the In4Se3 crystal is studied. In the framework of two-interacting-band k · p-approach it is established that
the shear deformations εxz shift the extrema of E(k) into the close vicinity of Γ-point leading to the low-energy
non-parabolicity in kz-direction. The changes which appear due to accounting for the shear deformations allow
one to understand the nature of the ab initio observed transformations of low-energy non-parabolicity induced by
an impurity intercalated into the van der Waals space of the In4Se3 crystal. For the latter crystal possibilities of
a new-type quasiparticles formation caused by low-energy non-parabolicity are analyzed.
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