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Показано, що викривлення поверхнi нематичного прошарку призводять до нестiйкостi сис-
теми щодо поворотних деформацiй директора. Знайдено умови, за яких у нематичному про-
шарку виникають поворотнi деформацiї, та побудовано фазову дiаграму, що визначає стiйкий
та нестiйкий стани системи щодо обертальних деформацiй.
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ВСТУП

Незважаючи на серйознi успiхи у вивченнi рiдких
кристалiв, такi системи залишаються важливим пред-
метом багатьох дослiджень. Завдяки надзвичайнiй
сприйнятливостi рiдких кристалiв до зовнiшнiх збу-
рень навiть незначнi впливи ззовнi можуть приводи-
ти до цiкавих ефектiв. Останнiм часом зусилля на-
уковцiв спрямованi на вивчення рiзноманiтних змi-
шаних систем, таких, наприклад, як рiдкi кристали
з домiшками (мiкроскопiчними та макроскопiчними,
ферочастинками, тощо — див., наприклад, [1–14]), а
також систем, що мiстять топологiчнi дефекти (на-
приклад, [15–21]). Крiм зацiкавлення системами змi-
шаного типу та неiдеальними системи, особливу ува-
гу привертають системи зi спецiальною формою зраз-
ка та суттєво неоднорiдною енерґiєю взаємодiї рiд-
кого кристала з обмежувальними поверхнями (див.,
наприклад, [22–26]). Причин появи таких нерiвностей
можуть бути рiзними. Доцiльно видiлити два основнi
випадки: поява нерiвностей унаслiдок недосконалос-
тi технологiї виготовлення плiвок та створення плi-
вок зi спецiальним типом неоднорiдностi поверхнi для
реалiзацiї необхiдних властивостей. В обох випадках
доконечним є ґрунтовне теоретичне дослiдження для
прогнозування властивостей плiвок i визначення сту-
пеня впливу неоднорiдностi поверхнi на властивостi
системи.

Тут показано, що неоднорiднiсть поверхнi, яка об-
межує плiвку, може призводити до втрати нематич-
ною системою стiйкостi щодо виникнення оберталь-
них деформацiй. Вiдразу зазначимо, що аналогiчну
задачу у статтi [27] розв’язували для поверхнi з неод-
норiдностями спецiального типу (профiль неоднорiд-
ностi поверхнi визначався синусоїдальною залежнiс-
тю). На вiдмiну вiд зазначеної працi, ми дослiджуємо
загальнiший випадок. Як i в статтi [27], ми викорис-
тали теорiю еластичностi (див., наприклад, [28]) та
метод оптимiзацiї пробної функцiї.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядаємо нематичну плiвку товщини D з рiв-
ною нижньою поверхнею та неоднорiдною верхньою.

У цьому сенсi D визначає середню товщину плiвки.
Профiль неоднорiдностi верхньої поверхнi задаємо че-
рез функцiю f(x), де через x позначена координата в
напрямку вздовж плiвки. Отже, межi поверхонь, що
обмежують плiвку, визначаються спiввiдношеннями
z = 0 та z = D+f(x), причому вважаємо, що для всiх
значень x маємо |f(x)| � D. Формально це означає,
що неоднорiдностi поверхнi є слабкими. Крiм того,
будемо вважати функцiю f(x) досить плавною i перi-
одичною з перiодом L. Перiодичнiсть функцiї можна
розглядати як наявнiсть у профiлi неоднорiдностi по-
верхнi деформацiй iз типовим масштабом розмiру L
(рис. 1). Крiм того, функцiя f(x), аби бути гладкою
на всiй областi визначеностi, має задовольняти спiв-
вiдношення f(0) = f(L) та f ′(0) = f ′(L) = 0. Остання
з цих двох умов дає обмеження на спосiб вибору по-
чатку координат по осi x.

Рис. 1. Нематична плiвка з неоднорiдною поверхнею.

Будемо вважати, що зв’язок директора n(r) з ниж-
ньою рiвною поверхнею є жорстким (директор орi-
єнтований уздовж поверхнi). Тодi повна деформацiй-
на енергiя системи (див., наприклад, [28, 29]) плiвки
складається з об’ємної енерґiї (в одноконстантному
наближеннi)

Fb =
K

2

∫ (
(∇ · n)2 + (∇× n)2

)
dV (1)

та енерґiї взаємодiї нематичної матрицi з верхньою
поверхнею (у формi потенцiалу типу Рапiнi [30])

Fs =
W

2

∫
(s · n)2 dS, (2)
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де через s позначено вектор нормалi до неоднорiдної
поверхнi, а W — енерґiя зв’язку нематика з повер-
хнею. Перший iнтеґрал беремо за об’ємом зразка, а
другий — за неоднорiдною поверхнею плiвки.

Орiєнтацiю директора у просторi описуємо кута-
ми α (кут вiдхилення директора вiд горизонталi) та
φ (кут повороту в площинi плiвки), як показано на
рис. 1. Отже, на нижнiй поверхнi маємо α = 0 та
φ = 0.

Дослiджуємо умови, за яких у системi може виник-
нути розподiл, при якому азимутальний кут φ усере-
динi плiвки стає вiдмiнним вiд нуля. Для цього роз-
гляньмо пробну функцiю для полярного кута α у ви-
глядi:

α(x, z) = Bf ′(x) sh(λz)/ sh(λD), (3)

де λ та B є оптимiзацiйними параметрами. Пробну
функцiю вибирали з тих мiркувань, аби на неодно-
рiднiй поверхнi кут вiдхилення директора визначав-
ся профiлем неоднорiдностi поверхнi: α(x, z = D) =
Bf ′(x). У випадку f(x) ∼ sin(2πx/L) отримуємо мо-
дель, розглянуту в роботi [27]. Для дослiдження стiй-
костi системи щодо деформацiй повороту покладiмо
φ = φ0z/D, де параметр φ0 вважаємо малим. Оче-
видно, на межi стiйкостi вiн має дорiвнювати нуле-
вi. Далi розраховуємо вираз для повної деформацiй-
ної енерґiї системи (враховуючи плавнiсть та малiсть
неоднорiдностi поверхнi, всi iнтеґрали за змiнного z
розраховуємо в межах вiд 0 до D) i розкладаємо йо-
го в ряд до квадратичних доданкiв за φ0, при цьо-
му лiнiйних за φ0 доданкiв цей вираз не мiститиме:
F ≈ F{φ0 = 0} + φ2

0∆F . Параметри λ та B знаходи-
мо, мiнiмiзуючи вираз для F{φ0 = 0}, а за доданком
∆F визначаємо стiйкiсть системи до обертальних де-
формацiй: для стiйкої фази ∆F > 0.

МЕЖА СТIЙКОСТI Й ФАЗОВА ДIАГРАМА

Виконавши означенi вище процедури, отримуємо
для параметрiв розподiлу

λ =
√

I2/I1, (4)

B =
W
√

I1

W
√

I1 + K
√

I2

, (5)

де параметри Ik (k = 1, 2) визначаються профiлем не-
однорiдностi поверхнi через спiввiдношення (k = 1, 2):

Ik =
∫ L

0

(
f(x)(k)

)2

dx. (6)

Зазначенi параметри неявно залежать вiд парамет-
ра L, що не дуже зручно для практичного аналi-
зу. Тому доцiльнiше перейти до iнтеґрування за без-
розмiрною змiнною, скориставшись представленням
f(x) ≡ g(x/L). Тодi легко отримуємо (k = 1, 2):

Ik =
ik

L2k−1
, (7)

ik =
∫ 1

0

(
g(t)(k)

)2

dt. (8)

При цьому повна енерґiя системи (при φ0 = 0) визна-
чатиметься виразом

F =
K
√

i1i2

2L
(
L + K

W

√
i2/i1

) . (9)

Для доданка ∆F , пов’язаного з можливими оберталь-
ними деформацiями, маємо

∆F =
K

2

( L

D
−

√
i1i2

L(L + K
W

√
i2/i1)

)
. (10)

Умова нестiйкостi ∆F < 0 системи зводиться до спiв-
вiдношення

K

W
<

i1D

L2
− L

√
i1
i2

. (11)

Iз цього виразу випливає декiлька важливих наслiд-
кiв.

Рис. 2. Фазова дiаграма системи: X = 1
L

q
WDi1

K
i

Y = 1
L2

q
KDi2

W
.

По-перше, якщо є спiввiдношення

L > LC = 3
√

D
√

i1i2, (12)

у системi взагалi не може бути обертальних деформа-
цiй (при W > 0). Зв’язок мiж критичним значенням
LC та товщиною плiвки D має скейлiнґовий вигляд
LC ∼ D1/3. З фiзичного погляду, умова (12) означає,
що в системi iснує обмеження на характерний розмiр
(довжину) дiлянки неоднорiдностi поверхнi: якщо ха-
рактерний розмiр дiлянки неоднорiдностi перевищує
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зазначене критичне значення, обертальнi деформацiї
в системi неможливi.

По-друге, навiть якщо умова (12) не виконується,
деформацiї можливi лише при

W > WC =
KL2

√
i2/i1

D
√

i1i2 − L3
. (13)

Якщо ввести позначення

X =
1
L

√
WDi1

K
(14)

Y =
1
L2

√
KDi2

W
, (15)

пов’язанi з iнтеґралами вiд похiдних для функцiї про-
фiлю поверхнi, то в нових позначеннях отримаємо
умову на iснування в системi обертальних деформа-
цiй:

Y X2 −X − Y > 0. (16)

На рис. 2 показана фазова дiаграма в термiнах
X та Y . Фазова дiаграма дає уявлення про можли-
вi стани системи через узагальненi параметри, пов’я-
занi з лiнiйними розмiрами комiрки в нетривiальний
спосiб. Для оцiнки того, як спiввiдношення парамет-
рiв L та D впливають на стiйкiсть системи до обер-
тальних деформацiй, лiпше використовувати спiввiд-
ношення (11)–(13). Наприклад, за умови, що товщи-
на плiвки становить D = 100 мкм i профiль неодно-
рiдностi f(x) = cos(2πnx/L) з амплiтудою неоднорiд-
ностi 1 мкм, критичний розмiр LC становить близько

LC ≈ 23.15 · n. Тобто для n = 1 ця величина є бли-
зькою до 23 мкм. При цьому характерний розмiр не-
однорiдностей поверхнi становить близько L/n, через
що величина 23 мкм є характерною довжиною “моди”
неоднорiдностi поверхнi. Критичне значення для роз-
мiрiв неоднорiдностей LC становить близько 100 мкм
для значення амплiтуди функцiї профiлю неоднорiд-
ностей 9 мкм, тобто для f(x) = 9 cos(2πnx/L). Слiд
також мати на увазi, що тут йдеться про максимально
можливi розмiри неоднорiдностей поверхнi, що, влас-
не кажучи, не означає наявностi обертальних дефор-
мацiй у нематику. Для таких деформацiй необхiдно,
аби виконувалася ще й умова (13) для енерґiї зв’язку.
При цьому маємо спiввiдношення

WC ∼ 1
LC − L

, (17)

що означає збiльшення критичної енерґiї до нескiн-
ченностi при наближеннi розмiрiв дiлянки неоднорiд-
ностi поверхнi до критичного значення.

ВИСНОВКИ

Отже, неоднорiднiсть поверхнi в нематичнiй плiвцi
може призводити до нестiйкостi системи щодо обер-
тальних деформацiй. Доконечною умовою виникнен-
ня деформацiй є неперевищення перiоду функцiї про-
фiлю неоднорiдностi поверхнi критичного значення
LC (визначається спiввiдношенням (12)). Деформацiї
виникають у системах, для яких енерґiя взаємодiї з
неоднорiдною поверхнею перевищує критичне значен-
ня WC (спiввiдношення (13)).
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It is shown that surface curvature in the nematic layer causes some instability of the system toward rotational
deformations of the director. We find conditions for rotational deformations to appear and propose a phase diagram
for the system to determine its stable and unstable states.
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