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Методом функцiй Ґрiна дослiджено вплив електрон-фононної взаємодiї на положення дна
основної енерґетичної зони електрона у плоскiй квантовiй ямi скiнченої глибини. На прикладi
наноплiвки напiвпровiдникого кристала β-HgS, розмiщеного в напiвпровiдниковому середови-
щi β-CdS, обчислено енерґiю зв’язку полярона при рiзних значеннях товщини плiвки. Пока-
зано, що, за винятком дуже тонких плiвок, актуальною є взаємодiя станiв основної зони з
просторово обмеженими фононами за участi збуджених станiв iз дискретної частини енерґе-
тичного спектра електрона.
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I. ВСТУП

Квазiдвовимiрнi (Q2D) напiвпровiдниковi структу-
ри — квантовi ями (КЯ), гетероструктури та супер-
ґратки — мають ряд унiкальних властивостей, що дає
змогу створити на їх основi швидкодiючi транзисто-
ри, електрооптичних перемикачi, приймачi та джере-
ла випромiнювання, а також прилади спiнтронiки [1].

Фiзика низьковимiрних структур зазнала бурхли-
вого розвитку у зв’язку з новими можливостями,
що з’явилися внаслiдок упровадження технологiй
одержання надзвичайно тонких шарiв контактуючих
кристалiв. Важливою причиною наукового зацiкав-
лення названими структурами є також створення но-
вiтнiх ефективних теоретичних моделей, якi поясню-
ють спостережуванi або прогнозують новi явища, по-
в’язанi з особливостями руху квазiчастинок та їх взає-
модiї, спричинених наявнiстю просторових обмежень.

Багато властивостей напiвпровiдникових Q2D-
структур пов’язано з особливостями взаємодiї їхнiх
електронної та фононної систем [2–11]. Наявнiсть пло-
щин гетеропереходiв суттєво змiнює фононний спектр
таких структур порiвняно з тривимiрними системами.
Тому коректне врахування електрон-фононної взає-
модiї у випадку КЯ, створеної на основi напiвпровiд-
никової гетеропари, потребує розгляду взаємодiї елек-
тронiв з усiма можливими типами коливань атомiв
[2–6].

Урахування взаємодiї електронних станiв iз по-
ляризацiйними оптичними коливаннями в наноге-
теросистемах можливе в межах теорiї збурень або
варiацiйного методу Лi–Лоу–Пайнса. Такi пiдходи
дозволяють коректно обчислити енерґiю зв’язаного
електрон-коливного стану (полярона) в КЯ, створе-
нiй на основi напiвпровiдникових гетероструктур. Зо-
крема, у роботах [5, 6] в наближеннi другого порядку
теорiї збурень розраховано енерґiю полярона в нано-
плiвцi — плоскiй одиночнiй КЯ на основi гетеропари
GaAs/AlxGa1−xAs, а також дослiджено її залежнiсть
вiд ширини ями. Автори [6] методами теорiї збурень
вперше розраховували енерґiю зв’язку та ефективну

масу полярона з урахуванням усiх — дискретних у КЯ
i континуальних у надбар’єрнiй областi енерґетично-
го спектра — промiжних електронних станiв, а також
усiх оптичних фононних мод, що з ними взаємодiють.
Проаналiзували також внесок кожної фононної моди
у величини енерґiї зв’язку та ефективної маси поля-
рона при рiзних значеннях ширини КЯ.

Автори [11] у межах теорiї збурень та методу Лi–
Лоу–Пайнса вперше дослiдили залежнiсть енерґiї вiд
квазiiмпульсу полярона у плоских наногетеросисте-
мах iз КЯ скiнченої та нескiнченної глибини.

Проте названi методи мають обмежену спромож-
нiсть щодо систем iз промiжним та сильним електрон-
фононним зв’язком [12]. Унiверсальнiшим щодо роз-
рахунку енерґiї зв’язку полярона та дослiдження її
залежностi вiд хвильового вектора й температури T
є метод функцiй Ґрiна [10, 13].

У цiй статтi наведено результати застосування ме-
тоду функцiй Ґрiна для розрахунку енерґiї зв’язку
полярона у випадку плоскої наногетеросистеми з КЯ
скiнченої глибини (наноплiвки). Розрахунок здiйсне-
но для тонкого шару напiвпровiдника β-HgS, умiще-
ного в напiвпровiдникове середовище β-CdS. Наносис-
теми на основi напiвпровiдникових гетероструктур β-
HgS/β-CdS одержанi методом йонного замiщення [14]
i цiкавi тим, що вони мають близькi значення ста-
лих ґратки та дiелектричних проникностей їхнiх ком-
понент. Матерiал iз областi КЯ такої гетеропари ха-
рактеризується значно бiльшою величиною констан-
ти електрон-фононної взаємодiї, анiж дослiджуванi в
роботах [5, 6] структури GaAs/AlxGa1−xAs (0.139 для
β-HgS проти значення 0.068 для GaAs [15]).

Отримано аналiтичний вигляд функцiй електрон-
фононного зв’язку з просторово обмеженими фонона-
ми, якi можна використати для розв’язування задач
теорiї електрон-фононної взаємодiї в наногетеросис-
темах з КЯ скiнченої глибини.

За умови вiдсутностi зовнiшнiх полiв та T = 0 об-
числено енерґiю зв’язку полярона як функцiю товщи-
ни наноплiвки. Проаналiзовано парцiальнi внески всiх
промiжних електронних станiв iз дискретної й конти-
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нуальної дiлянок спектра в енерґiю зв’язку полярона,
утвореного взаємодiєю з поздовжньою гiлкою просто-
рово обмежених поляризацiйних оптичних фононiв, а
також їх залежнiсть вiд товщини плiвки a. Показано,
що при a > 50 нм для розрахунку енерґiї зв’язку прос-
торово обмеженого полярона необхiдно враховувати
всi стани з дискретної частини енерґетичного спект-
ра електрона.

II. ГАМIЛЬТОНIАН СИСТЕМИ

Розглянуто електрон, що майже вiльно рухається
всерединi КЯ, утвореної двома послiдовними гетеро-
переходами, розмiщеними у площинах z = ±a/2 де-
картової системи координат. У не дуже тонких плiв-
ках на основi структур GaAs/AlxGa1−xAs, що мають
значення параметра ґратки й константи електрон-
фононного зв’язку, сумiрнi з вiдповiдними параметра-
ми дослiджуваної системи, найбiльший внесок у вели-
чину енерґiї зв’язку полярона дають просторово обме-
женi фонони [6]. Тому в цiй роботi розглянуто взаємо-
дiю електрона виключно з поляризацiйними оптични-
ми коливаннями атомiв типу просторово обмежених
фононних мод. Унаслiдок малої рiзницi сталих ґрат-
ки не взято до уваги також взаємодiю електрона зi
своїм дзеркальним вiдображенням [16].

Стацiонарнi стани системи електронiв, що взаємодi-
ють iз фононами у кристалi, описано гамiльтонiаном

Ĥ = Ĥe + Ĥph + Ĥe−ph. (1)

Першим доданком тут є гамiльтонiан

Ĥe = −
~

2∇2
‖

2m‖
− ~

2

2

∂

∂z

1

m⊥(z)

∂

∂z
+ V (z) (2)

електрона у станi з хвильовим вектором k = (k‖, k⊥),
що майже вiльно рухається в потенцiальному полi ти-
пу прямокутної КЯ скiнченої глибини V0. Тут

V (z) =

{

0
V0,

m⊥ =

{

m0, |z| ≤ a/2;
m1, |z| > a/2.

Згiдно з правилом Андерсона [17], висоту потенцiаль-
ного бар’єра для електрона V0 = χc 0−χc1 визначаємо
рiзницею спорiдненостей до електрона χcl матерiалiв
КЯ (плiвки, l = 0) та бар’єрного шару (зовнiшнього
середовища, l = 1).

Власнi значення i власнi функцiї гамiльтонiана (2)
подано [6] у виглядi

Ek = Ek‖
+ Ek⊥

та

Ψk(x, y, z) ≡ Ψk(ρ, z) = φk‖
(ρ)ψk⊥

(z).

Енерґiя поперечного руху Ek⊥
може набувати зна-

чень iз дискретної множини {En < V0}, що задоволь-
няють рiвняння

tg

(

a

2

√
2m0En

~

)

=

√

m0(V0 −En)

m1En
(3)

при непарних n та

ctg

(

a

2

√
2m0En

~

)

= −
√

m0(V0 −En)

m1En
(4)

при парних n, або з континуальної областi спектра
(Ek⊥

> V0).

Енерґетичним рiвням з непарними номерами вiдповiдають симетричнi

ψn(z) =
Cn√
a







cos(k0nz), |z| ≤ a/2;

cos(k0na/2) exp[−k1n(|z| − a/2)], |z| > a/2,
(5)

а з парними номерами — антисиметричнi хвильовi функцiї

ψn(z) =
Cn√
a







sin(k0nz), |z| ≤ a/2;

sign(z) sin(k0na/2) exp(−k1n(|z| − a/2)), |z| > a/2
(6)

з вiдповiдними нормуючими множниками

Cn =
√

2































√

k0na

k0na+ sin(k0na) + 2k0n cos2(k0na)/k1n
, n = 1, 3, 5, . . . ;

√

k0na

k0na− sin(k0na) + 2k0n sin2(k0na)/k1n

, n = 2, 4, 6, . . . ,

(7)

де k0n =
√

2m0En/~, k1n =
√

2m1(V0 −En)/~.
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Континуальна область енерґетичного спектра також подiляється на стани з симетричними

ψS
k⊥

(z) =
CS√
L







cos(k0⊥z), |z| ≤ a/2;

cos(k0⊥a/2) cos[k1n(|z| − a/2)] − ξ−1 sin(k0⊥a/2) sin[k1n(|z| − a/2)], |z| > a/2
(8)

та антисиметричними

ψA
k⊥

(z) =
CA√
L







sin(k0⊥z), |z| ≤ −a/2;

sign(z){sin(k0⊥a/2) cos[k1n(|z| − a/2)] + ξ−1 cos(k0⊥a/2) sin[k1n(|z| − a/2)]}, |z| > a/2
(9)

хвильовими функцiями [6] з вiдповiдними нормуючими множниками

CS =

{

1

2
[cos2(k0⊥a/2) + ξ−2 sin2(k0⊥a/2)]

}−1/2

(10)

або

CA =

{

1

2
[sin2(k0⊥a/2) + ξ−2 cos2(k0⊥a/2)]

}−1/2

, (11)

де k0⊥ =
√

2m0Ek⊥
/~, k1⊥ =

√

2m1(Ek⊥
− V0)/~

— вiдповiднi поперечнi квазiiмпульси, а
ξ = m0k1⊥/m1k0⊥.

Рух електрона у площинi КЯ вважається майже вi-
льним з енерґiєю

Ek‖
=

~
2k2

‖

2m0

та хвильовою функцiєю

φk‖
=

1√
S
ei(k‖, %).

Перехiд до представлення вторинного квантування
на операторних функцiях

Ψ(ρ, z) =
∑

nk‖

ânk‖
Ψnk‖

(ρ, z) (12)

дає змогу подати гамiльтонiан електрона у виглядi

Ĥe =
∑

nk‖

Enk‖
â+

nk‖
ânk‖

, (13)

де â+
nk‖

i ânk‖
— оператори, вiдповiдно, народження i

знищення електрона у станi з енерґiєю

Enk‖
= En +

~
2k2

‖

2m0
. (14)

У формулах (12)–(14) iндекс n є номером рiвня для
дискретних станiв, а для континуальних — розрiзняє
стани з рiзними значеннями k⊥.

Гамiльтонiан вiльних фононiв у представленнi вто-
ринного квантування подаємо у стандартному вигля-
дi

Ĥph =
∑

λq‖

~ωλ(q‖)[b̂
+
λq‖

b̂λq‖
+ 1/2], (15)

де b̂+λq‖
та b̂λq‖

— оператори, вiдповiдно, народжен-
ня та знищення фонона у станi з хвильовим вектором
q = (q‖, qλ) i енерґiєю ~ωλ(q‖). Частота просторово
обмежених фононiв вважається незалежною вiд хви-
льового вектора i дорiвнює ωL0, qλ = λπ/a, а iндекс λ
набуває цiлих значень вiд 1 до N = int(a/a0), де a0 —
стала ґратки в областi КЯ [6].

Третiй доданок у (1) являє собою гамiльтонiан
електрон-фононної взаємодiї, який у представленнi
чисел заповнення фононних станiв подано [18] у ви-
глядi

Ĥe−ph = i

√

4πe2~ωL0

aSε

×
∑

λq‖

Lλ(z)
√

q2‖ + q2λ

ei(q‖,ρ)(b̂λq‖
+ b̂+λ−q‖

), (16)

де 1/ε = 1/ε∞ − 1/ε0, а

Lλ(z) =







sin[qλ(z + a/2)], |z| < a/2;

0, |z| ≥ a/2.
(17)

Вибираючи в ролi Ψnk‖
(ρ, z) хвильовi функцiї си-

метричних та антисиметричних одноелектронних ста-
нiв, здiйснюємо перехiд у гамiльтонiанi (16) вiд коор-
динатного — за змiнними (x, y, z) — до представлення
чисел заповнення електронних станiв

Ĥe−ph =
∑

n,n′,k‖

∑

λq‖

F λ
nn′(q‖)â

+
n′k‖+q‖

ânk‖
(b̂λq‖

+ b̂λ−q‖
),

(18)

де

F λ
nn′(q‖) = i2λ

√

π3e2a

εS

~ωL0

(λπ)2 + (aq‖)2
CnCn′Xλ

nn′ (19)

— функцiя електрон-фононного зв’язку, а
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Xλ
nn′ =

(−1)n−1 sin[(k0n − k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n − k0n′)a]2
− sin[(k0n + k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n + k0n′)a]2
, (20)

якщо λ = 2, 4, 6, . . . , n i n′ — рiзної парностi, або

Xλ
nn′ =



















cos[(k0n − k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n − k0n′)a]2
+

cos[(k0n + k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n + k0n′)a]2
, n i n′ — непарнi;

cos[(k0n − k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n − k0n′)a]2
− cos[(k0n + k0n′)a/2]

(λπ)2 − [(k0n + k0n′)a]2
, n i n′ — парнi

(21)

при λ = 1, 3, 5, . . . .

Якщо якийсь з електронних станiв належить кон-
тинуальнiй частинi спектра, то роль n вiдiграватиме
iндекс симетрiї (S або A), k0n замiнюється на k0⊥ i
використовується вiдповiдний нормуючий множник.

III. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКIВ
I ВИСНОВКИ

Енерґiя системи електронiв, що взаємодiють iз фо-
нонами, визначається положеннями полюса представ-
лення Фур’є для електронної функцiї Ґрiна [13]

G(k, ω) =
1

~ω −Ek −M(k, ω)
.

За умови слабкого електрон-фононного зв’язку мож-
на використати однофононне наближення [13], подав-
ши масовий оператор дослiджуваної системи у вигля-
дi

M(k‖, ω) =
∑

n, λ, q‖

|F λ
1n(q‖)|2

~ω −Enk‖+q‖
− ~ωL0

. (22)

Оскiльки при Т = 0 у системi можуть iснувати тiль-
ки вiртуальнi фонони, то електрон-фононна взаємодiя
може вiдбуватися виключно у процесах з їх випромi-
нюванням, що спричиняє зсув енерґiї у довгохвильову
область. Тодi величину ~ω = E1k‖

+M(k‖, ω) можна
вважати енерґiєю полярона в основному станi. Почи-
наючи вiдлiк енерґiї вiд дна найнижчої зони елект-
ронiв провiдностi у КЯ, знаходимо енерґiю зв’язку
полярона

∆ = −M(k‖ = 0, ω = E1/~)

= −
∑

n, λ, q‖

|F λ
1n(q‖)|2

E1 −En − ~2q2

‖

2m0

− ~ωL0

. (23)

Використовуючи функцiї електрон-фононного
зв’язку (20), отримуємо явний аналiтичний вигляд
масового оператора, визначеного на хвильових фун-
кцiях промiжних електронних станiв iз дискретної
частини спектра

M (d)(k‖ = 0, ω = E1/~)

=
π2e2

ε a
C2

1

nm
∑

n=1

C2
n

N
∑

λ=1

λ2|Xλ
1n|2Φλ(En), (24)

де

Φλ(E) =
ln [( a

λ a0

)2 + 1]/[( a
a0

)2η(E) + 1]

η(E1)λ2 + E1−E
~ωL0

− 1
(25)

(

η(E) =
~

2π2

2m0a2(~ωL0 +E −E1)

)

.

Пiдсумовування у (24) здiйснюємо за iндексом n,
що нумерує дискретнi рiвнi в КЯ, кiлькiсть яких nm

зростає зi збiльшенням ширини ями. Конкретний роз-
рахунок здiйснено для одиночної КЯ на основi подвiй-
ного гетеропереходу β-CdS/β-HgS, параметри якої
(a0 = 5.851Å, m0 = 0.036 i m1 = 0.2 (в одиницях маси
вiльного електрона), χc0 = 5 еВ, χc1 = 3.65 еВ, ~ωL0

= 27.8 меВ, ε0 = 18.2 i ε∞ = 11.36) наведенi у [13].
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Рис. 1. Залежнiсть вiд товщини плiвки внескiв до енер-
ґiї зв’язку полярона ∆, зумовлених взаємодiєю обмеже-
них фононiв зi станами основної (∆(d1)), основної й пер-
шої збудженої (∆(d12)), основної та всiх вищих (∆(d)) зон
дискретної частини електронного спектра.
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На рис. 1 показано залежностi вiд ширини КЯ ве-
личин внескiв до енерґiї зв’язку полярона, зумовле-
них електрон-фононною взаємодiєю за участi станiв,
пов’язаних з основним рiвнем (∆(d1)), основним i пер-
шим збудженим (∆(d12)) та всiма станами дискрет-
ної частини електронного спектра (∆(d)). Видно, що
у випадку тонких плiвок (a < 10 нм) внесок основно-
го рiвня є домiнуючим; величина його стрiмко зростає
зi збiльшенням товщини наноплiвки до сорока п’яти
моношарiв β-HgS (a ≈ 26 нм), а потiм повiльно змен-
шується.
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Рис. 2. Залежнiсть внеску ∆
(c) до енерґiї зв’язку поля-

рона взаємодiї з обмеженими фононами станiв контину-
альної частини електронного спектра вiд товщини плiв-
ки a.

Урахування збуджених рiвнiв приводить до пiднят-
тя кривої та зсуву її максимуму в бiк бiльших товщин
наноплiвки. Зi збiльшенням товщини плiвки їх роль
зростає — при a > 50 нм сумарний внесок верхнiх зон
до енерґiї зв’язку полярона ∆(d) перевищує внесок вiд
станiв основної зони ∆(d1).

Значний внесок збуджених рiвнiв у величину енер-
ґiї просторово обмеженого полярона вимагає також
дослiдження ролi континуальних станiв. З цiєю метою
ми одержали вигляд масового оператора для взаємо-
дiї електрона в основному станi з просторово обме-
женими фононами через стани неперервної частини
спектра

M (c)(k‖ = 0, ω = E1/~) =

√
2m0π e

2

2~ε a
C2

1

×
∫ ∞

V0

dEk⊥
√

Ek⊥

N
∑

λ=1

λ2C2
λ|Xλ

1k0⊥
|2Φλ(Ek⊥

), (26)

де

Cλ =







CS , λ=1, 3, . . . ;

CA, λ=2, 4, . . .
(27)

Результат розрахунку показаний на рис. 2. Видно,
що величина ∆(c) стрiмко зростає зi збiльшенням тов-
щини наноплiвок до 5 нм, проте у 20. . . 40 раз менша
вiд величини внеску дискретних станiв. При a > 5 нм
величина ∆(c) коливається бiля значення 0.07 меВ, що
не перевищує 4–5% вiд ∆

(d)
L0 , причому амплiтуда ко-

ливань швидко зменшується зi зростанням товщини
плiвки.

Отже, результати розрахункiв показують, що за-
лежнiсть енерґiї зв’язку полярона, утвореного взає-
модiєю основного електронного рiвня з обмеженими
фононами за участi всiх електронних станiв, вiд тов-
щини наноплiвки є монотонною, нелiнiйно зростаю-
чою. При товщинах наноплiвки понад 200 нм, функ-
цiя ∆ = ∆(d) + ∆(c) виходить на насичення, набли-
жаючись до значення, характерного для тривимiрно-
го кристала β-HgS (3.85 меВ). Для розрахунку енерґiї
зв’язку полярона у плiвках товщиною понад 50 нм до-
статньо враховувати стани лише дискретної частини
енерґетичного спектра.
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POLARON BINDING ENERGY IN HgS/CdS NANOFILMS

V. M. Kramar
Chernivtsi National University,

2, Kotsyubynsky St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine

An electron-phonon interaction influence on the bottom of ground energy band of electron in a finite quantum
well was investigated by using the dielectric continuum approach and the Green’s function method. Polaron binding
energy as a film-thickness function was calculated for the flat nanofilm of semiconductor crystal β-HgS situated
in a semiconductor medium β-CdS. It is shown that with the exception of very thin nanofilms the interaction of
electrons with confined phonons through the bands of the whole discrete part of energy spectrum is important.

4602-6


