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Розраховано профiль густини для багатокомпонентної рiдини яка перебуває в цилiндричнiй
порi за умови, що в площинi, перпендикулярнiй до осi цилiндра, дiє зовнiшнє поле. Наявнiсть
такого поля приводить до неоднорiдностi розподiлу компонентiв рiдини. При розрахунку про-
фiлю густини використано наближення плавної неоднорiдностi, в межах якого в розкладi
енерґiї системи за вiдхиленнями густини враховано лише доданки до другого степеня включ-
но. Розв’язок знайдено в загальному випадку, а також наведено результат для однорiдного
(ґравiтацiйного) поля, що дiє перпендикулярно до осi цилiндра, описано дiю пристiнкового
потенцiалу.
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Значна кiлькiсть важливих iз практичного погляду
просторово обмежених рiдких систем мають геомет-
рiю цилiндричної пори (див., наприклад, [1] та по-
силання, що мiстяться там). Як правило, радiус та-
ких пор суттєво менший вiд їхньої довжини, через
що пори можна вважати нескiнченними за довжиною.
Якщо рiдина, що заповнює пору, складається з де-
кiлькох компонентiв, така система становить особли-
вий iнтерес з погляду практичного її застосування. У
низцi експериментiв, наприклад, з вивчення розсiян-
ня нейтронiв зазначеними системами, для адекватної
iнтерпретацiї результатiв необхiдно розрахувати про-
фiль густини компонентiв сумiшi [2]. Розв’язанню та-
кої задачi присвячена стаття. Зокрема, розглянуто ба-
гатокомпонентну рiдку систему з геометрiєю нескiн-
ченного цилiндра, що перебуває в зовнiшньому полi.
Задачу розв’язано в загальному випадку, пiсля чого
розглянуто двi важливi ситуацiї: ґравiтацiйне поле та
пристiнковий потенцiал. Такого типу задачi для рiз-
них геометрiй однокомпонентної рiдини вже розгля-
дали iншi автори [3–5].

Очевидно, що за вiдсутностi зовнiшнiх полiв усi
компоненти розподiленi в порi рiвномiрно. Наявнiсть
поля приводить до вiдхилення густини компонентiв
вiд рiвномiрного розподiлу. Математично це можна
сформулювати в термiнах змiни вiльної енерґiї систе-
ми, яка є функцiоналом вiд функцiй розподiлу густин
компонентiв. Якщо через δρi(r) позначити вiдхилен-
ня густини i-го компонента (i = 1, 2, . . . , N , де N —
кiлькiсть компонентiв рiдини) вiд середнього значен-
ня 〈ρi〉, то в межах наближення плавної неоднорiднос-
тi добавку до вiльної енерґiї, зумовлену неоднорiднiс-
тю густини компонентiв, можна записати так:

δΦ =
1
2

∫ ( N∑
i,j=1

(
aijδρiδρj + bij∇δρi∇δρj

)

+ 2
N∑

i=1

hi(r)δρi

)
dr, (1)

де через aij та bij позначено феноменологiчнi коефi-
цiєнти моделi, а hi(r) — потенцiал зовнiшнього поля,
що дiє на компонент iз номером i. Отже, профiль вiд-
хилення густини компонентiв сумiшi шукаємо з умови
мiнiмуму функцiонала (1). Однак слiд також ураху-
вати той факт, що загальна маса компонентiв сумiшi
незмiнна, а в напрямку осi цилiндра розподiл однорiд-
ний. Легко показати, що першу умову можна звести
до рiвностi ∫

δρi(r)dr = 0. (2)

Друга умова означає, що залежнiсть величин вiд
просторових координат потрiбно розглядати тiльки в
площинi, перпендикулярнiй до осi цилiндра: викорис-
товуємо полярнi координати з кутом 0 ≤ φ < 2π i
вiдстанню вiд осi 0 ≤ r ≤ R, де R — радiус цилiндра.

Для пошуку мiнiмуму функцiонала (1) за умови (2)
скористаємося методом невизначених множникiв Ла-
ґранжа [6]. Розгляньмо гамiльтонiан

δΦλ =
1
2

∫ ( N∑
i,j=1

(
aijδρiδρj + bij∇δρi∇δρj

)

+ 2
N∑

i=1

(hi(r) + λi)δρi

)
dr, (3)

мiнiмiзацiєю якого розраховуємо профiль густини
компонентiв, а невiдомi множники λi знаходимо з
умови постiйностi маси компонентiв.

Варiацiйнi рiвняння Ейлера–Лаґранжа такi:

N∑
j=1

(aijδρj(r, φ)− bij∆δρj(r, φ)) = −(λi + hi(r, φ)), (4)
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де через ∆ позначено оператор Лапласа. Граничнi
умови при цьому мають вигляд

∇δρi(r, φ)|r=R = 0, (5)

i = 1, 2, . . . , N . Враховуючи цю обставину, легко по-
казати, що множники визначаємо умовою

λi = − 1
πR2

∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

hi(r, φ) r dr. (6)

Для пошуку розв’язку переходимо до матричної фор-
ми системи рiвнянь Ейлера–Лаґранжа:

Âξ(r, φ)− B̂4ξ(r, φ) = −h(r, φ), (7)

де матрицi Â та B̂ формуються елементами aij i bij

вiдповiдно, елементами вектора поля h(r, φ) є компо-
ненти hi(r, φ). Що стосується вектора ξ(r, φ), то йо-
го обчислюємо через вектор δρ(r, φ) (з компонентами
δρi(r, φ)) як

ξ(r, φ) = δρ(r, φ)− Â−1

πR2

∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

h(r, φ)rdr. (8)

Граничнi умови для вектора ξ(r, φ) є такими:

dξ

dr

∣∣∣
r=R

= 0. (9)

Розв’язок матричного рiвняння (7) з граничними умо-
вами (9) доцiльно шукати у виглядi подвiйного ряду

ξ(r, φ) =
∞∑

n=1

∞∑
m=−∞

ξnmJ|m|

(µ
(|m|)
n r

R

)
exp(imφ), (10)

де через µ
(|m|)
n позначено нулi похiдної вiд функцiї

Бесcеля J ′|m|(µ
(|m|)
n ) = 0. Запишемо вектор зовнiшньо-

го поля як

h(r, φ) =
∞∑

n=1

∞∑
m=−∞

hnmJ|m|

(µ
(|m|)
n r

R

)
exp(imφ) (11)

з коефiцiєнтами розкладу

hnm =
1

πR2
(
1−

(
m

µ
(|m|)
n

)2)
J2
|m|(µ

(|m|)
n )

(12)

×
∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

h(r, φ)rJ|m|

(µ
(|m|)
n r

R

)
exp(−imφ) dr.

У результатi отримуємо

ξnm = Θ̂nmB̂−1hnm, (13)

де

Θ̂nm =
(
B̂−1Â +

µ
(|m|)2
n

R2
Ê

)−1

(14)

а для одиничної матрицi використано позначення Ê.

Обертаємо матрицю Θ̂nm, використовуючи розклад
вигляду [7]:

Θ̂nm =
N∑

p=1

θ̂p

κ2
p + (µ(|m|)

n /R)2
, (15)

де матрицi θ̂p розраховано як

θ̂p =
N∏

i=1,i 6=p

Êκ2
i − B̂−1Â

κ2
i − κ2

p

, (16)

а через κ2
p (p = 1, 2, . . . , N) позначенi власнi числа

матрицi B̂−1Â. Спiввiдношення (10)–(16) визначають
розв’язок для розподiлу густини компонентiв багато-
компонентної сумiшi в загальному випадку. Далi роз-
глянемо конкретнiшi ситуацiї.

Якщо система перебуває в зовнiшньому ґравiтацiй-
ному полi, направленому перпендикулярно до осi ци-
лiндра, то напрямок вiдрахування для полярного ку-
та φ можна вибрати так, щоб залежнiсть потенцiалу
поля вiд просторових координат була задана виразом
h(r, φ) = egr cos(φ), де e є N -мiрний вектор з оди-
ничними компонентами, а g — прискорення вiльного
падiння. В цьому випадку розв’язок задачi можна за-
писати так:

ξ(r, φ) =
∞∑

n=1

ξnJ1

(µnr

R

)
cos(φ), (17)

де через µn позначено нулi похiдної функцiї Бесселя
першого iндексу J ′1(µn) = 0. Вектори розкладу ξn ви-
значаємо як

ξn = − 2Rg

µ3
nJ1(µn)

(
1− 1/µ2

n

)(
B̂−1Â +

µ2
n

R2
Ê

)−1

B̂−1e.

(18)

Тодi з формули (8) з урахуванням того, що для за-
значеного типу зовнiшнього поля iнтеґрал∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

h(r, φ) r dr = 0, (19)

отримуємо для профiлю вiдхилення густини компо-
нентiв вiд рiвномiрного розподiлу

δρ = −2Rg cos(φ)
∞∑

n=1

N∑
p=1

J1

(
µnr
R

)
µ3

nJ1(µn)
(
1− 1/µ2

n

) (20)

× θ̂pB̂
−1e

κ2
p + µ2

n/R2
.

Як i слiд було очiкувати, розподiл є антисиметричним
щодо центральної площини, що проходить через вiсь
цилiндра перпендикулярно до напрямку поля.

Практично важливим є випадок, коли в ролi зов-
нiшнього поля розглядають потенцiал взаємодiї зi
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стiнками. Як правило, для такої взаємодiї характер-
на аксiальна симетрiя, що означає, своєю чергою, вiд-
сутнiсть залежностi вiд кута φ. Якщо h = h(r), то за-
гальний вираз для профiлю вiдхилення густини ком-
понентiв дещо спрощується:

δρ(r) =
2Â−1

R2

∫ R

0

h(r) r dr (21)

−
∞∑

n=1

2J0

(
µnr
R

)
J2

0 (µn)

N∑
p=1

θ̂pB̂
−1

κ2
pR

2 + µ2
n

∫ R

0

h(r) rJ0

(µnr

R

)
dr,

причому числа µn в цьому випадку є нулями фун-

кцiї Бесселя першого iндексу J1(µn) = 0. Напри-
клад, для пристiнкового потенцiалу вигляду h(r) =
U

(
1−r2/R2

)
зi сталим вектором U отримуємо такий

вираз:

δρ(r) =
Â−1U

2
+ 4R2

∞∑
n=1

J0

(
µnr
R

)
µ2

nJ0(µn)

N∑
p=1

θ̂pB̂
−1U

κ2
pR

2 + µ2
n

. (22)

Враховуючи ту обставину, що J0(µ1) < 0, густина роз-
подiлу бiльша бiля стiнок. Такий результат є очiкува-
ним, оскiльки використаний для розрахункiв потен-
цiал вiдповiдає гiдрофiльнiй поверхнi.
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DENSITY PROFILE IN A MULTICOMPONENT LIQUID IN CYLINDRICAL PORE
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We consider a multicomponent liquid in cylindrical pore and find density profiles for this system with the
external field applied in the plate perpendicular to the main axis of a cylinder. Due to this field density distribution
is non-homogeneous. To find density profiles we use an approximation of weak non-uniformity under which energy
of the system expanded on density deviations up to second-order terms. Solutions are found in the general case
and for uniform (gravitational) field. Also we investigate wall influence on density profiles.
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