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Обчислено вiльну енерґiю системи точкових йонiв у пористiй матрицi заряджених твердих
сфер. Розрахунки ґрунтуються на застосуваннi методу колективних змiнних при реплiчному
формулюваннi вихiдних спiввiдношень. У наближеннi хаотичних фаз отримано загальнi фор-
мули для вiльної енерґiї. Показано, що неточковiсть частинок матрицi приводить до якiсних
змiн термодинамiчних функцiй аналiзованої системи.

PACS number(s): 51.30.+i, 78.55.Mb

I. ВСТУП

Однiєю з актуальних проблем статистичної фiзи-
ки є дослiдження термодинамiчних i структурних ха-
рактеристик бiнарної системи “взаємодiючi частинки
— пористе середовище”. У багатьох випадках пористу
пiдсистему можна вважати частково “замороженою”
системою частинок (пористою матрицею), що пов’я-
зано з майже незмiнним розташуванням частинок цiєї
пiдсистеми в просторi.

Надалi розглянемо системуN1 взаємодiючих части-
нок у пористiй матрицi з N2 частинок. Предметом на-
шого дослiдження є вiльна енерґiя цiєї системи. Для
обраної моделi складник ∆F , зумовлений взаємодiєю,
описують формулою

∆F = −θ〈lnQ1〉2, (1)

де θ — статистична температура, Q1 — конфiґурацiй-
ний iнтеґрал системи N1 частинок

Q1 =
∫

dN1x
V N1

exp
[
−1
θ

(U0(x1, . . .) + U1(x1, . . . ; r1, . . .))
]
,

U0(x1, . . .) =
1
2

∑
j 6=l

U0(xj ,xl)

— енерґiя взаємодiї N1 частинок системи,

U1(x1, . . . ; r1, . . .) =
N2∑
i=1

U1(xi, . . . ; ri) (2)

— енерґiя взаємодiї частинок iз зовнiшнiм полем мат-
рицi. Через xi i rj ми позначаємо координати i-ої час-
тинки системи та j-ої частинки матрицi, символ 〈. . .〉2
означає усереднення за ґiббсiвським розподiлом час-
тинок матрицi.

У наших попереднiх працях [1, 2] розраховано ∆F
для системи йонiв у йоннiй пористiй матрицi за та-
ким алґоритмом: спочатку в (1) обчислено lnQ1, по-
тiм проведено статистичне усереднення.

У цiй роботi, ґрунтуючись на методi реплiк, вико-
нуємо спочатку усереднення lnQ1 за розподiлом час-
тинок пористої матрицi.

II. ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ РЕПЛIК
ДО ОБЧИСЛЕННЯ ∆F

В основi методу реплiк [3] лежить спiввiдношення

lnQ = lim
s→0

dQs

ds
.

Використовуючи цю рiвнiсть, подамо формулу (1) у
виглядi

∆F = −θ lim
s→0

d
ds

〈[Q1]
s〉2. (3)

Очевидно, що Qs1 потрiбно описати формулою

[Q1]
s =

∫ ( s∏
a=1

dγ(xa)

)
exp

[
−1
θ

s∑
a=1

U0(xa1 , . . .)

]

× exp

[
−1
θ

N2∑
i=1

s∑
a=1

U1 (xa1 , . . . ; ri, . . .)

]
, (4)

dγ(xa) =
dN1xa

V N1
.

Вираз i величина (4) має змiст конфiґурацiйного
iнтеґрала системи s iдентичних сортiв з N1 частинок
у зовнiшньому полi матрицi за умови, що частинки
сортiв мiж собою не взаємодiють [4].

Отже, для знаходження 〈Qs1〉2 потрiбно обчислити

I =

〈
exp

[
−1
θ

N2∑
i=1

s∑
a=1

U1 (xa1 , . . . ; ri, . . .)

]〉
2

.

Для розрахунку використаймо метод кумулянт-
них розвинень [5]. Щоб спростити запис отримуваних
формул, уведемо позначення
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1
θ

N2∑
i=1

s∑
a=1

U1 (xa1 , . . . ; ri, . . .) =
N2∑
i=1

φ(s)(ri) ≡ A. (5)

Обмежимося врахуванням лише перших двох куму-
лянтiв. Тодi

I ≡ 〈e−A〉2 = exp
{
−〈A〉2 +

1
2
(
〈A2〉2 − 〈A〉22

)}
.

Розрахуймо кумулянти. Беручи до уваги позначен-
ня (5) i те, що усереднення проводимо за ґiббсiвським
розподiлом частинок матрицi отримуємо

〈A〉2 =
1
Q2

∫
dN2r
V N2

e−
1
θ Ũ(r1,...)

N2∑
i=1

φ(s)(ri), (6)

де Ũ(r1, . . .) — енерґiя взаємодiї частинок матрицi, а
Q2 — конфiґурацiйний iнтеґрал матрицi.

Очевидно, що (6) можна записати у виглядi

〈A〉2 =
N2

V

∫
drF1(r)φ(s)(r), (7)

де

F1(r) =
1
Q2

∫
dN2−1r
V N2−1

e−
1
θ Ũ(r1,...)

— унарна функцiя розподiлу частинок матрицi.
Аналогiчно одержуємо

〈A2〉2 =

〈[
N2∑
i=1

φ(s)(ri)

]2〉
2

=

〈∑
i

(
φ(s)(ri)

)2
〉

2

+

〈∑
j 6=l

(
φ(s)(rj)φ(s)(rl)

)〉
2

(8)

=
N2

V

∫
drF1(r)

[
φ(s)(r)

]2
+
N2 (N2 − 1)

V 2

∫
dr1dr2 F2(r1, r2)φ(s)(r1)φ(s)(r2),

де

F2(r) =
1
Q2

∫
dN2−2r
V N2−2

e−
1
θ Ũ(r1,...)

— бiнарна функцiя розподiлу частинок матрицi.
Для просторово однорiдної матрицi F1(r) = 1,

F2(r1, r2) = F2(|r1 − r2|). Вважаємо також, що взає-
модiї мiж частинками є далекосяжними. Тодi зручно
скористатися представленням Фур’є. Покладiмо

φ(s)(r) =
1
V

∑
k

eikrφ
(s)
k , (9)

F2(|r1 − r2|) =
1
V

∑
k

eik(r1−r2)F̃2(k), (10)

де F̃2(k) — зображення Фур’є бiнарної функцiї роз-
подiлу. Використавши цi спiввiдношення, бачимо, що
формули (7), (8) набувають вигляду

〈A〉2 =
N2

V
φ

(s)
0 , (11)

〈A2〉2 =
N2

V

1
V

∑
k

φ
(s)
k φ

(s)
−k

(
1 +

N2

V
F̃2(k)

)
. (12)

Як видно з формул (5), (9), функцiя φ
(s)
k пов’яза-

на з енерґiєю взаємодiї системи й пористої матрицi
U1(x1, . . . ; r1, . . .). Подамо енерґiю взаємодiї U1(x, r)
частинки системи з координатою x i частинки матри-
цi з координатою r як ряд Фур’є

U1(x, r) =
1
V

∑
q

U1(q)eiq(x−r). (13)

Використавши таке представлення у спiввiдношеннях
(2), (5), (9), неважко переконатися, що

φ
(s)
k =

s∑
a=1

U1(k)
θ

N1∑
j=1

e−ikxa
j ≡ U1(k)

θ

s∑
a=1

X
(a)
−k . (14)

Пiдставивши (14) у (11), (12), знаходимо

〈A〉2 = s
N1N2

θV
U1(0),

〈A2〉2 = N2

∑
k

U1(k)U1(−k)
(θV )2

(
1 +

N1

V
F̃2(k)

) s∑
a=1

X
(a)
k

s∑
b=1

X
(b)
k ,

Беручи до уваги отриманi вище формули та подiбно до (13) представляючи енерґiю взаємодiї U0(x0
1, . . .)

частинок системи рядом Фур’є, знайдемо

〈[Q1]
s〉2 = eψ

∫ ( s∏
a=1

dγ(xa)

)
exp

{
−1

2

∑
k

U0(k)
θV

∑
a

(
X

(a)
k X

(a)
−k −N1

)}

× exp

1
2

∑
k

U1(k)U1(−k)
(θV )2

N2

(
1 +

N2

V
F̃2(k)

)∑
a,b

X
(a)
k X

(b)
−k

 . (15)
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ψ = −sN1N2

θV
U1(0)− 1

2
s2
N2

1N
2
2

(θV )2
U2

1 (0).

III. ОБЧИСЛЕННЯ 〈Qs
1〉2

Для розрахунку (15) використаймо метод колективних змiнних [6]. Уведiмо позначення

U0(k)
θV

= Ak,
U1(k)U1(−k)

(θV )2
N2

(
1 +

N2

V
F̃2(k)

)
= Bk (16)

та видiлiмо члени з k = 0. Одержуємо

〈Qs1〉2 = eΨ̃
∫ (∏

a

∏
k

′
dρak

)
J(ρak) exp

−1
2

∑
k

′
Ak

∑
a

ρakρ
a
−k +

1
2

∑
k

′
Bk

∑
a,b

ρakρ
b
−k

 , (17)

де

Ψ̃ = Ψ +
s

2
NA0 +

s2

2
NB0 −

1
2

∑
k

NUk

θV
, (18)

а J(ρak) є якобiаном переходу вiд змiнних Xa
j до колективних змiнних ρak. Вiн визначається формулою

J(ρak) =
∫ (∏

a

dγ(xa)

)∏
a

∏
k

′
δ(ρak −Xa

k).

Значок “ ′ ” означає, що у формулах (17), (18) k 6= 0.
Використавши iнтеґральне представлення δ-функцiї i врахувавши означення Xa

k , отримаємо

J(ρak) =
∏
a

∏
k

′
∫

dωak
2π

eiω
a
kρ

a
k

[∫
dxa

V
exp

{
−iωakeikxa

}]N1

. (19)

Iнтеґрал за xa у наближеннi хаотичних фаз дорiвнює exp
(
− 1

2ω
a
kω

a
−k

)
. Легко переконатися, що тодi якобiан

переходу до колективних змiнних описується формулою

J(ρak) =

[∏
a

∏
k

′
(2πN1)1/2

]
exp

(
− 1

2N1

∑
a

∑
k

′
ρakρ

a
−k

)
. (20)

Пiдставмо (20) у (17) i замiнiмо ρak на
√
N1ρ

a
k. Отримуємо

〈Qs1〉2 = eψ̃
∫ (∏

a

∏
k

′ dρak√
2π

)
exp

−1
2

∑
k

′∑
a,b

Γa,b(k)ρakρ
b
−k

 ,

де

Γa,b(k) = δa,b (1 +N1Ak)−N1Bk,

δa,b — символ Кронекера. Iнтеґрал за змiнними ρak є ґауссiвським. Отже, маємо

〈Qs1〉2 = eψ̃
∏
k

′
[det|Γa,b(k)|]−1/2 = eψ̃ exp

{
−1

2

∑
k

′
ln det|Γa,b(k)|

}
. (21)

Можна показати, що визначник s-го порядку

det |δa,bα+ γ| = αs
(
1 + s

γ

α

)
.

З огляду на це знаходимо
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det |Γa,b(k)| = (1 +N1Ak)s
(

1− sN1Bk

1 +N1Ak

)
. (22)

Iз спiввiдношень (21), (22) одержуємо формулу для середнього значення конфiґурацiйного iнтеґрала s невзає-
модiючих мiж собою iдентичних сортiв з N1 частинок у зовнiшньому полi матрицi. Запишiмо її у виглядi

〈Qs1〉2 = eψ̃ exp

{
−1

2

∑
k

′
[
s ln(1 +N1Ak) + ln

(
1− s

N1Bk

1 +N1Ak

)]}
, (23)

де Ak, Bk, Ψ̃ визначаються формулами (16), (18).

IV. ВIЛЬНА ЕНЕРҐIЯ

Пiдставивши (23) у (3), знайдемо поправку на вза-
ємодiю до вiльної енерґiї системи з N1 частинок у по-
ристiй матрицi. Провiвши необхiднi розрахунки, от-
римуємо

∆F = ∆F1 + ∆F2 + ∆F3, (24)

де

∆F1 =
1
2
N2

1

V
U0(0) +

N1N2

V
U1(0),

∆F2 = −θ
2

∑
k

′
[
N1

θV
U0(k)− ln

(
1 +

N2

θV
U0(k)

)]
, (25)

∆F3 = −θ
2

∑
k

′N1N2U
2
1 (k)/ (θV )2

1 + N1
θV U0(k)

(
1 +

N2

V
F̃2(k)

)
.

Як бачимо, ∆F1 не залежить вiд температури, тоб-
то ∆F1 є високотемпературною поправкою на взаємо-
дiю [6] при наявностi матрицi; ∆F2 — звичайна деба-

ївська поправка до вiльної енерґiї системи N1 части-
нок iз далекосяжною взаємодiєю; ∆F3 описує вплив
пористого середовища.

В останнiй формулi F̃2(k) є зображенням Фур’є бi-
нарної функцiї розподiлу системи з N2 частинок по-
ристої матрицi. Як вiдомо [6], бiнарну функцiю роз-
подiлу системи частинок iз далекосяжною взаємодiєю
можна отримати функцiональним диференцiюванням
вiльної енерґiї цiєї системи за потенцiалом взаємодiї.
Неважко показати, що

N2
2

V 2
F̃2(k) =

δFM

δŨ(k)
,

де Ũ(k) — зображення Фур’є енерґiї взаємодiї части-
нок матрицi, а FM — її вiльна енерґiя.

У наближеннi хаотичних фаз FM визначається
формулою (25), якщо в нiй замiнити N1 на N2, а U0(k)
на Ũ(k). Ураховуючи це, знайдемо

1 +
N2

V
F̃2(k) =

(
1 +

N2

θV
Ũ(k)

)−1

.

Отже, поправка на взаємодiю системи N1 частинок, зумовлена наявнiстю матрицi, є такою:

∆F3 = −θ
2

∑
k

N1N2

(θV )2
U2

1 (k)
(

1 +
N1

θV
U0(k)

)−1(
1 +

N2

θV
Ũ(k)

)−1

. (26)

Це загальна формула, отримана в наближеннi хао-
тичних фаз. Тут U0(k), Ũ(k), U1(k) є зображеннями
Фур’є енерґiї взаємодiї частинок системи, частинок
матрицi, частинок системи з частинками матрицi.

Для системи точкових йонiв iз зарядом e цi зобра-
ження пропорцiйнi до 4π/k2. Уведiмо позначення

κ2
1 =

4πN1e
2
1

θV k2
κ2

2 =
4πN2e

2
2

θV k2

κ−1
1 , κ−1

2 мають змiст оберненого радiуса екрануван-
ня йонiв системи та йонiв матрицi. Тодi

∆F3 = −θ
2

∑
k

κ2
1

k2 + κ2
1

κ2
2

k2 + κ2
2

.

Це збiгається з результатом, який ми отримали ра-
нiше [2]. Розгляньмо тепер випадок, коли частинки
матрицi є зарядженими сферами з дiаметром σ. По-
тенцiал електростатичного поля Φ(r) такої сфери опи-
сується формулою

Φ(r) =


2e2
σ
, r <

σ

2

e2
r
, r >

σ

2

.

Його фур’є-зображення має вигляд

Φ(k) =
4πe
k2

sin (kσ/2)
kσ/2

.

1501-4



КОНФIҐУРАЦIЙНИЙ IНТЕҐРАЛ ЙОННОЇ СИСТЕМИ В ПОРИСТIЙ МАТРИЦI

Можна переконатися, що тодi

N1N2

(θV )2
U2

1 (k) =
κ2

1

k2

κ2
2

k2

[
sin (kσ/2)
kσ/2

]2
=

κ2
1

k2

κ2
2

k2

2
(kσ)2

(1− cos kσ) ,

N2

θV
Ũ(k) =

κ2
2

k2
cos kσ.

Таким чином, формула (26)набирає вигляду

∆F3 = −θ
2

∑
k

κ2
1

k2 + κ2
1

κ2
2

k2 + κ2
2 cos kσ

2
(kσ)2

× (1− cos kσ) .

У цiй сумi головнi внески зумовленi малим значен-
ням вектора k, тобто можемо використати розклад за
kσ. Замiнивши суму iнтеґралом i врахувавши лише
члени порядку (kσ) i (kσ)2, знайдемо

∆F3 = −θV
8π

κ1κ2

κ1 + κ2
− θV

16π
κ2

1κ2
2

(κ1 + κ2)2

×
(

κ1 +
1
2

κ2

)
κ2

2σ
2.

Увiвши параметр

q2 =
κ2

2

κ2
1

=
N2e

2
2

N1e21
,

який характеризує ступiнь пористостi системи, одер-
жимо

∆F3 = −θV
8π

κ3
1

q2

1 + q
− θV

16π
κ3

1

q2(1 + q/2)
(1 + q)2

κ2
2σ

2. (27)

Аналiзуючи поправку δF до вiльної енерґiї системи
з N1 точкових йонiв у пористiй матрицi, враховуємо,
що дебаївська частина вiльної енерґiї в цьому випад-
ку дорiвнює θV κ3

1/12π, а δF1 = 0. Тому на основi (24)
i (27) отримаємо

∆F3 = − θV

12π
κ3

1 {1 + Ψ1(q) + Ψ2(q)} ,

де

Ψ1(q) =
3
2

q2

1 + q
, Ψ2(q,κ2

2σ
2) =

3
4
q2(1 + q/2)

(1 + q)2
κ2

2σ
2.

Внесок у ∆F величини Ψ2(q,κ2
2σ

2) пов’язаний з не-
точковiстю частинок матрицi. Взаємодiя точкових йо-
нiв у точковiй пористiй матрицi, коли κ2σ = 0, зале-
жить вiдΨ1(q), тобто не залежить вiд температури й
об’єму i наявнiсть матрицi (q 6= 0) лише кiлькiсно змi-
нює термодинамiчнi характеристики системи.

Урахування розмiрiв частинок пористої матрицi зу-
мовлює якiснi змiни термодинамiчних величин.

Автор вдячний проф. М. Ф. Головку за поради i
постiйну увагу до роботи.
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CONFIGURATIONAL INTEGRAL OF THE ION SYSTEM IN A POROUS MATRIX

Yu. L. Blazhyevskyi
Institute for Condensed Matter Physics, National Academy of Sciences of Ukraine,

1 Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

Free energy for a system of point ions in a porous matrix of charged hard spheres is calculated. The calculations
are based on the collective variables method with replica approach for the initial expressions. In the random phase
approximation general formulae for the free energy are obtained. It is shown that the non-point nature of the
matrix particles leads to qualitative changes in the thermodynamic functions of the system under consideration.
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