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У межах наближення двочастинкового кластера i ґлауберiвської динамiки в реплiчно-
симетричному пiдходi вивчено модель протонного скла зi суттєвими конкуруючими корот-
косяжними i слабкими далекосяжними взаємодiями. Показано, що уявна частина динамiч-
ної сприйнятливостi має низькотемпературний пiк, який вiдповiдає переходу системи в стан
низькотемпературного протонного скла. Побудовано фазову дiаграму для рiзних параметрiв
взаємодiї i випадкового внутрiшнього поля з урахуванням лiнiї заморожування.
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I. ВСТУП

Теоретичне вивчення магнiтних сплавiв, у яких при
низьких температурах i в певних дiлянках концентра-
цiй можливий перехiд у стан спiнового скла, започат-
ковано понад тридцять рокiв тому [1–4].

Головнi особливостi таких систем можна описати
на основi iзинґоподiбного гамiльтонiана з випадкови-
ми параметрами hi i kij :

H = −
∑

i

hiSi −
1

2

∑

i,j

kijSiSi. (1.1)

У ґратцi Браве iндекси i i j позначають вузли ґратки.
В працях [2, 3] використано ґауссовий розподiл для

kij , де їхнє середнє значення 〈kij〉 i дисперсiя (пар-
ний кумулянт)

〈

k2
ij

〉cum
не залежать вiд i, j. Ця мо-

дель вiдповiдає системi з далекосяжними взаємодiя-
ми. Проте обчислена в межах реплiчно-симетричного
пiдходу ентропiя й теплоємнiсть стають вiд’ємними
при низьких температурах. Автори працi [4] запропо-
нували розв’язок iз порушенням реплiчної симетрiї,
який є стабiльним при низьких температурах. Пiз-
нiше правильнiсть розв’язку з порушенням реплiч-
ної симетрiї була пiдтверджена чисельними моделю-
ваннями. При врахуваннi тiльки взаємодiї мiж най-
ближчими сусiдами (kij = k) для k звичайно вико-
ристовують ґауссову функцiю розподiлу або розподiл
P (k) = (1−c)·δ(k+1)+c·δ(k−1) (скорочене позначення
k = (−1, 1)). Таку iзинґiвську модель зручно вивчати
на ґратцi Бете, оскiльки в наближеннi двочастинково-
го кластера для вiльної енерґiї на таких ґратках отри-
мують точний результат. Автори статтi [5] для ґрат-
ки Бете отримали iнтеґральне рiвняння для функцiї
розподiлу R(σ, 1) = 〈δ(σ − ϕ1r)〉conf одного ефектив-
ного поля ϕ1r, що дiє на вузол 1 з боку найближчого
вузла r. У працi [6] аналiтичнi розв’язки (з ураху-
ванням перших гармонiк фур’є-розвинення) отрима-

нi для T = 0 i для координацiйних чисел z = 4, 5, 6
i c = 0.5. Цi розв’язки симетричнi по σ, мiстять δ-
функцiї та неперервну частину й можуть вiдповiдати
становi спiнового скла. У працi [7] асиметричнi роз-
в’язки з неперервною частиною знайденi при T = 0
для z = 3, h = 0 i довiльного c. Асиметричнi розв’язки
вiдповiдають неоднорiдному феромагнiтному становi.
Необхiдно вiдзначити, що для ґратки Бете для чистої
феромагнiтної фази функцiя R(σ, 1) мiстить тiльки
одну δ(σ − ϕ(T )) функцiю, а в чистiй параелектрич-
нiй фазi ϕ(T ) = 0.

Значно пiзнiше Мезард i Парiзi [8] врахували пер-
ший крок порушення реплiчної симетрiї (1RSB) для
ґратки Бете. Було показано, що попереднi результати
[5–7] вiдповiдають реплiчно-симетричному (RS) пiд-
ходовi. Недавно [9] EA модель для ґратки Бете з ґаус-
совим розподiлом констант взаємодiї вивчалася чисе-
льно на основi алґоритму, запропонованого у [8]. Було
показано, що рiзниця мiж вiльною енерґiєю в межах
RS i RSB розв’язкiв є меншою, нiж 4% для z = 4, 6.
Подiбний висновок зроблений ранiше для розподiлу
k = (−1, 1). Слiд вiдзначити, що рiзниця мiж RS i
1RSB розв’язками зростає зi збiльшенням z.

У працях [10,11] при врахуваннi M координацiй-
них сфер i нехтуваннi кореляцiєю мiж кластерними
полями отримано систему M iнтеґральних рiвнянь
для фур’є-образiв M функцiй розподiлу Rn(σ, 1) =
〈δ(σ − ϕ1rn

)〉conf (n — номер координацiйної сфери).
Через них можна записати вираз для середнього зна-
чення вiльної енерґiї.

Коли взято до уваги тiльки взаємодiю мiж най-
ближчими сусiдами (базисна система з M = 1, z =
z1), то утворюється замкнуте iнтеґральне рiвняння

для R(σ, z − 1) =

〈

δ(σ −
z−1
∑

r

ϕ1r)

〉

conf

. Через функ-

цiю R (σ, z − 1) можна записати R (σ, z) i вирази для
середньої вiльної енерґiї, параметра намагнiченостi
(поляризацiї) η i параметра спiнового скла Q (пара-
метра Едвардса–Андерсона). Зокрема
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η =

∞
∫

−∞

dσR(σ, z)thσ; Q =

∞
∫

−∞

dσR(σ, z)th2σ.

У працi [11] показано, що вiльна енерґiя, обчислена
з однiєю ґауссовою функцiєю розподiлу, що знайде-
на з умов екстремуму, i вiльна енерґiя, обчислена з
функцiєю розподiлу, знайденою з iнтегрального рiв-
няння, є близькими навiть при T � 1. Це дозволяє
нам використовувати ґауссовi наближення для функ-
цiй розподiлу.

Ми вважатимемо, що для опису систем iз конку-
руючими короткосяжними й далекосяжними взаємо-
дiями, де у формуваннi стану спiнового скла пере-
важають короткосяжнi взаємодiї, можна використати
реплiчно-симетричний пiдхiд. Очiкуємо, що аналогiч-
на ситуацiя наявна в системi з водневими зв’язками
типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 (структурне або протонне
скло). У цiй сумiшi тетраедри PO4 i їхнє хаотичне
оточення йонами Rb або NH4 вiдiграють вирiшальну
роль у формуваннi енерґетичних рiвнiв системи [12].

Матерiали з водневими зв’язками типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4 (Tc ≈ 147.6 K для RbH2PO4,
TN ≈ 148 К для NH4H2PO4), у яких реалiзується
стан протонного скла, iнтенсивно вивчають експери-
ментально (див. роботу [12] i наведенi там посилання)
i теоретично [13–21] вже понад двадцять рокiв. При
“високих” температурах (T > 150 К) подiбнi сумiшi
перебувають у станi високотемпературного протон-
ного скла (Q � 1) практично при всiх x = 1 − c,
окрiм границь x = 0, 1. У середнiй частинi фазової
дiаграми (0.20 < x < 0.75 для Rb1−x(NH4)xH2PO4) зi
знииженням температури вiдбувається перехiд у стан
низкотемпературного протонного скла (Q ∼ 1).

У перших теоретичних працях [13–15], присвячених
дослiдженню матерiалiв типу Rb1−x(NH4)xH2PO4,
брали до уваги енерґетичну структуру кластера, який
складається з тетраедра PO4 i протонiв на водневих
зв’язках. У наступних роботах використовували прос-
тi спiновi моделi з безмежним радiусом для середньо-
го значення й дисперсiї випадкової взаємодiї [16–20].
Для адекватного опису переходу в стан протонного
скла в цих системах необхiдно врахувати внутрiшнi
поля з ґауссовим розподiлом i дисперсiєю ∼ x(1 − x).
Цi поля викликанi структурним безладом завдяки
рiзницi мiж йонними радiусами йонiв Rb i NH4 [21]. У
працi [16] показано, що за наявнiсть ґауссових випад-
кових полiв перехiд у протонне скло розмитий, тобто
пiк сприйнятливостi згладжений, а параметр порядку
протонного скла залишається скiнченним i при тем-
пературах, вищих вiд номiнальної температури замо-
рожування (пiк статичної сприйнятливостi). Фактич-
но, модель спiнового скла є частковим випадком мо-
делi протонного скла при нехтуваннi флюктуацiями
поля hi в гамiльтонiанi (1.1). У роботi [20] у мажах
ґлауберiвської динамiки й модельного пiдходу [16] за-
пропоновано теорiю дiелектричних властивостей дей-
терованих сполук типу Rb1−x(ND4)xD2PO4. Однак у
цьому пiдходi не вдалося отримати перенормування

затравочного часу релаксацiї τ0 за рахунок усеред-
нення по концентрацiйних конфiґурацiях, що мало би
привести до розподiлу часiв релаксацiї й переходу сис-
теми в неергодичний стан нижче вiд певної лiнiї за-
морожування. У працi [19] запропоновано розглядати
лiнiю заморожування T0 = T0(x) як лiнiю нестабiль-
ностi Almeida–Thoulesse, нижче вiд якої реплiчно си-
метричнi розв’язки задачi переходять у реплiчно не-
симетричнi.

Слiд також зауважити, що у згаданих теоретичних
працях адекватне врахування всiх типiв взаємодiй (як
короткосяжних, так i далекосяжних) проведено не бу-
ло.

У працях [10,11] запропоновано теорiю статич-
них властивостей модельних протонних стекол iз до-
вiльним радiусом конкуруючих взаємодiй. У стат-
тi [12] подiбний пiдхiд застосовано для опису тер-
модинамiчних i дiелектричних властивостей спо-
лук iз водневими зв’язками K1−x(ND4)xD2PO4 i
Rb1−x(NH4)xH2AsO4, у яких суттєву роль при фор-
муваннi енерґетичних рiвнiв вiдiграє чотиричастин-
ковий кластер. Метою цiєї статтi є обчислити в ме-
жах реплiчної симетрiї частотно залежну дiелектрич-
ну проникнiсть й фазовi дiаграми iзинґоподiбних сис-
тем iз суттєвими конкуруючими короткосяжними i
слабкими далекосяжними взаємодiями в наближеннi
двочастинкового кластера. Ми вважаємо, що ця мо-
дельна задача має велику наукову цiннiсть завдяки
результатам, якi можуть застосовуватися для шир-
шого класу матерiалiв iз конкуруючими взаємодiями,
нiж протоннi стекла. В наступному роздiлi ми подамо
деякi результати роботи [11], якi потрiбнi для розра-
хункiв дiелектричної проникностi, а також уточнимо
статичну фазову дiаграму моделi в дiлянцi антисеґ-
нетоелектричної фази.

II. ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI
МОДЕЛI ПРОТОННОГО СКЛА

В КЛАСТЕРНОМУ НАБЛИЖЕННI

У працi [11] для вiльної енерґiї F запропоновано на-
ближення двочастинкового кластера для першої ко-
ординацiйної сфери й наближення середнього поля
для iнших координацiйних сфер iз ґауссiвськими фун-
кцiями розподiлу кластерних полiв. Це дає змогу опи-
сувати систему за допомогою таких варiацiйних пара-
метрiв: середнiх по конфiґурацiях кластерних полiв,
якi дiють на f -й спiн з боку найближчого сусiда ϕf i
з боку всiх iнших координацiйних сфер ϕLf , диспер-
сiї цих полiв вiдповiдно qf i qLf (iндекси f = 1, 2 вiд-
повiдають двом пiдґраткам в антисеґнетоелектрично-
му станi). Чисельнi розрахунки проведенi для випад-
ку нехтування флюктуацiями далекосяжної взаємодiї
(qLf=0). Тобто важається, що стан протонного скла
формується в основному завдяки короткосяжним вза-
ємодiям. Пiсля усереднення по конфiґурацiях вiльна
енерґiя на одну примiтивну комiрку F/N має вигляд:
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−β
F

N
= −

2
∑

f=1

z1

〈

F
(0)
f

〉

c
+ z

〈

F (00)
〉

c
+

β

2

2
∑

f,f ′=1

Jff ′

〈

F
(1)
f

〉

c

〈

F
(1)
f ′

〉

c
− β

2
∑

f=1

ϕLf

〈

F
(1)
f

〉

c
. (2.1)

Тут i далi позначимо z1 = z − 1. Для усереднення по конфiґурацiях використано позначення:

〈

F
(l)
f

〉

c
=

∫ ∫

F
(l)
0 (zϕf + ϕLf + σ + g + h) R (σ, zqf ) ρ(g) dσ dg,

〈

F (lm)
〉

c
=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

F
(lm)
cl (z1ϕ1 + ϕL1 + σ1 + g1 + h|z1ϕ2 + ϕL2 + σ2 + g2 + h|k)

×R (σ1, z1q1) R (σ2, z1q2) ρ(g1)ρ(g2)P (k) dσ1 dσ2 dg1 dg2 dk,

P (k) = (1 − c) · δ(k + α) + c · δ(k − 1),−→
def

k = (−α, 1),

ρ(g) = 0.5

(

δ(g +
√

2c(1 − c)Qg) + δ(g −
√

2c(1 − c)Qg)

)

,

R (σ, zqf ) =
1

√

2πzqf

exp

{

−
1

2

σ2

zqf

}

, (2.2)

F0(x) = ln
[

2 cosh(βx)
]

,

Fcl(x1|x2|k) = ln
[

2(eβk cosh(βx1 + βx2) + e−βk cosh(βx1 − βx2))
]

,

F
(l)
0 (x) =

∂l

∂(βx)l
F0(x), F

(lm)
cl (x1|x2|k) =

∂l

∂(βx1)l

∂m

∂(βx2)m
Fcl(x1|x2|k),

де Jff ′ — усереднена по конфiґурацiях сума констант
взаємодiї мiж спiнами (якi не є найближчими сусiда-
ми) f -ї i f ′-ї пiдґратки, h — зовнiшнє поле, R(σ, z1q)
i R(σ, zq) — ґауссовий розподiл z1 i z кластерних по-
лiв, ρ(gf ) — розподiл випадкових внутрiшнiх полiв iз
дисперсiєю 4c(1−c)Qg. З умови екстремуму F/N зна-
ходимо систему рiвнянь для варiацiйних параметрiв
ϕf , qf , ϕL,f :

〈

F
(1)
1

〉

c
=
〈

F (10)
〉

c
,
〈

F
(2)
1

〉

c
=
〈

F (20)
〉

c
,

〈

F
(1)
2

〉

c
=
〈

F (01)
〉

c
,
〈

F
(2)
2

〉

c
=
〈

F (02)
〉

c
, (2.3)

ϕLf =

2
∑

f ′=1

Jff ′ηf ′ ,

а також вирази для усереднених по конфiґурацiях
температурного середнього значення f -го спiну ηf в
елементарнiй комiрцi та його квадрата:

ηf =
〈

F
(1)
f

〉

c
, (2.4)

Qf = Q =

〈

[

F
(1)
1

]2
〉

c

= 1 −
〈

F
(2)
1

〉

c
.

Зауважимо, що в кластерному наближеннi варiа-
цiйний параметр qf i параметр Qf , на вiдмiну вiд ре-
плiчно симетричного наближення в моделi з далекодi-
єю [16–20], не збiгаються. Однак їхнi температурнi за-
лежностi аналогiчнi. Для сеґнетоелектричного й ан-
тисеґнетоелектричного впорядкування за вiдсутностi
зовнiшнього поля можна записати:

η1 = η2 = η, ϕ1 = ϕ2 = ϕ, ϕL1 = ϕL2 = ϕL,
q1 = q2 = q,
η1 = −η2 = η, ϕ1 = −ϕ2 = ϕ, ϕL1 = −ϕL2 = ϕL,
q1 = q2 = q.

Зауважимо, що в нашiй моделi антисеґнетофаза утво-
рюється за рахунок протилежної поляризацiї пiдґрат-
ки f = 2 (найближчi сусiди пiдґратки f = 1). Тепер
iз системи рiвнянь (2.3) отримаємо вираз для η i рiв-
няння для ϕ, q, ϕL:

η =
〈

F
(1)
1

〉

c
,
〈

F
(1)
1

〉

c
=
〈

F (10)
〉

c
,

〈

F
(2)
1

〉

c
=
〈

F (20)
〉

c
, ϕL = (J11 ± J12)η = J±η, (2.5)

де J+ = J вiдповiдає сеґнетофазi, а J− — антисеґне-
тофазi.

Нас цiкавить сприйнятливiсть системи. Диференцi-

юючи по полю βh вираз ηf =
〈

F
(1)
f

〉

c
i верхнi рiвнян-

ня (2.3) з f = 1 та враховуючи, що ϕ′
1 = ϕ′

2 = ϕ′, q′1 =
±q′2 = q′ (“–” — для антисеґнетофази), η′

1 = η′
2 = η′,

можна одержати систему рiвнянь для ϕ′, q′, η′. Роз-
в’язавши її, отримуємо сприйнятливiсть:

χ = βη′ = −β [D/B − βJ ]
−1

, (2.6)

D =
[

zF̄ (2) − z1F̄
[11]
] [

zF̄ (4) − z1F̄
[22]
]

−
[

zF̄ (3) − z1F̄
[12]
] [

zF̄ (3) − z1F̄
[21]
]

,

B = F̄ (2)F̄ [11]
[

zF̄ (4) − z1F̄
[22]
]

+ z1F̄
(2)F̄ [12]F̄ [21] − z

[

F̄ (3)
]2

F̄ [11].
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Тут уведено такi позначення:

F̄ (i) =
〈

F
(i)
1

〉

c
, (2.7)

F̄ [11] =
〈

F (20) + F (11)
〉

c
, F̄ [12] =

〈

F (30) ± F (12)
〉

c
,

F̄ [21] =
〈

F (30) + F (21)
〉

c
, F̄ [22] =

〈

F (40) ± F (22)
〉

c
.

Знак “−” у (2.7) вiдповiдає антисеґнетоелектричному
впорядкуванню. Система рiвнянь для ϕL, ϕ, q має такi
розв’язки: ϕL = ϕ = 0, q = 0 (чиста параелектрична
фаза), що iснує тiльки при Qg = 0; ϕL = ϕ = 0, q 6= 0
(PG — фаза протонного скла); ϕL, ϕ 6= 0, q = 0 (чиста
сеґнетоелектрична або антисеґнетоелектрична фаза),
iснує тiльки при c = 1 або c = 0; ϕL, ϕ 6= 0, q 6= 0 (F
— неоднорiдна сеґнетоелектрична фаза або AF — не-
однорiдна антисеґнетоелектрична залежно вiд умов
(2.5) i значення вiльної енерґiї).

На рис. 1 i рис. 2 зображено фазову дiаграму для
кубiчної ґратки для симетричного k = (−1, 1) й аси-
метричного розподiлу k = (−0.5, 1) при рiзних зна-
ченнях дисперсiї Qg внутрiшнiх випадкових полiв при
невипадковiй малiй додатнiй далекосяжнiй взаємодiї
J (J− = 3/5J).
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Рис. 1. Фазова дiаграма для z = 6 для розподiлу
k = (−1, 1) при Qg = 0 (суцiльнi лiнiї), 0.1 (штриховi лiнiї),
0.5 (пунктирнi лiнiї) i J = 0.225.
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Рис. 2. Фазова дiаграма для z = 6 для розподiлу
k = (−0.5, 1) при Qg = 0 (суцiльнi лiнiї), 0.1 (штриховi
лiнiї), i J = 0.225.

За вiдсутностi внутрiшнього поля у високотемпе-
ратурнiй областi iснує параелектричний стан (η = 0,
q = 0) i можна розрахувати температуру склування
Tg(c) при переходi до стану спiнового скла з умови
q(Tg) = 0, а також температури Кюрi Tc(c) i Нееля
TN(c) при переходi до сеґнето- або антисеґнетоелек-
тричного станiв з умов η(Tc,N) = 0. Внутрiшнi поля
приводять до iснування стану протонного скла у висо-
котемпературнiй областi (Q −→

T→∞
0), однак при цьому

лишаються в силi умови η(Tc,N ) = 0 для визначення
Tc, TN .

У перехiднiй областi мiж високотемпературною фа-
зою протонного скла HPG (high-temperature proton-
glass), де Q � 1, i низькотемпературними фазами вiд-
бувається швидке зростання параметра Q (у зв’язку зi
зростанням q) з пониженням температури. На експе-
риментi [12] межi перехiдної областi часто визначають
як верхнюю й нижню точки перегину (верхня штри-
хова лiнiя на рис. 1, 2) в температурнiй залежностi
сприйнятливостi. Як видно з рис. 1, 2, це може бути
якiсним критерiєм перехiдної областi при переходi у
фазу низькотемпературного скла або у AF-фазу. Од-
нак внутрiшнi випадковi поля практично не змiнюють
форми пiка сприйнятливостi при переходi мiж HPG-
фазою i F-фазою, i визначена за точками перегину
перехiдна область вiдсутня, хоча перехiдна область
за параметром Q iснує.

Коректнiшим параметром для визначення нижньої
межi перехiдної областi є лiнiя заморожування. Для її
побудови ми дослiдимо комплексну динамiчну сприй-
нятливiсть цiєї моделi.

III. РЕЛАКСАЦIЙНА ДИНАМIКА МОДЕЛI
ПРОТОННОГО СКЛА У КЛАСТЕРНОМУ

НАБЛИЖЕННI

Динамiчнi характеристики запропонованої моделi
протонного скла будемо вивчати на основi моделi
Ґлаубера. Кiнетичне рiвняння для унарної функцiї
〈S1〉ρ(t) запишемо так:

(

1 +
∂

∂t

)

〈S1〉ρ(t) =

〈

F
(1)
0

(

h1 +
∑

r1

k1r1
· Sr1

)〉

ρ(t)

.

(3.1)

Для замикання рiвняння (3.1) в 1-частинковому
наближеннi у правiй частинi проводимо замiну
∑

r1

k1r1
· Sr1

≈
∑

r1

ϕ1r1
(t), де ϕ1r1

— кластернi поля, якi

дiють на вузол 1 з боку вузлiв r1. Для їх знаходжен-
ня потрiбнi додатковi рiвняння. У 2-частинковому на-
ближеннi видiляємо явно два вузли — 1 i 2, якi є най-
ближчими сусiдами, а для решти вузлiв використо-
вуємо наближення, подiбне до одночастинкового (для
вузла 2 аналогiчно):
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(

1+
∂

∂t

)

η1(t)≈

〈

F
(1)
0



h1+
∑

r1 6=2

ϕ1r1
(t)+k12S2





〉

ρ(t) =L(y1(t))+P (y1(t)) η2(t). (3.2)

Тут i далi ми використовуємо позначення:

xi(t) = hi(t) +
∑

ri

ϕiri
(t), yi(t) = hi(t) +

∑

ri 6=j

ϕiri
(t), hi(t) = h(t) + gi, i, j = 1, 2,

P (y)=F
(1)
0 (y+k12)+F

(1)
0 (y−k12), L(y)=F

(1)
0 (y+k12)−F

(1)
0 (y−k12), (3.3)

∂nP (y)

∂(βy)n
=F

(1+n)
0 (y+k12)+F

(1+n)
0 (y−k12),

∂nL(y)

∂(βy)n
=F

(1+n)
0 (y+k12)−F

(1+n)
0 (y−k12).

Запишiмо систему кластерних рiвнянь у матрично-
му виглядi:

Ât(∂/∂t) · η(t) = Ct, (3.4)

де

Ât(∂/∂t) = Â (y1(t), y2(t), ∂/∂t) (3.5)

=

(

−1 − ∂
∂t

P (y1(t))
P (y2(t)) −1− ∂

∂t

)

,

Ct = C (y1(t), y2(t))=

(

−L (y1(t))
−L (y2(t))

)

.

Ми використовуємо тi самi позначення для ηi(t),
ϕiri

(t), як i в 1-частинковому наближеннi. Це дає змо-
гу отримати замкнуту самоузгоджену систему рiв-
нянь для змiнних ηi(t), ϕiri

(t). Як ми покажемо ниж-
че, у статичному випадку ця система дає результа-
ти наближення 2-частинкового кластера, яке можна
отримати також на основi розвинення вiльної енерґii
системи. Тому ми будемо називати отриману систему
рiвнянь наближенням двочастинкового кластера для
рiвняння Ґлаубера.

Нас цiкавитимуть статичнi розв’язки та лiнiйний
вiдгук системи на зовнiшнє, залежне вiд частоти по-

ле. Запишiмо ηi (t), xi (t), yi (t), Ât(∂/∂t), Ct у вигля-
дi суми рiвноважного значення й залежного вiд часу
вiдхилення вiд рiвноваги:

ηi (t) = ηi + δηi (t) , xi (t) = xi + δxi (t) ,

yi (t) = yi + δyi (t) . (3.6)

Ât(∂/∂t) = Â(∂/∂t) + δÂt(∂/∂t), Ct = C + δCt.

Пiдставивши (3.5) у (3.2) i (3.4), отримуємо статичний
i динамiчний розв’язки, якi запишемо в частотному
представленнi в 1-частинковому i 2-частинковому на-
ближеннях:

ηf = F
(1)
0 (xf ) ; δηf (ω) = δF

(1)
0 (xf )/ (1 + iω) , (3.7)

η = Â−1(0)C,

δη(ω) = Â−1(iω)
(

δCω − δÂω(iω)η
)

, (3.8)

Â(iω) = Â(y1, y2, iω),C = C (y1, y2).

Продиференцiювавши динамiчний розв’язок (3.6) i
(3.7) по зовнiшньому полю βh(ω), отримуємо систему
рiвнянь для η′

f в одно- i двочастинковому наближен-
нях:

η′
i(ω) = F

(2)
i (ω) · βx′

i(ω), F
(n)
i (ω) = F

(n)
0 (xi)/ (1 + iω) , (3.9)

η′(ω) =

2
∑

i=1

(

∂η(ω)

∂(βyi(ω))

)

yi(ω)=yi

·
∂(βyi(ω))

∂(βh(ω))
=

2
∑

i=1

(

Ω1i(ω)
Ω2i(ω)

)

βy′
i(ω), (3.10)

(

Ω1i(ω)
Ω2i(ω)

)

= Â−1(iω)

(

∂C

∂(βyi)
−

∂Â(iω)

∂(βyi)
η

)

.

У ґауссовому наближеннi по динамiчних змiнних x′
i(ω), y′

i(ω) нам потрiбнi додатковi рiвняння для другого
моменту Q′

i(ω) = −2ηi · βη′
i(ω), який в одно- i двочастинковому наближеннях запишемо так:

Q′
i(ω) = F

(3)
i (ω) · βx′

i(ω), (3.11)

Q′
i(ω) = ΩQ,i1(ω) · βy′

1(ω) + ΩQ,i2(ω) · βy′
2(ω), (3.12)

ΩQ,i1(ω) = −2ηiΩi1(ω), ΩQ,i2(ω) = −2ηiΩi2(ω).
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Вважатимемо далекосяжнi взаємодiї слабофлюктуюючими i врахуємо їх у наближеннi середнього поля. Це
приводить до перенормування поля hi → hi + ϕLi.

Для врахування антисеґнетоелектричного стану розiб’ємо ґратку на елементарнi комiрки з двома вузлами,
що здiйснюється замiною iндексiв: i → if . Пiсля усереднення по конфiґурацiях рiвняння (3.9)–(3.12) при f = 1
мають вигляд:

η′(ω) = F̄ (2)(ω)[1 + zβϕ′(ω) + Jβη′(ω)] + F̄ (3)(ω)
β2

2
zq′(ω), (3.13)

η′(ω) = Ω̄(ω)[1 + z1βϕ′(ω) + Jβη′(ω)] + Ω̄′(ω)
β2

2
z1q

′(ω), (3.14)

Q′(ω) = F̄ (3)(ω)[1 + zβϕ′(ω) + Jβη′(ω)] + F̄ (4)(ω)
β2

2
zq′(ω), (3.15)

Q′(ω) = Ω̄Q(ω)[1 + z1βϕ′(ω) + Jβη′(ω)] + Ω̄′
Q(ω)

β2

2
z1q

′(ω). (3.16)

Тут уведенi позначення (знак “−” вiдповiдає антисеґнетоелектричному впорядкуванню):

F̄ (i)(ω) =
〈

F
(i)
1 (ω)

〉

c
,

Ω̄(ω) = Ω̄11(ω) + Ω̄12(ω), Ω̄′(ω) = Ω̄′
11(ω) ± Ω̄′

12(ω),

Ω̄Q(ω) = Ω̄Q,11(ω) + Ω̄Q,12(ω), Ω̄′
Q(ω) = Ω̄′

Q,11(ω) ± Ω̄′
Q,12(ω),

Ω̄ff ′(ω) = 〈Ωff ′(ω)〉
c
, Ω̄′

ff ′(ω) =

〈

∂Ωff ′(ω)

∂(βyf ′)

〉

c

,

Ω̄Q,ff ′(ω) = 〈−2ηfΩff ′(ω)〉
c
, Ω̄′

Q,ff ′(ω) =

〈

∂ΩQ,ff ′(ω)

∂(βyf ′)

〉

c

. (3.17)

β 〈x′
1(ω)〉c = 1 + zβϕ′(ω) + βJη′(ω), 〈x1 · x

′
1(ω)〉

cum
c = zq′(ω)/2.

β 〈y′
1(ω)〉c = 1 + z1βϕ′(ω) + βJη′(ω), 〈y1 · y

′
1(ω)〉

cum
c = z1q

′(ω)/2.

Прирiвняймо (3.13) i (3.14), а також (3.15) i (3.16).
Отримаємо разом iз (3.13) систему 3 рiвнянь для
η̄′(ω), ϕ′(ω), q′(ω). Розв’язавши її, знаходимо вираз
для динамiчної сприйнятливостi, який при ω = 0 пе-
реходить у вираз (2.6):

χ(ω) = βη′(ω) = −β [D(ω)/B(ω) − βJ ]
−1

, (3.18)

D(ω) =
[

zF̄ (2)(ω) − z1Ω̄(ω)
] [

zF̄ (4)(ω) − z1Ω̄
′
Q(ω)

]

−
[

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄
′(ω)

] [

zF̄ (3)(ω) − z1Ω̄Q(ω)
]

,

B(ω) = F̄ (2)(ω)Ω̄(ω)
[

zF̄ (4)(ω) − z1Ω̄
′
Q(ω)

]

+z1F̄
(2)(ω)Ω̄Q(ω)Ω̄′(ω) − z

[

F̄ (3)(ω)
]2

Ω̄(ω).

Проаналiзуймо тепер результати чисельних розра-
хункiв χ(ω) на основi виразу (3.18). На рис. 3 зобра-
жена температурна залежнiсть сприйнятливостi для
моделi на кубiчнiй гратцi для симетричного розподiлу
короткодiї k = (−1, 1) i з рiзними розподiлами внут-
рiшнiх полiв Qg = 0, 0.1 при c = 0.5 (стан протонного
скла при всiх T ).

Дiйсна частина сприйнятливостi χ′(ω, T ) при ω =
0 (статична сприйнятливiсть) i при малих частотах

(ω = 0.01) на рис. 3 вiдрiзняються лише при малих
температурах i мають пiк у точцi Tg. Малi випадко-
вi поля (Qg = 0.1) приводять до суттєвого згладжу-
вання пiку χ′(ω, T ), χ′′(ω, T ) в околi Tg. При ω 6= 0
пiк уявної частини χ′′(ω → 0, T ) вiдповiдає точцi пе-
регину дiйсної частини χ′(ω → 0, T ). Нижче вiд цiєї
температури (точцi заморожування) у системi iсну-
ють процеси з дуже великими часами релаксацiї. При
високих температурах частотна залежнiсть комплек-
сної сприйнятливостi χ(ω, T ) близька до дебаївської
форми. При низьких температурах дебаївська залеж-
нiсть зникає. При цьому наявнi спiввiдношення для
ефективного часу релаксацiї 〈τeff〉 (рис. 4):

〈τeff〉 = −iχ(0) lim
ω→0

T0
∂

∂ω
χ−1(ω); (3.19)

Re 〈τeff〉 −→
T→0

τ0 exp

(

E

T

)

.

Re 〈τeff〉 → ∞, Im 〈τeff〉 → ∞; (3.20)

Im 〈τeff〉 /Re 〈τeff〉 � 1.

1701-6



РЕЛАКСАЦIЯ ТА ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI МОДЕЛI ПРОТОННОГО СКЛА. . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

c=0.5 

ω=0 

J=0.6 

ω=0.01 

ω=0.1 

ω=1 
ω=0.01 

ω=0.1 

ω=1 

T 

χ 

χ’ 

χ"

Рис. 3. Температурна залежнiсть дiйсної (тонкi лiнiї)
й уявної (товстi лiнiї) частин сприйнятливостi в моделi
k = (−1, 1) при z = 6, Qg = 0 (суцiльнi лiнiї), 0.1 (штри-
ховi лiнiї) при рiзних частотах у станi протонного скла
(c = 0.5).
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Рис. 4. Температурна залежнiсть дiйсної й уявної час-
тин ефективного часу релаксацiї в моделi k = (−1, 1) при
z = 6, Qg = 0 у станi протонного скла (c = 0.5).
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Рис. 5. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльна лi-
нiя) й уявної (штрихова) частин сприйнятливостi в моделi
k = (−1, 1) при z = 6, Qg = 0.1. Перехiд з високотемпера-
турного стану протонного скла в сеґнетоелектричний стан
при рiзних частотах (c = 0.8).

Отже, у кластерному наближеннi в нашiй моделi
при T → 0 температурний хiд Re 〈τeff〉 описується
спiввiдношенням Аренiуса (3.19).
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Рис. 6. Температурна залежнiсть дiйсної (тонкi лiнiї)
й уявної (потовщенi лiнiї) частин сприйнятливостi в мо-
делi k = (−1, 1) при z = 6, Qg = 0 при частотi
ω = 0.01 i середнiй концентрацiї c = 0.8. Штриховi лi-
нiї вiдповiдають флюктуацiям концентрацiй iз дисперсiєю
qc = 0.004 · c(1 − c).
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Рис. 7. Температурна залежнiсть дiйсної (суцiльнi лi-
нiї) й уявної (штриховi лiнiї) частин сприйнятливостi в
моделi k = (−1, 1) при z = 6, Qg = 0.1. Перехiд iз висо-
котемпературного стану протонного скла в антисеґнето-
електричну фазу (c = 0.2).

При c = 0.8 в моделi зi зниженням температури
при Tc вiдбувається фазовий перехiд iз високотемпе-
ратурної фази протонного скла (η = 0, Q � 1) до
неоднорiдної сеґнетоелектричної фази (η > 0, Q > 0)
(рис.5). У точцi переходу χ′(ω = 0, T ) має розрив (пе-
рехiд другого роду), а χ′(ω 6= 0, T ) занулюється (для
частоти ω = 0.01 на рис. 5 дiлянка занулення не вiдо-
бражена). Уявна частина χ′′(ω, T ) в точцi Tc має тем-
пературний пiк, ширина якого збiльшується зi збiль-
шенням частоти, а також низькотемпературний пiк,
який вiдповiдає лiнiї заморожування.
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У реальних протонних стеклах типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4 можливi вiдхилення вiд стехiо-
метрiї в об’ємi зразка. Ми змоделювали цей мак-
роскопiчний концентрацiйний безлад, усереднивши
комплексну сприйнятливiсть χ(ω, T, c) за c з ґауссiв-
ським розподiлом iз дисперсiєю qc = 0.004 ·c(1−c). Як
видно з рис. 6, незначнi флюктуацiї заданої концен-

трацiї c = 0.8 приводять до значного спадання пiкiв
в областi переходу як для дiйсної 〈χ′(ω, T, c)〉c, так
i для уявної частин 〈χ′(ω, T, c)〉c сприйнятливостей.
При цьому занулення 〈χ′(ω, T, c)〉c в областi фазово-
го переходу вже вiдсутнє, а сама область переходу
суттєво розмивається.
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Рис. 8. Фазова дiаграма моделi k = (−1, 1) при z = 6, J = 0.6, Qg = 0.1. Лiнiї заморожування побудованi на основi
максимуму уявної частини сприйнятливостi χ′′(T, ω) при низьких частотах ω = 0.01; 0.001.

При c = 0.2 зi зниженням температури при TN вiд-
бувається фазовий перехiд з високотемпературної фа-
зи протонного скла (η = 0, Q � 1) до антисегнето-
електричної фази (η > 0, Q > 0) (рис. 7). У точцi пе-
реходу сприйнятливiсть χ′(ω = 0, T ) скiнченна й має
злам. Уявна частина χ′′(ω, T ) має низькотемператур-
ний пiк, що вiдповiдає лiнiї заморожування.

Покажемо тепер фазову дiаграму моделi k = (−1, 1)
при z = 6 з урахуванням лiнiї заморожування (рис. 8).
Як видно з рис. 8, верхня межа перехiдної областi
(inflection points) при низьких частотах практично не
залежить вiд частоти. У нашiй моделi при c → 1 лi-
нiя заморожування прямує до певного значення, хоча
в протонних стеклах типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 лiнiя
заморожування прямує до нуля при c → 1. Подiб-
на поведiнка лiнiї заморожування буває i при описi
дiелектричної проникностi цих сполук на основi чо-
тиричастинкового кластера [12]. На нашу думку, ця
невiдповiднiсть може бути пов’язана з певними на-
ближеннями (ґауссiв розподiл кластерних полiв, нех-
тування флюктуацiями далекодiї), якi використову-
ються при розрахунках. Певну роль також можуть
зiграти включення фаз протонного скла у сеґнето-
електричну матрицю, якi спостерiгаємо в протонних

стеклах (див огляд iз роботи [12]) i якi не врахованi в
нашiй моделi.

IV. ВИСНОВКИ

У цiй статтi в межах наближення двочастинко-
вого кластера запропоновано єдиний пiдхiд для до-
слiдження термодинамiчних i динамiчних характе-
ристик iзинґiвської моделi протонного скла з випад-
ковими конкуруючими короткосяжними взаємодiями
(перша координацiйна сфера), слабкими далекосяж-
ними взаємодiями (лiнiйне наближення й нехтування
флюктуацiями) i випадковим внутрiшнiм полем. Ви-
вчено термодинамiчнi параметри порядку, статичну
сприйнятливiсть i фазову дiаграму. Показано, що в
цiй моделi, як i в моделi протонного скла з випадко-
вою далекосяжною взаємодiєю, внутрiшнє хаотичне
поле формує стан високотемпературного протонного
скла (η = 0, Q � 1), а стан парафази (η = 0, Q = 0)
можливий тiльки при безмежнiй температурi. Побу-
довано фазову дiаграму для симетричної k = (−1, 1)
й асиметричної k=(-0.5,1) короткодiї при рiзних пара-
метрах випадкового внутрiшнього поля. На нiй вiд-
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значено областi переходу з фази η = 0, Q � 1 до
фази низькотемпературного протонного скла (η = 0,
Q ∼ 1), а також до неоднорiдних сеґнето- i антисеґ-
нетоелектричної фаз (η 6= 0, Q 6= 1).

У межах ґлауберiвської динамiки запропоновано
кластерне наближення для динамiчної сприйнятли-
востi. Показано, що в цiй моделi в станi протонно-
го скла динамiка має характер, близький до дебаєв-
ської релаксацiї, тiльки при високих температурах.
При цьому в нашiй моделi при T → 0 температур-
ний хiд реальної частини ефективного часу релаксацiї
описується спiввiдношенням Аренiуса. Уявна частина
сприйнятливостi у фазi протонного скла, у сеґнето- та
антисеґнетофазi має низькотемпературний пiк, який

вiдповiдає лiнiї заморожування протонних стекол (пе-
рехiд у неергодичний стан). При переходi вiд стану ви-
сокотемпературного протонного скла до сеґнетовпо-
рядкування малi макроскопiчнi флюктуацiї концен-
трацiй c конкуруючих взаємодiй приводять до якiс-
ної змiни поведiнки дiйсної й уявної частин сприй-
нятливостi в точцi T. У цiй точцi лiнiя 〈χ′(ω, T, c)〉c
має згладженний пiк (0 без усереднення), пiк для лi-
нiї 〈χ′′(ω, T, c)〉c значно зменшується, а температурнi
ширини цих лiнiй в областi фазового переходу значно
розширюються. Побудовано також фазову дiаграму
для симетричної моделi k = (−1, 1) з урахуванням лi-
нiй заморожування.
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RELAXATION AND THERMODYNAMIC PROPERTIES OF THE PROTON-GLASS
MODEL WITH ESSENTIAL SHORT-RANGE COMPETING INTERACTIONS

S. I. Sorokov, A. S. Vdovych, R. R. Levitskii
Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,

1 Svientsitskii St, 79011 Lviv, Ukraine

Within the two-particle cluster approximation for the Glauber dynamics and in the framework of the replica

symmetric approach we study a proton glass model with essential competing short-range and weak long-range

interactions. It is shown that the imaginary part of susceptibility exhibits a low-temperature peak which corre-

sponds to the system transition to a non-ergodic state. The phase diagram for different interaction parameters

and random internal field is plotted.
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