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На основi псевдоспiн-електронної моделi, яку ми запропонували, дослiджено фазовi перехо-
ди першого i другого роду з однорiдної фази до фази з подвоєнням перiоду ґратки у квазiодно-
вимiрних структурах iз водневими зв’язками. Отримано залежнiсть електронної концентрацiї
й середньої заселеностi протонних позицiй вiд температури й зовнiшнього поздовжнього поля
h. Показано, що величина стрибка цих величин при фазовому переходi першого роду є мен-
шою для структур iз бiльшою частотою тунелювання протона на водневому зв’язку. Одержано
рiвняння для температури фазового переходу другого роду з однорiдної фази до фази з по-
двоєнням перiоду ґратки й вiдповiдно з модуляцiєю заряду. Розраховано електронний спектр.
Дослiджено залежнiсть щiлини в спектрi вiд поля h i температури.
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I. ВСТУП

Властивостi водневозв’язаних молекулярних i крис-
талiчних структур великою мiрою визначаються ха-
рактером розмiщення протонiв на зв’язках. Ряд екс-
периментальних фактiв [1–5] та квантовохiмiчних
розрахункiв [6,7] указують на наявнiсть значної коре-
ляцiї мiж перемiщенням протонiв i перебудовою елек-
тронних станiв та змiною їх заповнення. Роль протон-
ної пiдсистеми виявилася, наприклад, суттєвою при
формуваннi зарядовпорядкованих електронних ста-
нiв у системах iз перехiдними металами, де елемен-
тами структури є водневi зв’язки [1]. У системах BSP
i DNP виявлено змiни в оптичних спектрах, сформо-
ваних електронними переходами, при змiнi характеру
локалiзацiї протонiв на водневих зв’язках [3–5]. На-
громаджений матерiал дає змогу зробити висновок
про наявнiсть помiтної протон-електронної кореляцiї,
що ми врахували при побудовi моделей для опису
систем iз водневими зв’язками. Зрештою, вплив про-
тонної локалiзацiї на розподiл електронної густини й
електроннi стани видно i з результатiв квантовохiмiч-
них розрахункiв (наприклад, [6], де розглянуто прос-
ту квантовохiмiчну модель, чи в роботi [8]).

У працях [8, 9] дослiджено перенос заряду в сис-
темах iз водневими зв’язками на основi запропонова-
ної псевдоспiн-електронної моделi. Модель ураховує
протон-електронну взаємодiю, яка описує змiну заря-
ду йонiв, що формують водневий зв’язок, при змi-
щеннi протона на зв’язку. Ангармонiчнiсть змiщень
протонiв описано за допомогою псевдоспiнового фор-
малiзму. До уваги взято лише два найнижчi коливнi
стани в ангармонiчнiй потенцiальнiй ямi (S = 1/2).
Крiм цього, модель ураховує скорельований протон-
електронний перенос. У працi [9] установлено, що сис-
тема з водневими зв’язками може перебувати в трьох

режимах iз рiзною шириною електронної зони, сфор-
мованої електронними орбiталями йонiв, мiж якими
є водневий зв’язок, i суттєво рiзним значенням ефек-
тивної частоти тунелювання протона Ωeff . Отримано
частотну залежнiсть дiйсної частини провiдностi. При
фiксованому значеннi хiмiчного потенцiалу µ = const
встановлено можливiсть, залежно вiд значення µ, пе-
реходiв мiж однорiдними фазами з рiзними електрон-
ними концентрацiями n. При заданому середньому
значеннi n вiдбувається розшарування системи на фа-
зи з рiзною шириною електронної зони, рiзними n i
Ωeff , а також рiзними коефiцiєнтами електронної про-
вiдностi [9].

Зауважимо, що ранiше псевдоспiн-електроннe мо-
дель в основному використовували для дослiдження
ролi локально ангармонiчних елементiв у високотем-
пературних надпровiдниках (ВТНП) у формуваннi їх-
нього електронного спектра. У такому разi модель
ураховує взаємодiю електронiв провiдностi з пiдсис-
темою т.зв. апексних йонiв кисню, що можуть ма-
ти два положення рiвноваги. У ВТНП ця взаємодiя
є одновузловою, оскiльки апексний кисень змiщуєть-
ся перпендикулярно до надпровiдних площин. У роз-
глянутих квазiодновимiрних структурах iз водневими
зв’язками, якi ми розглядаємо, вона зачiпає сусiднi
вузли ланцюжкової структури. У зв’язку з цим важ-
ливо визначити, що нового в термодинамiчнi власти-
востi системи вносить саме такий характер згаданої
взаємодiї. З цiєю метою ми розглянули спрощений
варiант псевдоспiн-електронної моделi, а саме, ско-
рельований протон-електронний перенос замiняється
просто тунелюванням протона (чи йона), саме так, як
це робиться в псевдоспiнових моделях, застосованих
для ВТНП. У цiй працi дослiджено фазовi переходи
першого i другого роду з однорiдної фази до фази з
подвоєнням перiоду ґратки й вiдповiдно модуляцiєю
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заряду у квазiодновимiрних структурах iз водневими
зв’язками.

II. ГАМIЛЬТОНIАН ЗАДАЧI

Гамiльтонiан квазiодновимiрної структури, що мiс-
тить ланцюжки з водневими зв’язками, запишiмо по-
дiбно, як i в працi [9]:

Heff=
∑

l

∑

i,σ

((ε− µ)niσ(l) + g(niσ(l) − ni+1,σ(l))Sz
i (l))

+
∑

l,l′

∑

i,j,σ

ti(l),j(l′)(a
+
iσ(l)aj,σ(l′) + a+

j,σ(l′)aiσ(l))

+
∑

l

∑

i

ΩSx
i (l) −

∑

l

∑

i

hSz
i (l)

−
1

2

∑

l,l′

∑

i,j

Ji(l),j(l′)S
z
i (l)Sz

j (l′). (1)

Тут видiлено пiдсумовування вздовж ланцюжкiв,
iндекси i, j; i пiдсумовування по ланцюжках, iндекс l.
Оператор псевдоспiна Ŝi описує стани протона у дво-
мiнiмумному потенцiалi на водневому зв’язку. Домi-
нуючим вважається перенос уздовж водневих зв’язкiв

t = ti(l),i+1(l); niσ — оператор електронної заселенос-
тi i — го вузла ланцюжка, σ — спiн електрона, µ —
хiмiчний потенцiал електронiв.

Гамiльтонiан включає протон-електронну взаємо-
дiю (параметр g), електронний перенос (параметр t),
енергiю тунелювання протона (параметр Ω), асимет-
рiю локального ангармонiчного потенцiалу (параметр
h). Останнiй доданок описує протон-протонну взаємо-
дiю .

Псевдоспiн-електронна взаємодiя формує ефектив-
ну взаємодiю мiж псевдоспiнами (в нашому випадку
ефективну взаємодiю мiж протонами) i, як показа-
но в [10, 11], може бути причиною появи модульова-
ної фази з подвоєнням вихiдного перiоду ґратки. До-
слiдженню саме такого явища i присвячена ця пра-
ця. При подвiйнiй модуляцiї перiоду ґратки кристал
подiляється на двi пiдґратки. Уведемо позначення:
ηα = 〈Sz

i,α〉, nα = 〈
∑

σ

ni,α,σ〉,(α = 1, 2 є iндексами пiд-

ґратки). У наближеннi молекулярного поля (МП) га-
мiльтонiан (1) пiсля переходу до k — представлення
запишемо:

HMF = Hel +Hsp + U, (2)

Hel =
∑

k,α,σ

(ε− µ+ g(ηα − ηβ))nk,α,σ +
∑

k,α,σ

tk,α,σa
+
k,α,σak,β,σ, α 6= β,

t11k = t22k = 0, tk ≡ t12k = t21k =
∑

i(l)−j(l′)

t12i(l),j(l′) exp[ik(Ri(l),1 −Rj(l′),2)],

Hsp =
∑

l

∑

i,α

(ΩSx
i,α(l) − (h+ jηβ − g(nα − nβ))Sz

i,α(l)),

U =
1

2
Njη1η2 −

N

2
g(n1 − n2)(η1 − η2), J =

∑

l′

∑

j

Ji(l),j(l′).

Електронна частина гамiльтонiана (2) дiагоналiзу-
ється унiтарним перетворенням

ak,1,σ = ãk,1,σ cosϕ+ ãk,2,σ sinϕ,

(3)

ak,2,σ = −ãk,1,σ sinϕ+ ãk,2,σ cosϕ,

cos 2ϕ =
−g(η1 − η2)

√

g2(η1 − η2)2 + t2k
,

sin 2ϕ =
tk

√

g2(η1 − η2)2 + t2k
.

У результатi отримано:

Hel =
∑

k,α,σ

(Ek,α − µ)ñk,α,σ , (4)

Ek,α = ε+ (−1)α
√

g2(η1 − η2)2 + t2k.

Для дiагоналiзацiї спiнової частини здiйснюємо пе-
ретворення повороту:

Sx
i (l) = S̃x

i (l) cosψ + S̃z
i (l) sinψ,

Sz
i (l) = −S̃x

i (l) sinψ + S̃z
i (l) cosψ,

cosψα = (h+ jηβ − g(nα − nβ))/λα, sinψα = Ω/λα.

У результатi одержимо:

Hsp = −
∑

l

∑

i,α

λαS̃
z
i,α(l), (5)

λα =
√

(h+ jηβ − g(nα − nβ))2 + Ω2.
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III. ТЕРМОДИНАМIЧНI ФУНКЦIЇ
МОДУЛЬОВАНОЇ ФАЗИ

Використовуючи спiввiдношення (2)–(5), легко от-
римати таку систему рiвнянь для середнiх значень
псевдоспiнiв ηα й електронної концентрацiї nα:

nα =
1
N
2

∑

k,α,σ

(
1 + cos 2ϕ

2
(1 + exp[β(Ek,α − µ)])−1

+
1 − cos 2ϕ

2
(1 + exp[β(Ek,β − µ)])−1), (6)

ηα =
h+ jηβ − g(nα − nβ)

2λα

th

(

λα

2kT

)

. (7)

З усiх можливих розв’язкiв системи рiвнянь (6)–
(7)вибираємо такi, що дають мiнiмальне значення
термодинамiчного потенцiалу Φ у режимi µ = const
чи мiнiмальне значення вiльної енерґiї F = Φ + µN у
режимi n = const. Термодинамiчний потенцiал моделi
в наближеннi молекулярного поля має вигляд:

Φ = −2kT
∑

k

ln

{

(1 + exp[−β(Ek,1 − µ)])

× (1 + exp[−β(Ek,2 − µ)])

}

−
1

2
kTN ln

(

4ch

(

λ1

2kT

)

ch

(

λ2

2kT

))

+
1

2
Njη1η2 −

1

2
Ng(n1 − n2)(η1 − η2). (8)

Виходячи з рiвнянь (6)–(7), можна записати рiвнян-
ня для величин δn = n1−n2 i δη = η1−η2 , якi можуть
вiдiгравати роль параметра порядку для модульова-
ної фази. Видiливши внески першого порядку, отри-
маємо:

δn = −
4

N

∑

k

g

tk
δη

(

(1 + exp[β(ε− |tk| − µ)])−1

− (1 + exp[β(ε+ |tk| − µ)])−1

)

, (9)

δη = −
2

λ2

(

Ω2

λ
〈σz〉 +

1

kT
(h+ jη)2(

1

4
− 〈σz〉2)

)

×

(

gδn+
1

2
jδη

)

. (10)

Тут:

n =
n1 + n2

2
, η =

η1 + η2
2

, 〈σz〉 =
1

2
th

(

λ

2kT

)

.

λ =
√

(h+ jη)2 + Ω2.

Iз рiвнянь (9)–(10) одержано умову для появи не-
нульового розв’язку для δn i δη, тобто рiвняння для
температури фазового переходу другого роду.

2

λ2

(

Ω2

λ
〈σz〉 +

1

kT
(h+ jη)2(

1

4
− 〈σz〉2)

)

×

(

1

2
j −

4

N

∑

k

g2

tk
η
(

(1 + exp[β(ε− |tk| − µ)])−1 − (1 + exp[β(ε+ |tk| − µ)])−1
)

)

+ 1 = 0. (11)

Рис. 1. Лiнiя фазових переходiв першого (кривi 1, 3)
i другого роду (кривi 2, 4) з однорiдної до модульованої
фази; 1, 2 — Ω = 0; 3, 4 — Ω = 0.05 eV.

На рисунку 1 показано лiнiю фазових переходiв
першого i другого роду з однорiдної до модульованої
фази для Ω = 0 i Ω = 0.05 eV. Лiнiю фазових перехо-
дiв другого роду наведено жирнiше. Точки переходу
першого роду визначали числовим розрахунком, як
точки, у яких за вимогою мiнiмуму термодинамiчно-
го потенцiалу при змiнi параметрiв моделi вiдбуває-
ться перехiд з однорiдного розв’язку n1 = n2, η1 = η2
до модульованого з δn i δη вiдмiнними вiд нуля. Тем-
пературну залежнiсть середньої електронної заселе-
ностi пiдґраток n1, n2 у модульованiй фазi, а також
для однорiдної фази n0 уздовж лiнiї фазових перехо-
дiв показано на рис.2. Проiлюстровано також випа-
док h = 0. Там же наведенi отриманi температурнi
залежностi середнiх значень псевдоспiна (протонної
заселеностi) η1, η2, η0. Кривi δn(T ) i δη(T ) зображенi
на рис. 3. Розщеплення електронної зони при фазо-
вому переходi iлюструє рис. 4. На рис. 5 показано по-
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льову залежнiсть середньої електронної заселеностi й
середнiх значень псевдоспiна (протонної заселеностi).
Лiнiї фазових переходiв з однорiдної до модульованої
фаз: (а) при рiзних значеннях хiмiчного потенцiалу µ
та (б) при рiзних значеннях параметра j показанi на
рис. 6. Тут подано результати розрахунку при таких

значеннях параметрiв моделi: g = 0.08 eV, t = 0.05 eV,
j = 0, µ = 0, Ω = 0 i Ω = 0.05 eV. Вибiр таких значень
параметрiв обґрунтовано в роботi [8]. Результати до-
слiджень при j i µ, вiдмiнних вiд нуля, показанi на
рис. 6. На графiках усi енерґетичнi характеристики в
одиницях 10−1 eV.

(а)

(б)

Рис. 2. Температурна залежнiсть середньої електронної заселеностi пiдґраток n1, n2, а також однорiдної фази n0 i
температурна залежнiсть середнiх значень псевдоспiна (протонної заселеностi) η1, η2, η0 уздовж лiнiї фазових переходiв
для Ω = 0 (а) i при h = 0 для Ω = 0.05 eV (б).

Рис. 3. Температурна залежнiсть величин δn i δη уздовж лiнiї фазових переходiв, 1 — Ω = 0; 2 — Ω = 0.05 eV.
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Рис. 4. Розщеплення електронної зони вздовж лiнiї фазових переходiв, Ω = 0.

Рис. 5. Польова залежнiсть середньої електронної заселеностi пiдґраток n1, n2, а також однорiдної фази n0 i польова
залежнiсть середнiх значень псевдоспiна (протонної заселеностi) η1, η2, η0 при T = 300 K (Ω = 0.05 eV).

(а) (б)

Рис. 6. Лiнiї фазових переходiв з однорiдної до модульованої фази; (а) при рiзних значеннях хiмiчного потенцiалу µ:
1, 2, 3, 4 − µ = 0, 0.05, 0.08, 0.12 eV (Ω = 0, j = 0), (б) при рiзних значеннях параметра j: 1, 2, 3, 4 − j = 0, 0.05, 0.1, 0.2 eV
(Ω = 0.05 eV, µ = 0).

2703-5



Р. Я. СТЕЦIВ, Р. Я. ЮРЕЧКО

IV. ВИСНОВКИ

Дослiджено рiвноважнi стани й фазовi переходи у
квазiодновимiрних структурах iз водневими зв’язка-
ми на основi псевдоспiн-електронної моделi, яку ми
запропонували. Установлено, що в таких структурах
залежно вiд зовнiшнього поля реалiзуються фазовi
переходи першого чи другого роду з однорiдної фа-
зи до фази з подвоєнням перiоду ґратки й вiдповiдно
модуляцiєю заряду. Отримано залежнiсть електрон-
ної концентрацiї й середньої заселеностi протонних
позицiй вiд температури й зовнiшнього поздовжньо-
го поля h. Показано, що величина стрибка цих вели-
чин при фазовому переходi першого роду є меншою
для структур з бiльшою частотою тунелювання про-
тона на водневому зв’язку, а також з бiльшою прямою
протон-протонною взаємодiєю. На основi отриманого
рiвняння розраховано температуру фазового перехо-

ду другого роду з однорiдної до модульованої фази.
Розраховано електронний спектр. Дослiджено залеж-
нiсть щiлини в спектрi вiд поля h i температури.

Показано, що псевдоспiн-електронна (протон-
електронна) взаємодiя може спричиняти появу за-
рядомодульованої фази у структурах iз водневими
зв’язками. Запропоновану модель можна застосува-
ти для опису квазiодновимiрних структур так званих
галогенозвязаних металевих комплексiв [1], у яких
спостерiгаються стани з модуляцiєю заряду.
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EQUILIBRIUM STATES AND PHASE TRANSITIONS IN HYDROGEN-BONDED
MOLECULAR AND CRYSTAL STRUCTURES
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The possibility of the first- or second-order transitions from uniform phase into that with doubled lattice

period in the quasi-one-dimensional structures with hydrogen bonds is studied in the framework of proposed

pseudospin-electron model. The dependence of the electron concentration and mean number of protons on site on

temperature and asymmetry field were obtained. It was shown that abrupt changes of these characteristics at the

first-order transitions is smaller for the structures with a high proton tunnelling frequency. The equation for the

second-order phase transition temperature is obtained. The electron spectrum is calculated. The dependence of

the splitting of the electron spectrum on temperature and asymmetry field is investigated.
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