
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ
т. 13, № 2 (2009) 2705(10 с.)

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES
v. 13, No. 2 (2009) 2705(10 p.)

ПОЛЯРИЗАЦIЙНI ЕФЕКТИ В ТЕРАГЕРЦОВОМУ
ВИПРОМIНЮВАННI ГАРЯЧИМИ ЕЛЕКТРОНАМИ

В БАГАТОДОЛИННИХ НАПIВПРОВIДНИКАХ

В. М. Бондар, П. М. Томчук
Iнститут фiзики НАН України,

вiддiл електронiки твердого тiла, вiддiл теоретичної фiзики
проспект Науки, 46, Київ, 03680, Україна

(Отримано 27 травня 2008 р.; в остаточному виглядi — 27 липня 2009 р.)

Експериментально й теоретично дослiджено в n-Ge поляризацiйнi залежностi випромiню-
вання гарячих електронiв вiд величини й напрямку електричного поля, вiд температури ґрат-
ки та концентрацiї домiшок, а також величини одновiсного тиску. Установлено й пояснено
особливостi кутових залежностей випромiнювання, зумовлених змiною механiзмiв розсiяння.
Уперше спостережено й побудовано теорiю виникнення кутових залежностей випромiнювання
у випадку орiєнтацiї електричного поля в напрямку, симетричному щодо розташування долин
в n-Ge.
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ВСТУП

При розiгрiвi вiльних електронiв у напiвпровiднику
зовнiшнiм електричним полем гарячi електрони почи-
нають спонтанно випромiнювати. У багатодолинних
напiвпровiдниках це випромiнювання має свої особли-
востi, пов’язанi з анiзотропiєю закону дисперсiї елект-
ронiв й анiзотропiєю механiзмiв їх розсiяння. Крiм то-
го, багатодолинний характер таких напiвпровiдникiв,
як n-Ge i n-Si, робить чутливим випромiнювання га-
рячих електронiв цих напiвпровiдникiв до зовнiшнiх
впливiв (зокрема чутливим до змiни величини й на-
прямку електричного поля до зовнiшнього тиску то-
що). Механiзм чутливостi випромiнювання до зовнiш-
нiх впливiв пояснюється залежнiстю заселення елект-
ронами рiзних долин i їхнiх температур вiд зовнiшнiх
впливiв. У результатi оптичнi характеристики таких
напiвпровiдникiв, як n-Ge i n-Si, не зважаючи на їхню
кубiчну симетрiю, починають залежати вiд кутiв.

У роботах [1–3] ми дослiджували кутовi залежностi
поглинання й випромiнювання гарячими електронами
в багатодолинних напiвпровiдниках.

В [1–2] основну увагу придiлено побудовi теорiї цих
ефектiв. Останнiм часом спостережено новi законо-
мiрностi, що стосуються змiни характеру поляриза-
цiйних кривих залежно вiд поля, температури, кон-
центрацiї домiшкiв i тиску. Опису цих експеримен-
тальних закономiрностей i їх теоретичнiй iнтерпрета-
цiї присвячена ця стаття. У теорiї значну увагу при-
дiлено поясненню впливу факту змiни механiзму роз-
сiяння на поляризацiйнi характеристики. Крiм того,
показано, що в певних випадках необхiдно врахову-
вати вплив поля на вигляд функцiї розподiлу елек-
тронiв за швидкостями точнiше, нiж це традицiйно
прийнято.

I. ЕКСПЕРИМЕНТ

У зв’язку з тим, що деякi вимiри проводили в но-
вих умовах, коротко нагадаємо загальну постановку
початкового експерименту [3] та подальше його вдос-
коналення пiд час проведення температурних вимiрiв.

Зразки n-Ge мали перерiз 1×1 мм2 i довжину 7 мм
по кристалографiчному напрямку 〈111〉 або 〈100〉. У
цьому ж напрямку прикладали одновiсну деформа-
цiю та iмпульсне електричне поле з довжиною iмпу-
льсу 0.8 мксек та частотою повторення 6 Гц. При-
ймач випромiнювання (λ ∼ 100 мкм) становив со-
бою пластинку Ge(Ga) товщиною 0.8 мм та розмiрами
∼ 5×5 мм2. В електричнiй схемi застосовували по-
трiйне екранування. На шляху проходження оптич-
ного сиґналу ставили фiльтр iз чорного полiетилену
для обмеження короткохвильової частини спектра ви-
промiнювання зразка [1] рис. 1.

Для температурних вимiрiв створено нову установ-
ку, оскiльки пристосувати стару для цього не вдало-
ся. Технiчна проблема полягала в тому, що приймач
Ge(Ga) потребує робочої температури ∼ 5 К, а темпе-
ратура зразка, який випромiнює, може сягати азотних
температур. Створити вiдповiднi умови для прийма-
ча при такому ґрадiєнтi температури дуже складно.
Питання було розв’язане так: низькотемпературний
приймач розташовували в нижнiй частинi вертикаль-
ного свiтлопроводу (полiрована труба) на рiвнi повер-
хнi рiдкого гелiю, а випромiнюючий зразок перемiща-
ли по цьому свiтлопроводу вiд приймача, де темпера-
тура була ∼ 5 К, до середньої й верхньої частини, де
температура могла сягати азотної. Така конструкцiя
установки дала змогу звести температурний ґрадiєнт
до мiнiмуму й успiшно провести вимiри. Вiдзначимо,
що при такiй схемi в результати вносилася додаткова
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помилка, але оскiльки нас цiкавила якiсна характе-
ристика поляризацiї, це не мало суттєвого значення.

1          2      3       4 

1

Рис. 1. Схема проведення експерименту з вивчення по-
ляризацiйних залежностей терагерцового випромiнюван-
ня гарячими електронами з n-Gе. 1 — дослiджуваний зра-
зок n-Gе, до якого прикладене електричне поле F i одно-
вiсний тиск P . 2 — фiльтр (чорний полiетилен), що обрi-
зає короткохвильову частину спектра. 3 — поляризатор,
що обертається. 4 — приймач випромiнювання (Gе:Gа).

II. РЕЗУЛЬТАТИ ЕКСПЕРИМЕНТУ

Результати температурних вимiрiв поляризацiйної
залежностi наведенi на рис. 2. Видно, що при найниж-
чих температурах залежнiсть амплiтуди сиґналу “ви-
гнута вниз” (при нульовому кутi оберту поляризатора
маємо максимум амплiтуди). З пiдвищенням темпера-
тури хiд амплiтуди вирiвнюється, проходить через 0, а
далi з пiдвищенням температури “вигинається вверх”
i таким залишається, допоки ми пiдвищували темпе-
ратуру — до 76 К. Таку поведiнку ходу кривих поля-
ризацiї можна пов’язати зi змiною розсiювання носiїв
вiд домiшкового на нерухомих заряджених центрах
— до розсiювання на акустичних коливаннях ґратки.
Як видно з рис. 2, температура, при якiй спостерiга-
ємо перехiд вигину характеристики “вниз” до вигину
“вверх” є нижчою, нiж лiтературнi данi [5] для тем-
ператури максимальної рухливостi нашого матерiалу
(концентрацiя — 6 · 1014 см−3). Це, iмовiрно, пов’я-
зано з тим, що наш зразок при вимiрах пiдiгрiваєть-
ся прикладеним iмпульсом електричного поля i тому
температура зразка на декiлька градусiв вища, нiж
температура навколишнього простору, яку ми безпо-
середньо мiряємо.

Щоб отримати повнiшу картину поляризацiї випро-
мiнювання гарячих носiїв з n-Ge, проведено вимiри цi-
єї характеристики для кристалографiчного напрямку
〈100〉, коли всi долини розмiщенi симетрично стосов-
но електричного поля. Така ситуацiя, як здавалося,
не повинна викликати будь-якої поляризацiї випро-
мiнювання. Однак експерименти показали, що навiть
у цьому випадку поляризацiя є, має свої характернi
особливостi i спостерiгається на вiдносно чистих зраз-
ках iз рiзною концентрацiєю носiїв.
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Рис. 2. Поляризацiйнi кутовi залежностi випромiню-
вання гарячих носiїв n-Ge (кристалографiчний напря-
мок зразка 〈111〉; n ≈ 6·1014 см−3; електричне поле E ≈
140B/см) для рiзних температур: 6.6К (1): 7.7К (2); 14К
(3); 76К (4).
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Рис. 3. Поляризацiйнi кутовi залежностi випромiню-
вання гарячих носiїв n-Ge (n ≈ 1.5·1014 см−3) для си-
метричного кристалографiчного напрямку 〈100〉 при рiз-
них значеннях грiючого електричного поля: 7В/см (1);
10В/см (2); 13 В/см (3); 15В/см (4).

Результати експерименту показано на рис. 3 для n-
Ge (концентрацiя — 1.5 · 1014). Подiбнi залежностi от-
риманi i для n-Ge з концентрацiєю носiїв 1 · 1014 см−3

i 7 · 1013. Тривалий час цi результати не знаходили
пояснення. На перший погляд, вони виглядають не-
сподiваними. Адже при орiєнтацiї електричного поля
вздовж осi (1, 0, 0) всi долини розмiщенi симетрично
щодо напрямку поля, i тому концентрацiя й темпера-
тура електронiв у всiх долинах однаковi. Здавалось
би, нiзвiдки взятися кутовим залежностям. Нижче бу-
де показано, що при певних умовах (сильнi поля, ни-
зькi температури) поява кутових залежностей випро-
мiнювання пов’язана з порушенням симетрiї полем
самої функцiї розподiлу електронiв за швидкостями.
Точнiше це означає, що при вiдповiдних умовах необ-
хiдний у теорiї вихiд за межi традицiйного, так зва-
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ного дифузiйного наближення, у якому кутова залеж-
нiсть ураховується тiльки в непарнiй частинi функцiї
розподiлу, а парна частина цiєї функцiї вважається
незалежною вiд кутiв. Далi побачимо, що врахування
кутової залежностi парної частини функцiї розподiлу
дає змогу пояснити експериментальнi кривi.

Отже, саме електричне поле, деформуючи функ-
цiю розподiлу, створює умови для виникнення поля-
ризацiї. Вiдзначимо, що в теорiї, яка використовує ди-
фузiйне наближення, такi “тонкi” характеристики, як
поляризацiя випромiнювання у кристалографiчному
напрямку 〈100〉 не можна пояснити.

Рис. 4. Поляризацiйнi кутовi залежностi випромiню-
вання гарячих носiїв n-Gе (n ≈ 2·1013 см−3) для неси-
метричного кристалографiчного напрямку (III) при рiз-
них значеннях одновiсного тиску P : (1) P = 0 кбар; (2)
P = 1.5 кбар; (3) P = 2.5 кбар; (4) P = 5 кбар. Грiюче
поле — 200В/см.

Проведенi також експерименти з вивчення поля-
ризацiї в тому випадку, коли зразок n-Ge пiд дiєю
великого одновiсного тиску перетворювався в “одно-
долинний”. Результати цих вимiрiв для зразкiв n-Ge
у напрямку 〈111〉 i концентрацiї ∼ 2 · 1014 см−3 на-
веденi на рис. 4. Як бачимо, недеформованi зразки
мають характерний для чистого n-Ge вигляд [3]. Зi
збiльшенням одновiсного тиску, коли йде переселен-
ня носiїв в одну долину, амплiтуда випромiнювання
спадає, а кривизна зменшується. З подальшим поси-
ленням тиску характеристика проходить через пряму
лiнiю й вигинається у зворотному напрямку. Таку по-
ведiнку поляризацiйних залежностей важко пояснити
однозначно. Важливу роль у нiй можуть вiдiгравати
три обставини. По-перше, тензор рухливостi електро-
нiв, коли всi вони переселенi в одну долину, вiдрiзня-
тиметься вiд ефективної рухливостi, коли електрони
заселяють з однаковими концентрацiями всi долини.
По-друге, при фiксованiй величинi електричного по-
ля розiгрiв електронiв у долинi, куди переселяють-
ся електрони з iнших долин, змiнюватиметься зi змi-
ною тиску, оскiльки при цьому змiнюється енерґооб-
мiн мiж долинами. I по-третє, критерiй необхiдностi
виходу за межi дифузiйного наближення може вiдрiз-
нятись у випадках, коли заселена одна долина i коли

— всi.
Нижче ми наведемо аналiтичнi вирази для кутової

залежностi випромiнювання (з урахуванням акустич-
ного й домiшкового розсiяння), якi зумовленi внеском
електронiв однiєї долини. Це дасть змогу нам якiсно
пояснити основнi закономiрностi, на якi вказує експе-
римент. Для повного кiлькiсного зiставлення теорiї й
експерименту потрiбно було б ще записати рiвняння
балансу енерґiї й концентрацiй електронiв у долинах
з урахуванням мiждолинного обмiну. Iз цих рiвнянь
потрiбно було б визначити залежнiсть температур i
концентрацiй електронiв у долинах вiд поля й тиску
(при його наявностi) i аж пiсля цього визначати су-
марний внесок усiх долин. Це вимагає великого обсягу
обчислень. Тому ми обмежимося якiсним поясненням
основних закономiрностей.

III. ТЕОРIЯ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Побудова теорiї поглинання й випромiнювання свiт-
ла вiльними носiями в багатодолинних напiвпровiд-
никах — досить складна в математичному планi за-
дача. Це пов’язано з тим, що закон дисперсiї енерґiї
електронiв — анiзотропний, механiзми розсiяння та-
кож анiзотропнi, а заселення долин (мiнiмумiв у зонi
провiдностi) електронами може бути рiзним залежно
вiд зовнiшнiх впливiв. Традицiйно при побудовi теорiї
поглинання й випромiнювання свiтла вiльними елек-
тронами у квантовому i класичному випадках вико-
ристовують рiзнi методи. У [1–2] ми запропонували
метод, який дає змогу в єдиному пiдходi розглянути
як поглинання, так i випромiнювання у квантовому i
класичному випадках. Як вiдомо, квантовий випадок
вiдповiдає ситуацiї, коли квант свiтла бiльший вiд се-
редньої енерґiї електрона, а класичний — випадковi
протилежної нерiвностi.

Запропонований в [1–2] метод базується на вико-
ристаннi спецiального вигляду iнтеґрала зiткнень. А
саме, в iнтеґралi зiткнень електронiв iз коливаннями
ґратки та йонiзованими домiшками iз самого почат-
ку враховано вплив поля електромагнiтної хвилi на
ймовiрностi переходiв. За допомогою такого iнтеґра-
ла зiткнень можна записати змiну в одиницю часу се-
редньої енерґiї електрона, зумовленої процесами роз-
сiяння, а також поглинання й випромiнювання свiт-
ла. Такий пiдхiд для анiзотропного закону дисперсiї
й анiзотропного розсiяння сильно спрощує i скорочує
обсяг обчислень.

Отже, нам потрiбний iнтеґрал зiткнень з урахуван-
ням впливу електромагнiтної хвилi на акт зiткнень
електрона з коливаннями ґратки й домiшок для анi-
зотропного закону дисперсiї носiїв, характерного для
n-Ge i n-Si:

εp =
p2

x + p2
y

2m⊥
+

p2
z

2m||
≡ p2

⊥
2m⊥

+
p2
||

2m||
. (1)

У (1) m⊥ i m|| — вiдповiдно поперечна й повздовж-
ня компоненти тензора мас (у головних осях тензора),
pi — компоненти iмпульсу.
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Такий iнтеґрал можна отримати, якщо при його ви-
веденнi, замiсть базисних хвильових функцiй вiльного
електрона, використовувати хвильовi функцiї елект-
рона в полi електромагнiтної хвилi:

Ψp =
1√
V

exp
(

i

~
pr
)

(2)

× exp

− i

~

t∫
0

dt′
3∑

j=1

1
2mj

(
pj −

e0

c
Aj (t′)

)2

 .

У (2) V — об’єм, e0 — заряд електрона, c — швид-
кiсть свiтла,

A (t) — вектор-потенцiал електромагнiтної хвилi,
якого ми будемо задавати у виглядi

A (t) = A(0) cos (ω t) , (3)

де ω — частота електромагнiтної хвилi, t — час.
Деталi отримання iнтеґрала зiткнень iз використан-

ням базисних функцiй (2) можна знайти у [2].
Зокрема для розсiяння електронiв на йонiзованих

домiшках з потенцiалом:

U(r) =
e2
0

χ0 r
e−r/rD , (4)

де χ0 — дiелектрична стала, rD — радiус Дебая, отри-
муємо [2]:

Î f =
4e4

0

χ2
0

ND

∞∑
l=−∞

∫
dp

f(p′)− f(p)
{(p− p′)2 + (~/rD)2}2

× I2
l

(
e0

c~ω

3∑
α=1

A(0)
α

pα − p′α
mα

)
δ (εp − εp′ − l~ω) . (5)

У формулi (5) f(p) — функцiя розподiлу електро-
нiв за iмпульсами p, ND — концентрацiя йонiзованих
домiшок.

Il (x) — функцiя Бесселя l-го порядку
Аналогiчний вираз для iнтеґрала зiткнень електро-

нiв зi всiма гiлками акустичних фононiв одержимо у
виглядi:

Î f =
3∑

s=1

∑
q

∞∑
l=−∞

W (s)(q) I2
l

(
e0

c~ω

3∑
α=1

A(0)
α

pα − p′α
mα

)
(6)

× {[f (p + ~q)
(
N (s)

q + 1
)
− f (p) N (s)

q ]

× δ[εp+~q − εp − ~ω(s)
q − l~ω]

+ [f(p− ~q)N (s)
~q − f(p)

(
N (s)

q + 1
)
]

× δ[εp−~q − εp + ~ω(s)
q − l~ω]}.

У (6) ~q — iмпульс фононiв, N
(s)
q — функцiя розпо-

дiлу фононiв s-тої гiлки,
W (s)(q) — iмовiрнiсть розсiяння електрона на фо-

нонах s-тої гiлки.
Уже сам вигляд iнтеґрала зiткнень (6) вказує на те,

наскiльки громiздка задача побудови теорiї поглинан-
ня й випромiнювання свiтла вiльними електронами в
багатодолинних напiвпровiдниках.

У (5) i (6) iндекс l вказує на кiлькiсть фотонiв, якi
беруть участь в актi зiткнень. Надалi ми обмежимось
однофотонними процесами (тобто l = ±1).

Арґумент функцiї Бесселя в (5) i (6) записаний у
головних осях елiпсоїда (1). Якщо напрямок розмi-
щення елiпсоїда, який характеризує закон дисперсiї
енерґiї електрона бiля мiнiмуму (долини) задати в зо-
нi Брiллюена ортом li, то вказаний арґумент функцiї
Бесселя набирає вигляду

e0

c~ω

3∑
α=1

A(0)
α

pα − p′α
mα

=
e0γ

m⊥ω c
, (7)

де

γ = A(0)q +
(

m||

m⊥
− 1
) (

A(0)~li

)
(qli) , (8)

q ≡ p− p′.

Оцiнки показують, що арґумент (7) значно менший
вiд одиницi (якщо спецiально не цiкавитися поглинан-
ням потужних iмпульсiв). Тому функцiю Il (x) в (5)
i (6) можна розкласти в ряд i обмежитися першим
членом розкладу.

Якщо домножити iнтеґрали зiткнень на εp i проiн-
теґрувати за всiма p, то ми отримуємо змiну в оди-
ницю часу середньої енерґiї електрона, зумовлену всi-
ма процесами поглинання й випромiнювання. Нас цi-
кавитимуть, як сказано вище, одноквантовi процеси.
Отже, змiна середньої енерґiї електрона, зумовлена
поглинанням i випромiнюванням фотона, при розсi-
яннi на йонiзованих домiшках буде:

P (±) = ±~ω
4e4

0ND

χ2
0

∫
dp f (p)

∫
dp′

(
e0 γ

2m⊥ω c

)2

δ {εp − εp̄′ ± ~ω}{
(p− p′)2 + (~/rD)2

}2 , (9)

знак + вiдповiдає поглинанню кванта, а знак мiнус − випромiнюванню кванта.
Аналогiчно, змiна середньої енерґiї електрона в одиницю часу, зумовлена поглинанням i випромiнюванням

кванта свiтла, у випадку квазiпружного розсiяння носiїв на акустичних фононах, згiдно з (6), характеризується
виразом:

P (±) = ±~ω

∫
dp f (p)

∫
dp′Wa (q)

(
e0 γ

2m⊥ω c

)2

δ [εp − εp̄′ ± ~ω] . (10)
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Величина Wa (q), згiдно з [4], має вигляд:

Wa(q) =
V

(2π~)3

3∑
s=1

2T

~ω
(s)
q

W (s)(q) =
T

4π2~4ρ

 1
s2
||

[
Σd+Σu

(
liq
q

)2
]2

+
Σ2

u

s2
⊥

[
1−

(
liq
q

)2
] (

liq
q

)2
 . (11)

В (11) T — температура фононiв (в енерґетичних
одиницях), ρ — густина, s|| i s⊥ — швидкостi вiдпо-
вiдно повдовжнього й поперечного звукiв, Σd i Σu —
константи деформацiйного потенцiалу, li — орт осi
обертання i-того елiпсоїда.

Знаючи вирази для P (+) i P (−), можна визначи-
ти як коефiцiєнт поглинання свiтла вiльними носiя-
ми, так i знайти енерґiю спонтанного випромiнювання
свiтла гарячими електронами. Що стосується коефiцi-
єнта поглинання в багатодолинних напiвпровiдниках,
то йому присвяченi нашi роботи [1–2], i тут ми на цьо-
му зупинятися не будемо.

Спонтанне випромiнювання гарячих електронiв
розглянемо в наступному параграфi.

IV. ПОЛЯРИЗАЦIЙНI ЗАЛЕЖНОСТI
СПОНТАННОГО ВИПРОМIНЮВАННЯ

ГАРЯЧИХ ЕЛЕКТРОНIВ У
БАГАТОДОЛИННИХ НАПIВПРОВIДНИКАХ

У цьому параграфi мова пiде про спонтанне випро-
мiнювання гарячих електронiв. Уважаємо, що елект-
ронний газ розiгрiтий за допомогою прикладеного до
напiвпровiдника електричного поля. Тому електронна
концентрацiя ni i температура Ti в i-тiй долинi вiдрiз-
нятимуться вiд рiвноважних значень цих параметрiв.
Параметри ni, Ti iз рiзних долин, залежно вiд орiєн-
тацiї прикладеного електричного поля, також можуть
вiдрiзнятися мiж собою.

Якщо у виразах (9) i (10) як функцiї розподiлу га-
рячих електронiв брати функцiї розподiлу електронiв
iз i-тої долини, яку ми будемо позначати через f (i)(p),
а як параметр γ брати його значення для i-тої доли-
ни з формули (8), то вирази P (−) iз (9) i (10) ха-
рактеризуватимуть внесок i-тої долини в iндуковане
полем електромагнiтної хвилi випромiнювання гаря-
чих електронiв. Щоб з iндукованого випромiнювання
отримати спонтанне випромiнювання гарячих елект-
ронiв, яке нас цiкавить, зробимо так (деталi дивись
[6]).

Спочатку нормуємо вектор-потенцiал хвилi так,
щоб у заданому об’ємi V було Nph фотонiв, тобто при-
ймемо:

1
V

Nph~ω = Ē2/
4π ≡

1
8π

(ω

c

)2 (
A(0)

)2

. (12)

Звiдси

A(0) = 2c

(
2π~
V ω

Nph

)1/2

. (13)

Амплiтуда вектор-потенцiалу A(0) входить, як вид-
но з (8), у вираз для γ, а величина γ, своєю чергою,

входить у формули для P (−), якi, згiдно з (9) i (10)
визначають iндукованi полем хвилi випромiнювання.
Щоб iз виразу для iндукованого полем випромiнюван-
ня P (−) отримати спонтанне випромiнювання гаря-
чих електронiв, потрiбно, по-перше, вставити у вираз
для P (−) амплiтуду A(0) iз (13), поклавши поперед-
ньо Nph = 1, i, по-друге, домножити отриманий таким
чином вигляд P (−) на густину кiнцевих станiв елект-
ромагнiтного поля в одиничному iнтервалi частот i в
тiлесному кутi dΩ

dρ (ω) =
V

(2πc)3
ω2dΩ. (14)

Перш нiж виписувати конкретнi вирази для спон-
танного випромiнювання, одержанi описаним вище
шляхом, необхiдно ще коротко зупинитися на виглядi
функцiї розподiлу f(p), яка входить у (9) i (10).

Ми вважаємо, що електрони в кожнiй долинi опи-
суються своєю функцiєю розподiлу. В цьому парагра-
фi покладатимемо, що розподiл гарячих електронiв
за енерґiєю в кожнiй долинi описується максвеллiвсь-
ким розподiлом з вiдповiдною ефективною темпера-
турою Ti.

Зокрема для i-тої долини

f (p) → f (i) (p) = ni
e−εp/Ti

(2πTi)
3/2

m⊥
√

m||
. (15)

Функцiя (15) нормована на концентрацiю електро-
нiв в i-тiй долинi ni. Тому отриманий нижче вираз
для спонтанного випромiнювання описуватиме сумар-
ний внесок у випромiнювання всiх електронiв i-тої до-
лини.

Зауважимо ще, що обчислення iнтеґралiв, якi вхо-
дять у (9) i (10) при виглядi функцiї f(p), згiдно з
(15), стає можливим пiсля переходу до так званих де-
формованих координат. У таких координатах iзоенер-
ґетичнi поверхнi з елiпсоїдальних (див. (1)) перетво-
рюються у сферичнi й арґумент експоненти перестає
залежати вiд кутiв. Це дає змогу провести iнтеґру-
вання до кiнця.

У результатi описаних вище процедур iз (9) i (10)
одержуємо для енерґiї спонтанного випромiнювання
в одиницю часу гарячими електронами всiх долин у
класичному випадку (~ω > Ti) такi вирази.

Для домiшкового розсiяння з (9) отримуємо для n-
Ge

W (−) =
3 e2

0

16π3/2c3

×
4∑

i=1

niTi

{
sin2 ϕi

m⊥τ⊥ (Ti)
+

cos2 (ϕi)
m||τ|| (Ti)

}
dΩ, (16)
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де τ⊥ (Ti) i τ|| (Ti) — так званi “поперечна” i “повздов-
жня” компоненти часу релаксацiї при домiшковому
(кулонiвському) розсiяннi.

1
τ⊥ (Ti)

=
4
3

e4
0

(
2m||

)1/2
χ2

0m⊥T
3/2
i

ND b0

×
[
b0 +

(
1− b2

0

)
arctg

1
b0

]
ln (C1xmin)−1

,

1
τ|| (Ti)

=
8
3

e4
0

(
2m||

)1/2
χ2

0 m|| T
3/2
i

ND b0

×
[
−b0 +

(
1 + b2

0

)
arctg

1
b0

]
ln (C1xmin)−1

. (17)

У (17) b2
0 = m⊥

m||−m⊥
, xmin = ~2/8

m⊥Ti rD
, lnC1 = 0.577

— стала Ейлера. Вирази (17) отриманi в роботi [2],
проте, на жаль, позначки для 1

τ⊥
i 1

τ||
там переплута-

нi мiсцями. У (16) ϕi — кут мiж ортом поляризацiї й
ортом li.

Компоненти часу релаксацiї τ⊥ i τ|| пов’язанi з вiд-
повiдними компонентами тензора рухливостi (при до-
мiшковому розсiяннi) спiввiдношеннями:

µ⊥(T ) =
8√
π

e0τ⊥(T )
m⊥

; µ||(T ) =
8√
π

e0τ||(T )
m||

. (18)

Аналогiчно для акустичного розсiяння (у класич-
нiй областi) iз (10) одержимо:

W (−) =
4e2

0

3π5/2c3

×
4∑

i=1

niTi

{
sin2ϕi

m⊥τ⊥ (Ti)
+

cos2 (ϕi)
m||τ||(Ti)

}
dΩ. (19)

У (20) введено компоненти “поперечної” i “повздов-
жньої” часiв релаксацiї при “акустичному” розсiяннi

τ⊥(εp) = τ
(0)
⊥

(
T

εp

)1/2

, τ||(εp) = τ
(0)
||

(
T

εp

)1/2

. (20)

Параметри τ
(0)
⊥ i τ

(0)
|| подiбно до (17) можна ви-

разити через компоненти мас m⊥ i m||, а також mi

параметри, що входять у ймовiрнiсть розсiяння (11).
Цей зв’язок досить громiздкий (див., наприклад [4],
стор. 168). Проте введенi в (20) величини τ

(0)
⊥ i τ

(0)
||

просто пов’язанi з вiдповiдними компонентами тен-
зора акустичної рухливостi, яка зумовлена внеском
електронiв однiєї долини при Ti = T:

µ⊥ =
4

3
√

π

e0τ
(0)
⊥

m⊥
; µ|| =

4
3
√

π

e0τ
(0)
||

m||
. (21)

V. ХАРАКТЕРИСТИКИ ГАРЯЧИХ
ЕЛЕКТРОНIВ

Отриманi вище вирази для поляризацiйної залеж-
ностi спонтанного випромiнювання гарячих електро-
нiв при домiшковому (формула (16)) й акустичному
(формула (19)) розсiяннi мiстять такi характеристи-
ки електронiв i-тої долини, як їхня температура Ti i
концентрацiя ni. Цi параметри повиннi визначатися
вiдповiдно з балансних рiвнянь для енерґiї та концен-
трацiї. Такi баланснi рiвняння можна одержати з кiне-
тичного рiвняння (див., наприклад [4]). Для кiлькiс-
ного зiставлення теорiї й експерименту потрiбно було
б з вiдповiдних балансних рiвнянь знайти парамет-
ри Ti i ni для кожної долини як функцiї величини й
орiєнтацiї електричного поля, яке розiгрiває електро-
ни. Далi пiдставити значення цих параметрiв у (16) i
(19) i знайти сумарний внесок усiх долин. Ми не бу-
демо проводити такого маштабного обсягу роботи, а
обмежимося якiсним аналiзом i зiставленням теорiї й
експерименту.

Розгляньмо конкретну ситуацiю, характерну для n-
Ge. У цьому матерiалi iзоенерґетичнi поверхнi в око-
лицi мiнiмумiв (долин) у зонi провiдностi мають ви-
гляд елiпсоїдiв обертання (1). Осi обертання цих елiп-
соїдiв задаються в зонi Брiллюена ортами:

l1 =
1√
3

(1, 1, 1) , l2 =
1√
3

(−1, 1, 1) ,

l3 =
1√
3

(1,−1, 1) , l4 =
1√
3

(−1,−1, 1) . (22)

Енерґiя, яку стале електричне поле F видiляє в оди-
ницю часу електронам i-тої долини, дорiвнює:

WD = ni

{
µ⊥F 2 + (µ|| − µ⊥)(liF)2

}
. (23)

Тут µ|| — поздовжня, а µ⊥ — поперечна компоненти
тензора рухливостi.

Iз (23) i (22) бачимо, що коли поле F орiєнтовано
вздовж напрямку (1,0,0), то енерґiя, що видiляється
на один електрон, однакова для всiх долин. А це зна-
чить, що концентрацiя й температура в усiх долинах
у цiй ситуацiї будуть однаковi (тобто niTi = n

4 Te, де
n — сумарна концентрацiя по всiх долинах).

Отже, при орiєнтацiї поля F уздовж напрямку
(1,0,0) iз (19) отримуємо:

W (−) =
4e2

0nTe

3π
5
2 c3

· 1
3

{
2

m⊥τ⊥(Te)
+

1
m||τ||(Te)

}
d0, (24)

де d0 — диференцiал тiлесного кута. Ми бачимо, що в
цьому випадку кутова залежнiсть поляризацiї зникає.
Подiбну формулу до (24) можна одержати з (16) для
домiшкового розсiяння. Iнша ситуацiя виникає, коли
поле F орiєнтоване вздовж напрямку (1, 1, 1).

Тодi, як видно з (23), параметри (ni, Ti) будуть од-
наковими для долин i = 2, 3, 4. Точнiше кажучи, iз
(23) видно, що при орiєнтацiї поля F вздовж l1 од-
наковою буде енерґiя, що видiляється полем на один
електрон у долинах i = 2, 3, 4. А це автоматично ве-
де до однакових не тiльки температур електронiв у
цих долинах, але i їх концентрацiй (бо iнших причин
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до перерозподiлу електронiв мiж рiзними долинами,
крiм їхнiх температур, ми тут не розглядаємо).

Iз (16) для домiшкового розсiяння i (19) для акус-
тичного розсiяння ми бачимо, що енерґiя спонтанного
випромiнювання залежить вiд параметрiв ni, Ti, ϕi,
тобто її можна записати у виглядi

W (−) =
4∑

i=1

W (−) (ni, Ti, ϕi) . (25)

При орiєнтацiї поля F вздовж l1, як ми вже вiдзна-
чали, параметри (ni, Ti) ∼ однаковi, тобто (ni, Ti) =
(n2, T2) при i = 2, 3, 4.

Тому (25) тут можемо розписати так:

W (−) =
4∑

i=1

W (−)(n2, T2, ϕi) + W (−)(n1, T1, ϕ1)

− W (−)(n2, T2, ϕ1). (26)

Що ми зробили? Ми в першому членi у (26) до
внеску у випромiнювання трьох долин з однако-
вими параметрами (ni, Ti) = (n2, T2) додали член
W (−)(n2, T2, ϕ1), а пiзнiше вiдняли його (останнiй
член у (26)). У результатi такої формальної проце-
дури перший член у правiй частинi (26) визначає су-
марне випромiнювання всiх долин з однаковими па-
раметрами (ni, Ti). А в цьому випадку, як бачимо з
(24), зникає кутова залежнiсть випромiнювання. То-
му кутову залежнiсть в (26) визначають два останнi
члени, якi залежать вiд ϕ1 — кута мiж напрямком по-
ля F i ортом поляризацiї (нагадаємо: поле направлено
вздовж l1).

Отже, кутова залежнiсть для домiшкового розсiяння, згiдно з (16), буде:

W (−)(n1, T1, ϕ1)−W (−)(n2, T2, ϕ1) =
3

16π3/2

e2
0

c3

×
{[

n1T1

m⊥τ⊥(T1)
− n2T2

m⊥τ⊥(T2)

]
sin2 ϕ1 +

[
n1T1

m||τ||(T1)
− n2T2

m||τ||(T2)

]
cos2 ϕ1

}
d0. (27)

Аналогiчно для акустичного розсiяння, згiдно з (19), матимемо:

W (−)(n1, T1, ϕ1)−W (−)(n2, T2, ϕ1) =
4

3π5/2

e2
0

c3

×
{[

n1T1

m⊥τ⊥(T1)
− n2T2

m⊥τ⊥(T2)

]
sin2 ϕ1 +

[
n1T1

m||τ||(T1)
− n2T2

m||τ||(T2)

]
cos2 ϕ1

}
d0. (28)

Формально формули (27) i (28) вiдрiзняються тiль-
ки числовими коефiцiєнтами зумовлених рiзними
енерґетичними залежностями компонент часу релак-
сацiї для домiшкового й акустичного розсiяння. Сут-
тєвiша вiдмiннiсть мiж (27) i (28) пов’язана з рiз-
ною залежнiстю τ⊥ i τ|| вiд електронної температури
при домiшковому й акустичному механiзмах розсiян-
ня. Якщо у формулах (27) i (28) виразити sin2 ϕ1 i
cos2 ϕ1 через cos 2ϕ1 i врахувати, що в n-Ge наявна
нерiвнiсть m⊥τ⊥ � m||τ||, то кутова залежнiсть по-
ляризацiї визначатиметься такими виразами:

− 3
32π3/2

e2
0

c3

{
n1T1

m⊥τ⊥(T1)
− n2T2

m⊥τ⊥(T2)

}
cos 2ϕ1 (29)

— для домiшкового розсiяння i вiдповiдно

− 4
6π5/2

e2
0

c3

{
n1T1

m⊥τ⊥(T1)
− n2T2

m⊥τ⊥(T2)

}
cos 2ϕ1 (30)

— для акустичного розсiяння.
Згiдно з (23), при орiєнтацiї поля F уздовж l1 ми

маємо три долини “гарячi” i одну “холодну” (тобто

T2 > T1). Як бачимо iз (17), для домiшкового роз-
сiяння τ⊥(T1,2) ∼ T

3/2
1,2 , а для акустичного розсiяння,

згiдно з (20), τ⊥(T1,2) ∼ T
−1/2
1,2 . Тому, якщо покласти

n1 ≈ n2, то знаки коефiцiєнтiв при cos 2ϕ1 у (29) i (30)
будуть рiзними. Покласти n1 = n2 означає нехтувати
процесами перезаселення електронiв iз бiльш “гаря-
чих” долин у “холодну”. Нагадаємо, що перезаселен-
ня електронiв здiйснюється через високоенерґетич-
ний “хвiст” функцiї розподiлу електронiв за енерґiєю.
Нав’язування електронам своєї (ефективної) темпе-
ратури зумовлено електрон-електронною взаємодiєю.
Ефективнiсть цiєї взаємодiї пропорцiйна квадрато-
вi електронної концентрацiї, а поперечник електрон-
електронного розсiяння обернено пропорцiйний чет-
вертому ступеневi вiдносної швидкостi електронiв, що
стикаються. Тому у високоомних зразках (низькi кон-
центрацiї електронiв) може реалiзуватися ситуацiя,
коли е-е розсiяння “максвелiзує” функцiю розподiлу
в областi середнiх енерґiй в (εp ∼ Te), але вiдiграє
другорядну роль у визначеннi високоенерґетичного
“хвоста” функцiї розподiлу [4]. У цьому випадку про-
цесами перезаселення електронiв iз гарячих долин у
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холоднi можна нехтувати. А тодi, як бачимо iз (29)
i (30), при переходi вiд домiшкового розсiяння до
акустичного коефiцiєнт, який визначає кутову залеж-
нiсть поляризацiї спонтанного випромiнювання гаря-
чих електронiв, може змiнювати знак. Замiна одно-
го механiзму iншим може бути зумовлена як змiною
електронної температури, так i змiною температури
гратки або концентрацiї домiшок. Кривi iлюструють
такi закономiрностi (рис. 5 i рис. 2). На рис. 5 змi-
на знака коефiцiєнта при cos 2ϕ1 зумовлена змiною
електричного поля F (а значить, змiною температури
електронiв), а на рис. 2 подiбна змiна знака пов’язана
з температурою ґратки.

Рис. 5. Поляризацiйнi кутовi залежностi випромiню-
вання гарячих носiїв n-Gе для рiзних значень грiючого
електричного поля (кристалографiчний напрямок зразка
〈111〉, концентрацiя носiїв n ≈ 2.5·1015 см−3: (а) — 10В/см
(1), 20В/см (2), 40В/см (3), 75В/см (4); (б) — 80В/см (1),
140В/см (2).

Новим i дещо несподiваним нашим результатом є
поява при певних умовах (сильнi поля, низькi темпе-
ратури ґратки) поляризацiйних залежностей випро-
мiнювання при орiєнтацiї сталого електричного поля

F вздовж осi (1, 0, 0). При цiй орiєнтацiї поля кон-
центрацiї електронiв у долинах ni i їхнi температури
Ti однаковi в усiх долинах i з першого погляду не вид-
но причин для появи поляризацiйних залежностей.
Проте експеримент показує такi залежностi (дивись
рис. 3)

Отже, параметри, якi характеризують гарячi елек-
трони в долинах при такiй орiєнтацiї поля, однаковi.
Залишається єдина можлива причина появи кутової
залежностi випромiнювання гарячих електронiв, яка
пов’язана з порушенням симетрiї самої функцiї роз-
подiлу електронiв. Отримуючи вираз (24), який ха-
рактеризує вiдсутнiсть кутової залежностi при орi-
єнтацiї поля вздовж (1, 0, 0), i виразiв (29), (30), що
визначають кутову залежнiсть випромiнювання при
орiєнтацiї поля вздовж напрямку (1, 1, 1), ми як фун-
кцiю розподiлу електронiв в i -тiй долинi брали макс-
веллiвську функцiю (15) з вiдповiдними параметрами
ni, Ti. Такий вигляд функцiї розподiлу є певним на-
ближенням. Загальний вираз функцiї розподiлу при
наявностi зовнiшнього поля F можна записати у ви-
глядi розкладу:

f (p) =
∑
(l,m)

flm (εp)Υlm (θ, ϕ) , (31)

де Υlm (θ, ϕ) — сферичнi функцiї, кути θ, ϕ задають
орiєнтацiю вектора p.

Якщо врахувати, по-перше, що при орiєнтацiї по-
ля F уздовж напрямку (1, 0, 0) ситуацiя стає повнiстю
симетричною, i нi анiзотропiя закону дисперсiї енерґiї
електрона, нi анiзотропiя розсiяння в окремiй долинi
не вiдiграють нiякої ролi в появi кутової залежнос-
тi випромiнювання, а, по-друге, взяти до уваги, що
використання загального вигляду функцiї розподiлу
(31) робить задачу надмiрно громiздкою, то стає зро-
зумiлою доцiльнiсть використання простiшої моделi.
Проте така модель повинна враховувати основну при-
чину появи кутової залежностi випромiнювання при
орiєнтацiї поля в симетричному щодо долин напрям-
ку. Отже, ми розглянемо тепер випадок iзотропного
закону дисперсiї

εp = p2/2m, (32)

а функцiю розподiлу запишемо у виглядi:

f(p) = f0(εp) + f1(εp)P1(cos θ)
+ f2(εp)P2(cos θ) + . . . , (33)

де Pn — полiноми Лежандра, θ — кут мiж p i F.
Якщо тепер, замiсть функцiї (15), пiдставити в (9)

i (10) функцiю (33), то побачимо, що кутова залеж-
нiсть випромiнювання буде пов’язана з внеском фун-
кцiї f2 (εp). Функцiя f1 (εp) — непарна i тому внеску
не дає.

Зауважимо, що врахування внеску f2(εp) означає
вихiд за межi так званого дифузiйного наближення,
яке широко використовують, описуючи явища пере-
носу. Необхiднiсть виходу за межi дифузiйного набли-
ження може виникнути тодi, коли вiдношення дрей-
фової швидкостi електронiв до їхньої теплової швид-
костi стає немалим (великi поля, низькi температури),
саме така ситуацiя виникає в нашому випадку.

Можна показати (дивись, наприклад [4]), що роз-
клад (33) означає фактично розклад за малим пара-
метром e0Fτ/p̄, тобто за вiдношенням iмпульсу, на-
браного за час вiльного пробiгу електрона (τ), до се-
реднього iмпульсу електрона p̄. При цьому, згiдно з [4]:
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f2(εp) =
2
3
(e0F )2τ(p)

d

dp

(
τ(p)
p

df0

dp

)
. (34)

Якщо тепер у (9) i (10) пiдставити функцiю у ви-
глядi (33) i при цьому f2 взяти у виглядi (34), де f0

— максвеллiвська функцiя з ефективною електрон-
ною температурою Te, то в результатi отримаємо ви-
раз для кутової залежностi випромiнювання гарячих
електронiв, пов’язану з порушенням симетрiї парної
частини функцiї розподiлу. Зокрема для акустичного
розсiяння в класичнiй областi частот отримуємо:

W (−) =
4

3π5/2

e2
0 n T

3/2
e

c3 T 1/2

1
mτ (0)

×

{
1 +

(
e0Fτ (0)

)2
6mT 2

e

P2(cos θ0)

}
, (35)

де θ0 — кут мiж ортом поляризацiї й напрямком по-
ля F.

Легко бачити, що перший член у (35) збiгається з
виразом (24), отриманим для багатодолинного випад-
ку при орiєнтацiї поля F вздовж напрямку (1, 0, 0) при
формальнiй замiнi

1
mτ (0)

→ 1
3

(
2

m⊥τ⊥ (Te)
+

1
m||τ|| (Te)

)
.

Зауважимо, що вираз (35) одержаний для дещо
спрощеної моделi, яка ґрунтується на вихiдних фор-
мулах для закону дисперсiї (32) й функцiї розподiлу
(33). Проте неважко переконатися, що висновок про
появу кутової залежностi випромiнювання в багато-
долинних напiвпровiдниках при орiєнтацiї поля F в
симетричному стосовно долин напрямку зумовлений
саме “недифузiйним” характером функцiї розподiлу.
Справдi, можна замiсть функцiї (33) використати iн-
шу, широко вживану в теорiї гарячих електронiв, ап-
роксимацiю функцiї розподiлу у виглядi так званої
“зсунутої” максвелiвської функцiї розподiлу за швид-
костями (υ)

f(υ) ∼ exp
{
−ε (υ − υd)

Te

}
, (36)

де ε (υ) — енерґiя як функцiя швидкостi, а υd — дрей-
фова швидкiсть, яка визначається iз закону збережен-
ня iмпульсу.

Якщо тепер пiдставити (36) у (9) i (10) i розкласти
ε(υ−υd) в ряд щодо υd/υ, то квадратичний член роз-
кладу дасть вираз, подiбний до другого члена в (35)
незалежно вiд конкретного вигляду ε(υ). Рiзниця бу-
де тiльки в тому, що квадрат перед (υd/υ)2 мiститиме
бiльший набiр констант (типу m⊥, m||, τ⊥, τ||).

VI. ВИСНОВКИ

На прикладi n-Ge експериментально й теоретично
дослiджено особливостi поляризацiйних залежностей
випромiнювання гарячих електронiв у багатодолин-
них напiвпровiдниках.

Експериментально встановлено змiну знака коефi-
цiєнта, що характеризує кутову залежнiсть випромi-
нювання, зi змiною електричного поля або температу-
ри ґратки. Теоретично показано, що така змiна зна-
ка може бути зумовлена при певних умовах змiною
механiзму розсiяння (переходом вiд домiшкового до
акустичного розсiяння).

Уперше експериментально показано, що в сильних
електричних полях i низьких температурах можлива
поява кутових залежностей поляризацiї випромiню-
вання гарячих електронiв у ситуацiї, коли електричне
поле направлене симетрично щодо розмiщення долин.
У цьому випадку концентрацiї електронiв i їхнi тем-
ператури в усiх долинах однаковi.

Теоретично показано, що в цiй ситуацiї поява ку-
тової залежностi випромiнювання зумовлена проявом
ефекту “недифузiйностi” в визначеннi функцiї розпо-
дiлу гарячих електронiв. Названий ефект пропорцiй-
ний квадратовi вiдношення дрейфової швидкостi до
теплової швидкостi електронiв i може бути тiльки в
сильних полях i низьких температурах.

Автори висловлюють подяку О. Г. Сарбею за пос-
тiйний iнтерес до роботи та плiднi дискусiї.
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The article is concerned with both a theoretical and experimental study of polarization dependencies of the
hot electron emission in n-Ge on different parameters. In particular we focus on the electric field magnitude and
direction, lattice temperature and one-axis pressure value. Some peculiarities of the angular dependencies of the
emission caused by a change of the scattering mechanisms are found and explained. The appearance of the angular
dependencies in the case of the electric field directed symmetrically relative to the valleys positions in n-Ge is
observed for the first time. The appropriate theory is developed.
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