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На основi бiнарного мультифрактала Кантора, що допускає аналiтичний опис, протесто-
вано методи покриттiв i множникiв, перший iз яких припускає використання заморожених
середнiх, другий — вiдпалених. Розроблено алґоритм чисельного моделювання мультифрак-
тального фазового простору, який враховує як вiдсутнiсть самоусереднення складних систем,
так i наявнiсть вiд’ємних значень їхньої спектральної функцiї. Як фiзичний приклад розгляну-
то мультифрактальну множину, народжену аномальною дифузiєю.
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ВСТУП

Одним з основних об’єктiв сучасних дослiджень є
складнi системи, фазовий простiр яких роздiлений
на областi, що слабо перекриваються (або iзольова-
нi), завдяки чому поведiнка таких систем може цiл-
ковито змiнюватись вiд навiть дуже слабкого впли-
ву [1–3]. До складних систем належать феромагнети-
ки, спiнове скло, двомiрна електронна плазма в тур-
булентному режимi, системи з аномальною дифузiєю
Левi, ґранульованi системи, твердi тiла, якi пiддаю-
ться йонному бомбардуванню, ґравiтацiйнi системи,
сонячнi нейтрино, чорнi дiрки, елементарнi частин-
ки, якi зiштовхуються з високою енерґiєю, квантовi
системи, що проявляють ефекти заплутування, i ба-
гато iнших (див. [4, 5] та наведенi там посилання). У
процесi еволюцiї цих систем експоненцiально швидке
перемiшування фазового простору набуває степенево-
го характеру, унаслiдок чого вiн хаотизується тiльки
слабким чином. Крiм того, таким системам притаман-
нi ефекти далекодiї, немаркiвська поведiнка, мульти-
фрактальнi граничнi або патологiчнi початковi умо-
ви, деякi спецiальнi механiзми дисипацiї та iншi.

Найпримiтнiшою властивiстю складних систем є
фрактальний характер фазового простору, самопо-
дiбнiсть якого означає збереження форми фрактала
на рiзних масштабах його розгляду. Формально ця
властивiсть виражається в тому, що мiра Z, визна-
чена на фракталi1, задається однорiдною функцiєю,
яка пiдпорядковується спiввiдношенню [6]

Z(x/l) := lDZ(x), (1)

де l — масштаб змiнної x, D — фрактальна вимiрнiсть.
Якщо величина Z зводиться до мiнiмального числа N
d-мiрних кубикiв з ребром l, якi покривають фрактал,
а змiнна x задає ступiнь розтягнення/стискання, що

вiдновлює його початковий розмiр у масштабi l, то
x = l i рiвняння (1) дає скейлiнґове спiввiдношення

N(l) = l−D, (2)

де прийнято, що об’єкт одиничної довжини покрива-
ється одним кубиком (N(1) = 1). Звiдси означення
фрактальної вимiрностi Гаусдорфа:

D = lim
l→0

ln N(l)

ln(1/l)
. (3)

Оскiльки для множини, що має топологiчну вимiр-
нiсть D0, кубики не завжди потрапляють на фрактал,
то його вимiрнiсть D ≤ D0.

Спiввiдношення (1)–(3) має на увазi найпростiшу
(моно) фрактальну множину, яка характеризується
єдиним значенням D. У загальному випадку самопо-
дiбний об’єкт задається набором монофракталiв, ко-
роткий опис якого викладено в роздiлi II. Основна
цiль запропонованої роботи полягає в розробцi алґо-
ритму чисельного моделювання мультифрактального
фазового простору складних систем, особливостi бу-
дови якого дослiдженi аналiтично [7]. Проблеми та-
кого моделювання зумовленi двома обставинами: по-
перше, складнi системи не є самоусередними статис-
тичними об’єктами, оскiльки їхнi макроскопiчнi ха-
рактеристики змiнюються випадково вiд зразка до
зразка [8]; по-друге, мультифрактальний спектр та-
кого простору приймає вiд’ємнi значення, наявнiсть
яких приводить до вiдмови стандартної процедури
описання фракталiв, основаної на методi покриттiв
[6]. Тому в роздiлi III ми подаємо коротший опис бi-
нарного мультифрактала Кантора, можливiсть аналi-
тичного опису якого дає змогу тестувати метод множ-
никiв [9], який лежить в основi нашого розгляду. Як
показують роздiли IV, V, бiнарний каскад дозволяє

1Для геометричних фракталiв приклад мiри дає довжина порiзаної берегової лiнiї, для випадкових — статистична
вага.
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ґенерувати випадковий мультифрактал, що iмiтує фа-
зовий простiр складної системи, якщо б кожною бi-
фуркацiєю зiвставляти не пару ймовiрностей, а бiль-
шу їх кiлькiсть. Як фiзичний приклад в роздiлi V
ми розглянули мультифрактальну множину, що по-
роджується аномальною дифузiєю. Роздiл VI завер-
шує наш розгляд обговоренням, результатом якого є
чисельний алґоритм аналiзу випадкових мультифрак-
талiв.

I. ОСНОВИ ТЕОРIЇ МУЛЬТИФРАКТАЛIВ

Згiдно з [10] самоподiбний об’єкт задається набором
монофракталiв, кожний iз яких характеризується по-
казником Ґьольдера α, що визначає ймовiрнiсть

Pi := lαi (4)

попадання в комiрку i довжини li → 0 (набiр i =
1, 2, . . . , N таких комiрок отримуємо дiленням вихiд-
ного вiдрiзка на N → ∞ частинок). Мультифракталь-
ну множину задаємо мiрою

Z(q) :=

N
∑

i=1

P q
i , (5)

значення якої Z(1) = 1 при вiдсутностi деформацiї ви-
значається умовою нормування

∑N
i=1 Pi = 1. Дефор-

мацiя q 6= 1 дає змогу видiлити максимальний внесок
великих iмовiрностей Pi при додатних q та малих Pi

при вiд’ємних. Заданому значенню показника α вiд-
повiдають

N (α) := l
−f(α)
i (6)

комiрок, кiлькiсть яких визначається спектром муль-
тифрактала f(α). У результатi мiра (5) набуває ви-
гляду

Z(q) =

N
∑

i=1

l
qα−f(α)
i . (7)

Далi слiд перейти вiд пiдсумовування за комiрками
до iнтеґрування за спектром мультифрактала, де при
li → 0 основний внесок дають значення α, що вiдповi-
дають мiнiмальнiй величинi показника τ = qα− f(α).
Тому при фiксованому параметрi q у точцi мiнiмуму
α = α(q) приходимо до умов

df

dα

∣

∣

∣

∣

α=α(q)

= q,
d2f

dα2

∣

∣

∣

∣

α=α(q)

< 0, (8)

якi визначають скейлiнґовий показник α(q) за зада-
ним спектром f(α). При цьому мiра (7) приймає сте-
пеневу форму

Z(q) ' lτ(q), (9)

де l ≡ max{li} — максимальна довжина комiрок
i ∈ [1, N ], а масовий показник, визначений перетво-
ренням Лежандра

τ(q) := qα(q) − f(α(q)) (10)

задає показник Ґьольдера

α(q) =
dτ

dq
(11)

при фiксованному значеннi параметра деформацiї.
Як показує приклад спiнового скла [11], характер-

на особливiсть складних систем полягає в тому, що
повний набiр їхнiх станiв задається не одним статис-
тичним ансамблем, а iєрархiчно супiдрядним набором
ансамблiв, стани яких роздiленi макроскопiчними ба-
р’єрами термодинамiчного потенцiалу. Завдяки цьо-
му поведiнка системи iстотно залежить вiд початко-
вих умов, розкид яких може приводити до критичних
змiн статистичних станiв системи при переходi вiд од-
нiєї її реалiзацiї (зразка) до iншої. У зв’язку з цим
прийнято говорити, що складнi системи мають замо-

рожений безлад, за яким слiд провести усереднення,
що враховує розкид за рiзними реалiзацiями склад-
ної системи. Iз спiввiдношення (9) видно, що, за ана-
логiєю зi спiновим склом, опис мультифрактальних
властивостей складних систем передбачає два типи
усереднення:

• заморожене значення

〈τ(q)〉 :=
〈ln Z(q)〉

ln l
(12)

отримуємо усередненням лоґарифма статистич-
ної суми за вiдповiдним ансамблем;

• при визначеннi вiдпаленого значення

τ(q) :=
ln Z(q)

ln l
(13)

передбачається усереднення самої статсуми (9)
за рiзними реалiзацiями, що зумовлено розки-
дом початкових умов.

Як i в статистичнiй фiзицi спiнового скла [11], макро-
скопiчний опис мультифрактального фазового прос-
тору досягається комбiнованим використанням обох
середнiх. Однак якщо у термостатицi вiльна енерґiя
виражається через вiдпалене середнє [Z(q)]

n в межах
методу реплiк (n → 0), то в теорiї випадкових муль-
тифрактальних множин цього досягаємо за рахунок
використання методу множникiв [9], що викладений
у роздiлi IV. Маючи на увазi необхiднiсть протестува-
ти цей метод в застосуваннi до складних систем, наве-
демо спочатку основнi вiдомостi про бiнарний муль-
тифрактал Кантора, який допускає аналiтичне дослi-
дження.
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II. БIНАРНИЙ МУЛЬТИФРАКТАЛ КАНТОРА

Найпростiше ґенерацiю мультифрактальної мно-
жини досягаємо за допомогою бiнарного каскаду Кан-
тора, при якому вiдрiзок одиничної довжини дiлимо
на двi рiвнi частини, з яких однiй приписуємо ймо-
вiрнiсть p1 < 1, другiй — p2 = 1− p1. Далi процедуру
повторюємо n → ∞ разiв, приводячи пiсля кожного
кроку до розподiлу ймовiрностей P i

n за рiзними кон-
фiґурацiями i = 1, 2, . . . , 2n. Так, пiсля другого кроку
отримуємо розподiл P i

2 : p1p1; p1p2, p2p1; p2p2, де коми
роздiляють значення, що вiдповiдають рiзним вiдрiз-
кам, а крапки з комою — рiзнi конфiґурацiї. Вiдпо-
вiдно, пiсля третього кроку маємо P i

3 : p1p1p1; p1p1p2,
p1p2p1, p2p1p1; p1p2p2, p2p1p2, p2p2p1; p2p2p2. Як вид-
но з цих прикладiв, при заданому n рiзнi конфiґурацiї
вiдрiзняються кiлькiстю разiв m, з яким зустрiчаєть-
ся ймовiрнiсть p1 в добутку P m

n = pm
1 pn−m

2 . Очевидно,
кiлькiсть таких добуткiв дорiвнює числу сполучень
Cm

n = n!/m!(n − m)!. У результатi знаходимо мiру
мультифрактала Кантора

Zn(q) :=

2n

∑

i=0

(

P i
n

)q
=

n
∑

m=0

Cm
n

(

pm
1 pn−m

2

)q
. (14)

Приймаючи, що вiдрiзок довжини l → 0 покриває
тiльки одну групу n-цифрових чисел, що мiстять m
значень p1, отримуємо мiру, яка їй вiдповiдає Zm

n (q) =
Cm

n lqn, ln = (1/2)n, для неї використання формули
Стiрлiнґа дає скiнченне значення за умови q = f(s),
де функцiя f(s) ≡ − [s ln s + (1 − s) ln(1 − s)] / ln 2 за-
лежить вiд арґументу s = m/n, що визначає долю
значень p1 у групi m. З iншого боку, кiлькiсть мо-
нофракталiв, якi мiстяться в мультифракталi Кан-
тора, виражається рiвностями N s

n := l
−f(s)
n = Csn

n ,
iз яких випливає, що f(s) задає спектральну функ-
цiю мультифрактала Кантора. Однак параметр s не є
спостережуваною величиною, i вiд нього слiд перей-
ти до показника Ґьольдера α, порiвнюючи означення
P s

n := lαn , ln = (1/2)n з ранiше знайденим рiвнянням
P s

n = (ps
1p

1−s
2 )n. У результатi приходимо до лiнiйної

залежностi α = − [s ln p1 + (1 − s) ln p2] / ln 2, яка має
той же вигляд f(α), що й f(s). При цьому ненульовi
значення f скупченi в iнтервалi вiд αmin = − ln p2/ ln 2
до αmax = − ln p1/ ln 2, де p1 ≤ 1/2. Нижня границя
вiдповiдає s = 0, де бiномiальна послiдовнiсть скла-
дається тiльки з чисел p2, а верхня — протилежному
випадку s = 1, при якому послiдовнiсть зводиться до
набору чисел p1. У граничних точках маємо df/dα =
±∞, а максимального значення f = 1, що вiдповiдає
df/dα = 0, досягаємо при α0 = − (ln p1 + ln p2) /2 ln 2.

Наведена процедура побудови мультифрактала
Кантора має ту перевагу, що не потребує виходу за
межi аналiтичних методiв. Тому її зручно використо-
вувати, тестуючи чисельнi алґоритми ґенерацiї й опи-
суючи мультифрактальнi множини. Як перший при-
клад побудови такої множини розгляньмо бiнарний
каскад, де на кожному кроцi побудови n ∈ [1, 10] з
одним вiдрiзком зiставляємо ймовiрнiсть p1 = 0.3, а
з другим — p2 = 0.7. Вiдтак вибираємо N = 2 · 106

точок, якi розсипаються по 2n сеґментах так, що в
кожний потрапляє кiлькiсть Nm

n = Npm
1 pn−m

2 та-
ких точок, пропорцiйна вiдповiднiй iмовiрностi P m

n =
pm
1 pn−m

2 . Далi вибираємо сеґмент фiксованої довжи-
ни l ∈ [10−3, 10−2], покриваємо ним вихiдний вiдрiзок
одиничної довжини й пiдраховуємо кiлькiсть точок
N l

j , що потрапили в кожну комiрку j = 1, 2, . . . , 1/l.
Отриманi в результатi ймовiрностi P l

j = N l
j/N дефор-

муємо пiднесенням до степеня q й пiдраховуємо мiру
Zl(q) :=

∑1/l
j=1

(

P l
j

)q
, визначену згiдно з (14). Для са-

моподiбної множини ця мiра має степеневий вигляд
(9), звiдки легко знайти значення масового показни-
ка τ(q), що зводиться при q = 1 до фрактальної ви-
мiрностi (3). Зi змiною параметра деформацiї q ви-
користання рiвностей (10) i (11) приводить до спект-
ра мультифрактала f(α), показаного на рис. 1. Iстот-
на особливiсть наведеної побудови полягає в тому, що
пiсля n iтерацiй кiлькiсть 2n вiдрiзкiв, отриманих дi-
ленням вихiдного, збiгається з кiлькiстю рiзних ком-
бiнацiй спiвмножникiв у ймовiрностях P m

n = pm
1 pn−m

2

при рiзних m ∈ [0, n]. Завдяки цьому можливi зна-
чення показника Ґьольдера α визначаємо єдиною ре-
алiзацiєю бiномiального процесу Кантора, що приво-
дить до спектра мультифрактала f(α), показаного на
рис. 1. Iз нього виходить, що для детермiнованого
мультифрактала метод покриттiв добре узгоджуєть-
ся з аналiтичними даними при додатних параметрах
деформацiї q, тодi як для вiд’ємних q точнiсть суттєво
зменшується. Що стосується затрат машинного часу,
який забезпечує представлений алґоритм чисельного
моделювання, i визначення спектра мультифрактала,
то вони цiлком прийнятнi.
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Рис. 1. Спектр мультифрактала Кантора, ґенеровано-
го бiнарним каскадом iз n = 10 рiвнями з iмовiрностя-
ми p1 = 0.3 i p2 = 0.7 (суцiльна лiнiя отримана ана-
лiтично, порожнi кружальця — методом покриттiв при
q = 0.1, 0.2, . . . , 10).

III. МЕТОД МНОЖНИКIВ

Як зазначено у Вступi, фазовий простiр складної
системи має випадковий характер, завдяки чому кож-
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на його реалiзацiя приводить до мультифрактального
спектра, що змiнює свою форму, переходячи вiд одно-
го зразка до другого. Покажемо, що бiнарний каскад
ґенерацiї мультифрактала, описаний у попередньому
роздiлi, забезпечує вказаний розкид спектра, якщо
пiсля кожної бiфуркацiї з парою комiрок зiставляти
не двi можливостi [p1, p2] i [p2, p1] у розподiлi ймовiр-
ностей p1 i p2 = 1 − p1, а бiльшу їх кiлькiсть. Вияв-
ляється, що набiр цих iмовiрностей задає множники,
комбiнацiї яких при повтореннi утворюють мульти-
фрактальну множину [9].

Нехай з парою комiрок, що ґенеруються на кож-
ному кроцi побудови, зiставляємо один iз чотирьох
варiантiв [p1, p2], [p2, p1], [p3, p4] i [p4, p3] сполучення
ймовiрностей p1 < p3 < 1/2, p2 = 1 − p1 i p4 = 1 − p3.
Тодi на кроцi n кожна комбiнацiя множникiв pj , j =
1, 2, 3, 4 виникає з iмовiрнiстю (1/4)n, а кiлькiсть рiз-
них комiрок становить, як i ранiше, 2n. У результатi
перебiр усiх комбiнацiй у розподiлi множникiв на n-
ому кроцi ґенерацiї досягаємо не в одному зразку, а в
їх наборi, що складається з (2

n
4−n)

−1
= 2n штук. Це

означає, що при такiй побудовi визначення достовiр-
ного спектра f(α) потребує усреднення за зразками,
набiр яких забезпечує всi можливi комбiнацiї в розпо-
дiлi спiвмножникiв pj за рiзними комiрками.

Наведений приклад показує, що при описi випадко-
вого мультифрактала вiдпалене значення (13) можна
визначити усередненням за набором зразкiв:

τ(q) =
ln Zn(q)

ln(1/2)
:=

1

ln(1/2)
ln

[

1

K

K
∑

a=1

2n

∑

i=1

(P a
i )q

]

. (15)

Тут K — кiлькiсть таких зразкiв, P a
i — мiра i-ї ко-

мiрки в a-ому зразку на рiвнi n � 1. Оскiльки пiд-
вищення точностi досягаємо за рахунок збiльшення
кiлькостi крокiв iтерацiї n, що приводить до експонен-
цiального зростання ансамблю зразкiв (у наведеному
прикладi їх кiлькiсть дорiвнювала 2n), то процедура
усереднення за рiзними зразками потребує бiльших
обчислювальних затрат, якi експоненцiально зроста-
ють iз пiдвищенням точностi. Цю проблему дає змогу
обiйти метод множникiв.

У межах цього методу процедура усереднення зво-
диться до таких дiй:

• на кроцi n − 1 накриваємо одиничний вiдрiзок
комiрками i = 1, 2, 3, . . .2n−1 розмiру 2−(n−1) i
пiдраховуємо кiлькiсть точок Ni, що потрапили
в кожну з них;

• переходимо на наступний рiвень n, для чого ко-
мiрки i = 1, 2, 3, . . .2n−1 дiлимо навпiл i пiдра-
ховуємо кiлькiсть точок N

(1,2)
i у кожнiй з поло-

винок;

• iз означення

M
(1,2)
i :=

N
(1,2)
i

Ni
(16)

знаходимо набiр {Mj}, j = 1, 2, . . . , 2n множни-
кiв, що вiдповiдають рiвню n (можна прийняти

j = 2i для парних i j = 2i + 1 для непарних
iндексiв);

• замiсть середнього за зразками (15), вводимо се-
реднє за розподiлом множникiв

τ(q) =
ln Z(q)

ln(1/2)
, Z(q) :=

1

2(n−1)

2n

∑

j=1

M q
j . (17)

Спектр мультифрактала має єдину форму f(α) на
всiх рiвнях n при самоподiбному розподiлi множни-
кiв, який забезпечується повторюваними сполучення-
ми, в їх розподiлi [9]. Так, у прикладi, наведеному
на початку роздiлу, всi множники зводяться до на-
бору елементарних iмовiрностей pj , j = 1, 2, 3, 4, пев-
не чергування яких на кожному кроцi iтерацiї n (на-
приклад, послiдовнiсть Фiббоначчi) приводитиме до
ґенерацiї монофрактала. Деформацiя множникiв за
рахунок пiднесення до степеня q трансформує моно-
фрактал у мультифрактальну множину.

Завдяки самоподiбностi для кожного показника α
можна знайти множник M∗, який пiсля багатократ-
ної iтерацiї вiдповiдає тому ж показниковi Ґьольдера:
M∗ ∼ 2−〈α(M∗)〉. При цьому ймовiрнiсть реалiзацiї
множника M∗, що вiдповiдає фiксованому показни-
ковi α, має вигляд

P (M∗) := lN (M∗) = ∈−D′+{(M∗), (18)

де D0 = 1 — вимiрнiсть вiдрiзка, на якому проводимо
побудову. Використання цiєї ймовiрностi в першiй iз
формул (17) дає середнє значення масового показника

τ(q) = −D0 −
ln M q

ln 2
, (19)

звiдки виходить

α(q) =
∂τ

∂q
= − ln(M)M q

ln(2)M q
. (20)

У результатi спектральну функцiю визначаємо вира-
зом

f(α(q)) = qα(q) − τ(q). (21)

На рис. 2 показаний cпектр мультифрактала, ґене-
рованого бiнарним каскадом при випадковому виборi
ймовiрностей p1 = 0.2, p2 = 0.8, p3 = 0.3 i p4 = 0.7. Iз
рисунка видно, що результати прямого обчислення за
формулою (17), де набiр множникiв Mj утворюється
28-кратним повторенням набору вказаних iмовiрнос-
тей, задовiльно узгоджується з чисельними даними,
знайденими методом множникiв. Це дає змогу зроби-
ти висновок, що такий метод є надiйною основою чи-
сельного означення мультифрактального спектра са-
моподiбних множин, ґенерованих випадково.

При розглядi рис. 2 привертає увагу той факт, що,
на вiдмiну вiд методу покриттiв, використання множ-
никiв приводить до вiд’ємних значень спектральної
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функцiї f(α), якi вiдповiдають великим абсолютним
значенням |q| параметра деформацiї. Це пов’язано
з тим, що використання методу покриттiв передба-
чає визначення заморожених середнiх типу (12), для
яких кожному значенню α вiдповiдає не менш нiж
одна реалiзацiя (зразка), завдяки чому середнє зна-
чення спектральної функцiї 〈f(α)〉 = 〈lnN (α)〉 / ln(2)
не може набувати вiд’ємних значень. У межах ме-
тоду множникiв, основаного на використаннi вiдпа-
лених середнiх вигляду (13), проводимо усереднення
самого числа фракталiв, що вiдповiдають цьому по-

казниковi α. Оскiльки N (α) може бути меншим вiд
одиницi, то вiдповiдне значення спектральної функ-

цiї f(α) = lnN (α)/ ln(2) може стати вiд’ємним. Звiдси
видно, що для випадкового мультифрактала вiд’єм-
нi значення спектральної функцiї f(α) вiдповiдають
найрiдшим реалiзацiям мiри.
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Рис. 2. Спектр випадкового мультифрактала, ґенерова-
ного бiнарним каскадом, що складається з n = 10 рiвнiв
iз iмовiрностями p1 = 0.2, p2 = 0.8, p3 = 0.3 i p4 = 0.7
(неперервна лiнiя отримана з (17), якщо набiр множини-
кiв Mj утворюється 28-кратним повторенням набору вка-
заних iмовiрностей; порожнi кружальця вiдповiдають ре-
зультатам методу множникiв iз використанням спiввiдно-
шень (19)–(21) при рiзних q).

У прикладi випадкового каскаду, наведеному на по-
чатку роздiлу, з кожною комiркою зiставляли одну з
чотирьох iмовiрностей pj , j = 1, 2, 3, 4, завдяки чо-
му на кроцi n конфiґурацiї pn

j реалiзувалися з час-
тотою Nn = 2−n, рiвною оберненому числу зразкiв,
набiр яких забезпечує всi можливi конфiґурацiї. У
результатi граничнi значення αmin = − ln p2/ ln 2 и
αmax = − ln p1/ ln 2, при яких реалiзуються єдинi ком-
бiнацiї множникiв pn

2 i pn
1 , що дають максимальну й

мiнiмальну ймовiрностi, вiдповiдають вiд’ємному зна-
ченню спектральної функцiї f = lnNn/ ln(1/ln) =
ln 2−n/ ln 2n = −1 (див. рис. 2). Узагалi, коли кож-
ну з 2n комiрок зiставляють з m > 2 ймовiрностей pj ,
j = 1, 2, . . . , m, частота появи кожної конфiґурацiї pn

j

становить Nn = 2n(1/m)n = (2/m)n, i граничнi комбi-
нацiї множникiв pn

max i pn
min реалiзуються при значеннi

спектральної функцiї

fmin :=
lnNn

ln(1/ln)
=

ln(2/m)n

ln(2n)
= −

(

ln m

ln 2
− 1

)

. (22)

Що стосується максимального значення fmax = 1, то
рендомiзацiя ґенеруючого каскаду не впливає на ньо-
го, оскiльки це значення повинно збiгатися з вимiрнiс-
тю D0 = 1 вихiдного вiдрiзка, на якому проводиться
побудова мультифрактала [6].
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Рис. 3. Змiни мультифрактального спектра зi збiльшен-
ням набору, що складається iз 2m+1 ймовiрностей, якi зi-
ставляються з кожною бiфуркацiєю (кривi 1–4 вiдповiда-
ють m = 0, 1, 2, 3; крива 1: p1 = 0.3 i p2 = 0.7; крива 2:
p1 = 0.2, p2 = 0.8, p3 = 0.3 i p4 = 0.7; крива 3: p1 = 0.1,
p2 = 0.9, p3 = 0.2, p4 = 0.8, p5 = 0.3, p6 = 0.7, p7 = 0.4 i
p8 = 0.6; крива 4: p1 = 0.05, p2 = 0.95, p3 = 0.10, p4 = 0.90,
p5 = 0.15, p6 = 0.85, p7 = 0.20, p8 = 0.80, p9 = 0.25,
p10 = 0.75, p11 = 0.30, p12 = 0.70, p13 = 0.35, p14 = 0.65,
p15 = 0.40 i p16 = 0.60). Неперервнi лiнiї вiдповiдають до-
датним значенням q, штрихованi — вiд’ємним.

Для пiдтвердження наведених даних на рис. 3 по-
будованi спектри мультифракталiв, для яких можливi
множники Mj зводяться до наборiв елементарних iмо-
вiрностей pj , кожна з яких мiстить 2m+1, m = 0, 1, 2, 3
значень. Iз вiдповiдних кривих видно, що розширення
набору множникiв приводить до розширення областi
значень як самої спектральної функцiї f , так i показ-
ника Ґьольдера α. Оскiльки перша величина обмеже-
на згори геометричним значенням fmax = 1, то це
розширення забезпечується спаданням мiнiмальних
значень показника Ґьольдера αmin = − ln pmax/ ln 2 i
спектральної функцiї (22), а також зростанням мак-
симального значення αmax = − ln pmin/ ln 2.

При чисельнiй реалiзацiї методу множникiв слiд
мати на увазi, що зменшення мiнiмального значення
pmin → 0 iз набору ймовiрностей pj , j = 1, 2, . . . , m мо-
же приводити до зникаюче малого значення Nn

min =
2−nNpmin � 1 мiнiмального числа заповнення, що
означє появу пустих комiрок, наявнiсть яких викрив-
ляє форму мультифрактального спектра. У цьому ви-
падку для досягнення надiйних даних слiд оптимiзу-
вати метод множникiв, при яких на кожному кроцi
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ґенерацiї n вибираємо настiльки велику кiлькiсть N
покриваючих точок, щоб вони попадали в кожну з 2n

комiрок.
Другий бiк цiєї проблеми пов’язаний iз появою пус-

тих комiрок при необмеженому спаданнi деформор-
ваних множникiв M q

j завдяки зростанню параметра
q > 1 в рiвняннi (17). У результатi використання ме-
тоду множникiв iз зростаючими значеннями q може
привести до значень спектральної функцiї f(α), що
лежать нижче вiд точки мiнiмуму (22). Щоб уник-
нути цього, алґоритм обробки мультифрактального
спектра повинен будуватися так, щоб зростання па-
раметра деформацiї переривалося при значеннях q,
починаючи з яких з’являються пустi комiрки.

IV. МУЛЬТИФРАКТАЛЬНИЙ СПЕКТР
ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ

Об’єктом нашого дослiдження є фазовий прос-
тiр, основна характеристика якого подає об’єм γ =
Γ/(2π~)6N , вiднесений до значенння, що припадає на
один стан (тут ~ — стала Планка–Дiрака, фазовий
об’єм Γ =

∏N
i=1

∫

d3qi

∫

d3pi визначається iнтеґруван-
ням за координатами qi й iмпульсами pi всiх части-
нок i = 1, . . . , N). У простих системах, для яких фа-
зовий простiр є гладким, безрозмiрний об’єм γ зводи-
ться до статистичної ваги W , яка визначає кiлькiсть
станiв системи W = γ. З iншого боку, фазовий прос-
тiр складних систем є фрактальним об’єктом, вимiр-
нiсть якого D < 6N менша вiд значення, притаманно-
го простим тривимiрним системам, що складаються з
N частинок. Завдяки цьому статистична вага самопо-
дiбної складної системи визначається степеневою за-
лежнiстю W = γd з показником 0 ≤ d ≤ 1, який задає
питоме значення фрактальної вимiрностi d ≡ D/6N .
Порiвняння цiєї залежностi зi скейлiнґовим спiввiдно-
шенням (4) показує, що мультифрактальне задання
фазового простору досягається, якщо ймовiрнiсть Pi

зводиться до оберненої статистичної ваги 1/W , дов-
жина елементарного вiдрiзка li — до оберненого об’-
єму 1/γ, а показник Ґьольдера α — до вiдносної ви-
мiрностi d.

Згiдно зi схемою, викладеною в роздiлi II, для пе-
реходу до мультифрактального фазового простору
слiд замiнити степеневу функцiю W = γd, прита-
манну монофракталовi, питомою статистичною вагою
Wq = γqd, деформованим показником q i помножити
його на кiлькiсть монофракталiв Nd = γ−f(d) з вимiр-
нiстю d, якi мiстяться в мультифракталi зi спектром
f(d). У результатi повна статистична вага, яка вiдi-
грає роль мiри мультифрактала, набуває степеневого
вигляду Wq ' γτ(q) форми (9) з масовм показником
τ(q) = qdq−f(dq), для якого питома вимiрнiсть dq ви-
значається рiвнiстю типу (11). У межах методу множ-
никiв вiдпалене середнє масового показника визнача-

ється рiвнянням τ(q) = ln Wq/ ln γ форми (13). Тодi

використання середньої вимiрностi dq = dτ/dq приво-
дить до спектра самоподiбного мультифрактала

f(dq) = qdq − τ(q). (23)

Як показав аналiз [7], масовий показник τ(q) фазо-
вого простору складних систем подає монотонно зрос-
таючу функцiю, яка змiнюється в iнтервалi [0, 1) при
варiацiї показника мультифрактала в областi [1,∞).
Найпростiший приклад такої функцiї дає гiперболiч-
ний танґенс τ = th(q − 1), деформування якого при-
водить до аналiтичної моделi довiльного мультифрак-
тального простору [7]. Можливi типи залежностi τ(q)
в iнтервалi q ∈ [1, 2] обмеженi зверху лiнiйною функ-
цiєю τ = q − 1, яка при q > 2 переходить у константу
τ = 1 (ця залежнiсть вiдповiдає гладкому фазовому
простору).

Що стосується спектральної функцiї f(d), то вона
монотонно зростає вiд мiнiмальної величини f = −1
при d = 0 до максимальної f = 1 при d = 1; при цьо-
му її похiдна дорiвнює f ′(0) = ∞ на лiвiй границi,
i f ′(1) = 1 — на правiй. Повний набiр спектральних
функцiй обмежений знизу залежнiстю f = 2d − 1, а
зверху — прямою f = d. Характерно, що спектральна
функцiя приймає вiд’ємнi значення в межi d → 0, яка
вiдповiдає розрiдженим монофракталам, що пряму-
ють до набору точок фазового простору. Очевидно,
кiлькiсть таких точок дорiвнює об’єму γ, що й дає
означення Nd := γ−f(d) при f = −1. З iншого боку,
на протилежнiй границi d = 1, де f = 1, отримуємо
кiлькiсть монофракталiв N1 = γ−1 з об’ємом γ, яку,
як i слiд очiкувати, дає один мультифрактал того ж
об’єму γ.

Використання методу множникiв, викладеного в
попередньому роздiлi, дає змогу провести моделюван-
ня й обробку спектра мультифрактального фазово-
го простору, що має данi властивостi. Оскiльки мiнi-
мальне значення спектральної функцiї має значення
fmin = −1, то рiвняння (22) задовольняється тiльки
за умови m = 4, що вiдповiдає вибору двох пар iмо-
вiрностей p1, p2 = 1 − p1 i p3, p4 = 1 − p3. Приймемо
в останнiй p3 = 0.3, а в першiй iмовiрнiсть p1 пробi-
гає значення 0.001, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05. Тодi вiд-
повiднi кривi на рис. 4 показують, що зменшення ймо-
вiрностi p1 полiпшує збiг з аналiтичними даними при
малих значеннях вимiрностi d, тодi як в околi точки
d = 1 точнiсть погiршується. Така поведiнка найпрос-
тiше виражається степеневим заданням iмовiрностi,
що варiюється p1 = 10−k, k > 0. Тодi мiнiмальна ви-
мiрнiсть dmin = − ln(1 − p1)/ ln 2 ' 1.443 · 10−k екс-
поненцiально спадає зi зростанням показника k, а ви-
мiрнiсть d0 = −[ln p1 + ln(1 − p1)]/2 ln 2 ' 1.661 k, що
вiдповiдає максимуму спектральної залежностi f(d),
при цьому лiнiйно зростає. Поведiнка масового показ-
ника τ(q) на рис. 4 показує, що найважливiшою є фор-
ма спектра поблизу точки d = 0, завдяки чому слiд
прийняти степiнь k � 1.

Ранiше розглядалися випадковi множини, ґенеро-
ванi бiномiальним каскадом, кожну бiфуркацiю якого
зiставляли з рiзними наборами ймовiрностей. Скорис-
таємося тепер бiльш фiзичною процедурою, у межах
якої точки фрактальної множини вiдповiдають поло-
женню частинки, дифундуючої згiдно з дискретним
стохастичним рiвнянням [12]
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xi+1 =
√

τζi +
[

(1 − γτ) +
√

τξi

]

xi. (24)

Тут час ti = iτ фiксується набором чисел i =
0, 1, . . . , N i мiнiмальним iнтервалом τ ; ζi й ξi — ади-
тивне й мультиплiкативне стохастичнi джерела, нор-
мованi умовами бiлого шуму 〈ζiζj〉 = 〈ξiξj〉 = δij ; ко-
ефiцiєнт тертя γ визначає параметр ν = γ/(1 + γ),
значення якого задають режим дифузiї: при ν < 0
реалiзуються польоти Левi, а границя ν → 1, γ → ∞
вiдповiдає броунiвському руховi. Використання iтера-
цiйної процедури (24) приводить до мультифракталь-
ної множини, спектральна функцiя якої показана на
рис. 5. Iз нього видно, що зi зменшенням параметра
ν нормальна дифузiя переходить у польоти Левi, за-
вдяки чому спектр мультифрактала розширюється у
бiк малих вимiрностей d. Очевидно, це зумовлено по-
явою розрiджених областей фрактальної множини, де
значення d = 0 вiдповiдають екстремальним викидам
положень частинки, що вiдповiдають польотам Левi.
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Рис. 4. Спектральна функцiя й масовий показник муль-
тифрактальної множини, ґенерованої бiнарним каскадом
iз n = 9 рiвнiв iз двома парами ймовiрностей p1, p2 = 1−p1

i p3, p4 = 1− p3 (для останньої прийнято p3 = 0.3, а в пер-
шiй iмовiрностi p1 = 0.001, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05 вiдпо-
вiдають кривим, якi йдуть злiва направо в нижньому кутi
залежностi f(d)). Пунктирнi лiнiї показують межi змiни
залежностей f(d) и τ (q) для фазового простору термоста-
тичних ансамблiв [7].
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Рис. 5. Спектральна функцiя мультифрактальної мно-
жини, ґенерованої дискретним процесом (24) при N = 106,
n = 10 й ν = −0.5, 0.0, 0.5 (кривi 1–3, вiдповiдно).
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Рис. 6. Мультифрактальний спектр фазового просто-
ру, народженого дискретним процесом (24) при N = 106,
n = 9 и ν = −0.5, 0.0, 0.5 (кривi 1–3, вiдповiдно).

Розгляньмо нарештi двовимiрний фазовий простiр,
що породжений дискретним стохастичним рiвнянням
(24). На вiдмiну вiд одновимiрного випадку тепер слiд
ураховувати не тiльки положення xi, але й iмпуль-
си pi = (xi − xi−1)/τ . У межах методу множникiв це
означає, що на рiвнi n − 1 двовимiрна множина по-
кривається 22(n−1) квадратиками зi стороною 2−(n−1),
пiсля чого всi квадратики дiляться на 22 рiвнi частин-
ки й кожнiй iз них приписується множник типу (16).
Отриманий набiр {Mj}, що складається з 22n таких
множникiв, визначає середнiй масовий показник

τ(q) :=
1

ln(1/2)
ln



2−D0(n−1)
2D0n

∑

i=1

M q
j



 , (25)

який вiдрiзняється вiд (17) появою в показниках, якi
вiдображають подрiбнення фазового простору, множ-
ника, рiвного топологiчнiй вимiрностi D0=2. Iз рис. 6,
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на якому показана спектральна функцiя, визначена
вiдповiдно до наведеної процедури, випливає, що, як
i ранiше, перехiд вiд броунiвського руху до польо-
тiв Левi розширює спектр мультифрактала. Єдина
вiдмiннiсть вiд одновимiрного випадку полягає в по-
двоєннi iнтервалiв змiни фрактальної вимiрностi D i
спектральної функцiї f .

V. ОБГОВОРЕННЯ

Як зазначалось у Вступi, основнi труднощi в опи-
суваннi складних систем полягають у тому, що во-
ни не є статистичними об’єктами, якi самоусередню-
ються, завдяки чому визначення їхнiх макроскопiч-
них характеристик потребує усереднення не тiльки за
статистичним ансамблем, який реалiзується в цьому
зразку, але й за набором рiзноманiтних зразкiв. Крiм
того, мультифрактальний спектр фазового простору
складних систем набуває вiд’ємних значень, якi не
можна визначити стандартним методом покриттiв.

Дослiдження мультифрактальних множин у роздi-
лах IV, V показує, що обидвi вказанi проблеми перебо-
рюються в межах методу множникiв, набiр яких зво-
диться до багатократних повторень щодо малої кiль-
костi ймовiрностей, якi визначають картину фазового
простору (кiлькiсть таких iмовiрностей m оцiнюється
мiнiмальним значенням (22) спектральної функцiї).
Цiкаво вiдзначити, що метод множникiв був запропо-
нований у межах каскадного задання турбулентнос-
тi [13] задовго до його застосування до теорiї мульти-
фракталiв [9].

Серед iнших методiв заслуговує згадки процеду-
ра прямого визначення мультифрактальних спектрiв
[14], у межах якої не потрiбно знаходити спочатку ма-
сового показника, а потiм — iз перетворення Лежанд-
ра (23) — спектральної функцiї. Цей метод оснований
на використаннi ескортної ймовiрностi [15]

Pj :=
P q

j
∑

j P q
j

, (26)

де затравочний розподiл Pj визначає рiвнi енерґiї
εj := − lnPj . У результатi ймовiрнiсть (26) набирає
вигляду розподiлу Ґiббса

Pj = Z−1
q exp (−qεj) , Zq :=

∑

j

exp (−qεj) , (27)

використання якого дає внутрiшню енерґiю α := 〈ε〉 =
−〈ln P 〉 й ентропiю f := −〈lnP〉. Вони пов’язанi пере-
творенням Лежандра (10), яке приводить до вiльної
енерґiї τ за умови, що параметр деформацiї q вiдiграє
роль оберненої температури. Вказана термодинамiч-
на аналогiя дає змогу визначити показник Ґьольдера
i спектральну функцiю мультифрактальної множини
стандартними рiвняннями

α(q) :=

∑

j P l
j lnP l

j

ln l
, f(q) :=

∑

j P l
j lnP l

j

ln l
, (28)

у яких iмовiрностi P l
j := N l

j/
∑

j N l
j пропорцiйнi до

кiлькостi точок N l
j , що потрапили в комiрку j =

1, 2, . . . , 1/l пiсля подiлу одиничного вiдрiзка на ко-
мiрки довжиною l � 1. Тестування означень (28) на
бiнарному каскадi, що приводить до спектра, пока-
заного на рис. 1, виявляє повну вiдповiднiсть з ана-
лiтичними даними роздiлу III. Щобiльше, рiвностi
(28) дозволяють вiдтворити спадну гiлку спектраль-
ної функцiї f(α), яка вiдповiдає вiд’ємним значенням
параметра деформаiї q. Однак, подiбно до методу по-
криттiв, визначення (28) не дають вiд’ємних значень
спектральної функцiї випадкового мультифрактала,
що вiдповiдає рис. 2. Очевидно, це зумовлено тим,
що вираз (28) передбачає усереднення логарифмiч-
них функцiй, що означає використання заморожених
середнiх, якi можуть приводити тiльки до додатних
величин.

Наведенi переваги використання прямого методу
визначення спектральної функцiї вказують на доцi-
льнiсть пошуку означень типу (28) у межах методу
множникiв, що є основою дослiдження мультифрак-
тальних спектрiв складних систем. З метою такого
пошуку переозначимо ескортну ймовiрнiсть (26)

Pj :=
M q

j
∑BN

j=1 M q
j

(29)

через набiр множникiв

Mk
i :=

Nk
i

Ni
, k = 1, 2, . . . , B (30)

узагальнювальними (16). Тут припускаємо, що дослi-
джувана множина спочатку дiлиться на N � 1 час-
тин i = 1, 2, . . . , N , кожна з яких мiстить Ni � 1
точок; пiсля цього отриманi фраґменти дiляться на
B ≥ 2 комiрок, у якi потрапляють по Nk

i � 1, k =
1, 2, . . . , B точок; отриманi в результатi BN комiрок
нумеруємо iндексом j = 1, 2, . . . , BN так, щоб забез-
печити перебiр усiх можливих значень i = 1, 2, . . . , N
и k = 1, 2, . . . , B, що подають вихiднi фраґменти та
їхнi складники. У тому випадку, коли дослiджувана
множина заповнює простiр одиничного об’єму, який
має топологiчну вимiрнiсть D0, зручно подiлити його
спочатку на D0-мiрнi кубики з ребром L � 1, а потiм
кожний з них подiлити на комiрки тiєї ж вимiрнос-
тi з кратною стороною l = L/b, b = 2, 3, . . . У цьому
випадку N = (1/L)D0 , B = bD0 .

Вiдтак отриманий набiр множникiв (30) зiставляє-
мо iз середнiми величинами

〈〈f(M)〉〉 :=

BN
∑

j=1

Pjf(Mj); (31)

f(M) :=

BN
∑

j=1

πjf(Mj), πj :=
1

N
.

Перша подає заморожене значення, що визначається
статистичним усередненням з iмовiрнiстю (29), друга
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— вiдпалене середнє, одержане перебором BN зна-
чень множникiв, кожному з яких вiдповiдає незмiнна
ймовiрнiсть πj = 1/N , що в B раз перевищує частоту
їх появи. Рiвняння, якi дозволять прямо визначати
спектральну функцiю складних систем, випливають
iз виразiв (20) i результату пiдстановки рiвнянь (20) i
(17) в перетворення Лежандра (21):

α(q) =
〈〈ln M〉〉
ln(1/2)

, (32)

f(q) =
〈〈ln M q〉〉 − ln M q

ln(1/2)
.

Подiбно до значення (28) ефективна внутрiшня енер-
ґiя α зводиться до замороженого середнього, тодi як
ефективна ентропiя f складної системи визначаєть-
ся рiзницею замороженого середнього значення ло-
гарифма деформованого множника M q i логарифма
вiдпаленого середнього M q.

Використання запропонованого методу дає змогу
вiдтворити найпростiше й найточнiше чином мульти-
фрактальнi спектри, зображенi на рисунках 1–6. У
зв’язку з цим можна сподiватися, що методика, осно-
вана на використаннi рiвнянь (29)–(32), є унiверсаль-
ним засобом дослiдження фрактальних об’єктiв рiзної
природи.
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MODELING THE PHASE SPACE OF COMPLEX SYSTEMS
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On the basis of the Cantor multifractal set, being described analytically, we test both box-counting and

multiplier methods, the former of which uses quenched average, whereas the latter does the annealed one. We

elaborate the numerical algorithm of both modeling and studying multifractal phase space to take into account

that a complex system is not self-averaged and its spectral function can take negative values. A multifractal set

generated by the anomalous diffusion process is considered as a physical example.
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