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У роботi розглянуто одновимiрну систему гармонiчних осциляторiв, якi пiдпорядковуються
статистицi Джентiле. На пiдставi вiдомої функцiї розподiлу розраховано температурнi залеж-
ностi хiмiчного потенцiалу, енерґiї та теплоємностi модельної системи зi слабкою взаємодiєю.
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ВСТУП

У тривимiрному випадку для макроскопiчного опи-
су термодинамiчних систем, якi складаються з бага-
тьох тотожних частинок, використовують загально-
вiдомi статистики Фермi–Дiрака й Бозе–Айнштайна.
Частинки, якi описуються за допомогою статистики
Фермi–Дiрака, називаються фермiонами. Вони мають
пiвцiлий спiн, а їхнє розташування на енерґетичних
рiвнях обмежене принципом Паулi, згiдно з яким в
одному квантовомеханiчному станi може бути не бiль-
ше одного фермiона. З iншого боку, частинки з цiлим
спiном називаються бозонами, а їхнiй статистичний
опис здiйснюється за допомогою статистики Бозе–
Айнштайна. Кiлькiсть бозонiв, якi можуть перебува-
ти в одному станi, — необмежена.

Iснування лише двох типiв статистики доводять,
використовуючи перестановку двох тотожних части-
нок, за якої хвильова функцiя змiнюється на фа-
зовий множник. Здiйснивши подвiйну перестановку,
ми отримуємо вихiдну задачу. У такий спосiб мож-
на показати, що фазовий множник може дорiвнюва-
ти +1 (що вiдповiдає бозонам), або −1 (що вiдповi-
дає фермiонам). Однак у двовимiрному випадку по-
двiйна перестановка двох частинок реалiзується об-
веденням однiєї частинки навколо iншої на площинi.
Внаслiдок перестановки з’являється фазовий множ-
ник exp(iπα), де α — довiльне цiле число, яке ще
називають статистичним параметром [1, 2]. Коли α
— дробове, то таку статистику називають дробовою.
В одновимiрному випадку перестановка реалiзуєть-
ся iнакше, однак можна зробити аналогiчнi висновки
про можливiсть iснування ряду промiжних статистик
мiж загальновiдомими статистиками Фермi–Дiрака i
Бозе–Айнштайна [3–5]. Для частинок, якi описуються
дробовою статистикою, Вiльчек увiв поняття енiона
(англ. anyon) [1].

Хоча у тривимiрному випадку немає частинок, якi
б описувалися статистиками iз цього сiмейства, усе ж

такi статистики є цiкавими для розгляду й вивчення,
оскiльки можуть бути використанi для моделювання
багатьох систем, наприклад, квазiчастинок, таких, як
квазiелектрони та квазiдiрки. Їхню дробову статисти-
ку вiдкрито експериментально. Також причиною змi-
ни статистики може бути врахування взаємодiї [5, 6].

Застосування рiзних типiв дробової статистики є
актуальною задачею. Зокрема дослiджено так звану
виключну статистику Галдейна (Haldane) [2] в пра-
цях [7, 8]. Зв’язок мiж параметром енiонної статисти-
ки та взаємодiєю в одновимiрних системах вивчали
у працях [9,10]. Властивостi основного стану системи
енiонiв на одновимiрнiй оптичнi ґратцi були предме-
том розгляду в [11]. Термодинамiку систем iз рiзни-
ми типами дробової статистики дослiджували в пра-
цях [12, 13].

Одним iз прикладiв дробової статистики є статис-
тика Джентiле [14], або парастатистика. Для неї ха-
рактерним є особливе заповнення енерґетичних рiв-
нiв: кiлькiсть частинок, якi можуть бути на енер-
ґетичному рiвнi, обмежене деяким скiнченним чис-
лом M , яке називають порядком статистики. У гра-
ничних випадках, коли M дорiвнюватиме одиницi
чи нескiнченностi, ми отримаємо класичне запов-
нення частинок, як у статистиках Фермi–Дiрака чи
Бозе–Айнштайна вiдповiдно. Виявляється, зокрема,
що можна показати зв’язок мiж властивостями такої
системи та скiнченної системи бозонiв [15].

У роботi дослiджено одновимiрну систему гармо-
нiчних осциляторiв за близької до нуля температури.
Iнтерес до системи осциляторiв пов’язаний iз тим, що
тепер досить активно вивчають властивостi бозонних
систем, якi перебувають у зовнiшньому полi (так зва-
на гармонiчна пастка) [16], вiдповiдно, задача про сис-
тему гармонiчних осциляторiв є базовою. Використо-
вуючи зв’язок функцiї розподiлу частинок iз термо-
динамiчними величинами, дослiджено термодинамi-
ку системи для iдеального випадку та при включеннi
слабкої взаємодiї мiж частинками.
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I. ВИХIДНI ВИРАЗИ

A. Функцiя розподiлу у статистицi Джентiле

Розглядатимемо систему тотожних частинок, у
якiй на кожному енерґетичному рiвнi εi може бути
скiнченна кiлькiсть частинок, яка не перевищує за-
даного M . Така статистика, як зазначено у вступi,
називається статистикою Джентiле або загальнiше —
парастатистикою.

Вираз для чисел заповнення у статистицi Джентiле
має вигляд [4, 14, 17]:

fM (εi, µ) =
1

e(εi−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εi−µ)/T − 1
. (1)

Легко показати, що в граничних випадках M = 1 та
M → ∞ цей вираз переходить у функцiї розподiлу
Фермi–Дiрака fFD(ε, µ) та Бозе–Айнштайна fBE(ε, µ)
вiдповiдно:

fM (ε, µ) =

{

fFD (ε, µ) ,
fBE (ε, µ) ,

M = 1
M → ∞ . (2)

Дослiдимо поведiнку функцiї fM (ε, µ) при (ε −
µ)/T → 0 та T → 0.

Для першого випадку перепишiмо функцiю розпо-
дiлу, звiвши праву частину до спiльного знаменника

fM (ε, µ) =
e(M+1)(ε−µ)/T − 1 − (M + 1)

(

e(ε−µ)/T − 1
)

(

e(ε−µ)/T − 1
) (

e(M+1)(ε−µ)/T − 1
) . (3)

У границi
ε − µ

T
→ 0 ми отримуємо невизначенiсть

типу
0

0
, яку легко розв’язати, двiчi застосувавши пра-

вило Лопiталя. Остаточно одержуємо спiввiдношен-
ня:

lim
ε−µ

T
→0

fM (ε, µ) =
M2 + M

2M + 2
=

M

2
. (4)

Для другої границi T → 0 пiсля нескладних пере-
творень маємо:

lim
T→0

fM (εi, µ) =

{

M,
0,

ε < µ0

ε > µ0
. (5)

Ця “сходинка” розмивається з пiдвищенням темпе-
ратури подiбно до функцiї розподiлу Фермi–Дiрака.
При низьких температурах (T → 0) хiмiчний потенцi-
ал µ практично дорiвнює енерґiї µ0, яка вiдiграє роль
рiвня Фермi.

B. Врахування слабкої взаємодiї в системi
осциляторiв

Розгляньмо одновимiрну систему слабковзаємодiю-
чих осциляторiв, якi пiдпорядковуються статистицi
Джентiле. Нехай взаємодiя мiж осциляторами має ви-
гляд

U(x) = gδ (x) , (6)

де x — координата частинки в одновимiрному прос-
торi, а g — параметр взаємодiї, при g = 0 взаємодiя
вiдсутня.

Тодi запишiмо вираз для гамiльтонiана нашої сис-
теми:

Ĥ =

N
∑

j=1

[

p̂j

2m
+

m

2
ω2x2

j

]

+
N

∑

1≤j<l≤N

U (xj − xl) = Ĥ0 + Û , (7)

де p̂j — iмпульс частинки, m — маса однiєї частин-
ки, ω — частота осциляцiй, що вiдповiдає зовнiшньо-
му потенцiалу пастки. Ĥ0 — це гамiльтонiан iдеальної
системи за вiдсутностi мiжчастинкової взаємодiї, а Û
— оператор взаємодiї.
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n
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Рис. 1. Енерґетичний спектр при λ = 0.5.

Енерґетичний спектр системи εn такий:

εn = ~ωn + λcn, (8)

тут n — номер енерґетичного рiвня, ~ — стала Планка,
λ — параметр, пропорцiйний до g, а коефiцiєнт cn —
функцiя складної структури [18] (див. рис. 1). Вiдра-
ховуватимемо рiвнi вiд ~ω/2 та покладемо ~ω рiвним
одиницi. Щоб знайти енерґетичний спектр системи,
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можна також скористатися звичайною стацiонарною
теорiєю збурень.

Коефiцiєнт cn дорiвнює

cn =
1

n!
Γ

(

n +
1

2

)

. (9)

При великих n, використовуючи формулу Стiрлiнґа,
матимемо:

cn → 1√
n

, n → ∞. (10)

Вiдзначмо, що для систем iз дробовою статистикою
можливий дещо iнший пiдхiд до розрахунку енерґе-
тичного спектра на пiдставi квантовомеханiчних мiр-
кувань [19]. Автори цiєї працi розглядали гармонiч-
ний осцилятор як систему, гамiльтонiан якої є квад-
ратичною формою

Ĥ =
1

4

[

â†b̂ + e−2πi/(M+1)b̂â† + b̂†â + e2πi/(M+1)âb̂†
]

за операторами породження â† i знищення b̂, що за-
довольняють таке комутацiйне спiввiдношення:

[b̂, â†]
M

≡ b̂â† − e2πi/(M+1)â†b̂ = 1.

У наведених виразах збережено позначення M для
порядку статистики. Вирази для енерґетичних рiвнiв
матимуть досить громiздкий вигляд, проте числовi
розрахунки, зробленi в нашiй працi, нескладно про-
вести i для iншої функцiональної форми спектра.

II. РОЗРАХУНОК ТЕРМОДИНАМIЧНИХ
ФУНКЦIЙ

Повну кiлькiсть частинок у системi задає спiввiд-
ношення:

N =
∑

n

fM (εn, µ) , (11)

а енерґiя системи пов’язана з fM (εi, µ) так:

E =
∑

n

εnfM (εn, µ) . (12)

Iз формули (11) можна отримати залежнiсть хiмiч-
ного потенцiалу вiд температури T та вiд кiлькостi
частинок у системi N .

Розгляньмо низькотемпературну границю виразу
(11) для системи невзаємодiючих гармонiчних осци-
ляторiв, енерґетичний спектр якої εn = n. Щоб спрос-
тити аналiз, зручно перейти вiд дискретної суми до
iнтеґрування за формулою Ейлера–Маклорена

b
∑

n=a

f (n) ≈
b

∫

a

f (t) dt +
1

2
[f (b) + f (a)]

+

∞
∑

k=1

B2k

(2k)!

[

f (2k−1) (b) − f (2k−1) (a)
]

, (13)

де B2k — числа Бернуллi; B2 = 1/6, B4 = −1/30, . . . .
У результатi нескладних обчислень матимемо для

N

N = Mµ − T ln
1 − e−µ/T

1 − e−µ(M+1)/T
(14)

+
1

2

(

1

e−µ/T − 1
− M + 1

e−µ(M+1)/T − 1

)

+ . . . .

Зокрема у границi низьких температур буде такий
зв’язок:

N = Mµ + M/2 + . . . ,

а при T = 0 це наближення дає

µ(T = 0) =
N

M
− 1

2
. (15)

Далi розгляньмо термодинамiчнi величини системи
гармонiчних осциляторiв зi слабкою мiжчастинковою
взаємодiєю. Розрахуймо першi поправки за парамет-
ром взаємодiї λ у виразах для термодинамiчних фун-
кцiй. З цiєю метою зобразимо хiмiчний потенцiал у
виглядi

µ = µid + ∆µ, (16)

де µid — хiмiчний потенцiал системи невзаємодiючих
осциляторiв, а ∆µ — поправка, спричинена взаємодi-
єю. Використовуючи розклади в ряд за величинами λ
i ∆µ, отримаємо для кiлькостi частинок:

N =
∑

n

[

1

e(n−µid)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(n−µid)/T − 1

]

+
∑

n

(∆µ − λcn)
e(n−µid)/T

T

[

1
(

e(n−µid)/T − 1
)2 − (M + 1)

2
eM(n−µid)/T

(

e(M+1)(n−µid)/T − 1
)2

]

+ . . . , (17)

тут вираз пiд першою сумою — не що iнше, як функцiя розподiлу з енерґiєю невзаємодiючих осциляторiв
εn = n (λ = 0)

f id
M (n, µ) =

1

e(n−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(n−µ)/T − 1
, (18)
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тому зрозумiло, що перший доданок у правiй частинi дорiвнює N i вiдповiднi величини знищуються. Зручно
ввести позначення для множника у другiй сумi:

hM (n) = e(n−µid)/T

[

1
(

e(n−µid)/T − 1
)2 − (M + 1)

2
eM(n−µid)/T

(

e(M+1)(n−µid)/T − 1
)2

]

. (19)

Тодi поправка ∆µ (у першому наближеннi) матиме
вигляд:

∆µ = λ

∑

n

cnhM (n)

∑

n

hM (n)
. (20)

Для оцiнки значення ∆µ можна, взагалi кажучи,
знехтувати другим доданком у виразi (19).

Для енерґiї пiсля аналогiчних перетворень матиме-
мо:

E =
∑

n

nf id
M (n, µ)

+ λ
∑

n

cn

[

f id
M (n, µ) − n

T
hM (n)

]

+ . . . (21)

= Eid + λ
∑

n

cn

[

f id
M (n, µ) − n

T
hM (n)

]

+ . . . .

Розрахувавши енерґiю, можна обчислити й iн-
шi термодинамiчнi функцiї, наприклад, теплоємнiсть
системи:

C =
dE

dT
. (22)

III. ХIМIЧНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ПРИ T = 0

Проаналiзуймо значення µ0 хiмiчного потенцiалу
при T = 0. Розгляньмо два випадки, коли εn > µ0

та εn < µ0.
1) εn > µ0, дослiдимо

f id
M (εn, µ) =

1

e(εn−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εn−µ)/T − 1
.

Тодi показники експонент у знаменнику дорiвнюва-
тимуть +∞, а сам вираз — нулевi.

Нагадаймо, що енерґетичний рiвень εn модельної
системи дорiвнює εn = n + λcn, тож можемо зроби-
ти висновок, що при n, якi задовольнятимуть умову
n + λcn > µ0, вираз пiд сумою у формулi (11) дорiв-
нюватиме нулевi.

2) εn < µ0, за такої умови експоненти матимуть по-
казник −∞, тож вони дорiвнюватимуть нулевi, отже:

f id
M (εn, µ) =

1

e(εn−µ)/T − 1
− M + 1

e(M+1)(εn−µ)/T − 1

= −1 − M + 1

−1
= M. (23)

Тобто для всiх значень n, таких, що n+λcn ≤ µ0 вираз
пiд сумою у формулi (11) дорiвнює M .

Рис. 2. Iлюстрацiя заповнення частинками енерґетичних рiвнiв при T = 0.

Далi знайдiмо, якого максимального значення nmax

може набувати n, аби значення функцiї розподiлу бу-
ло вiдмiнне вiд нуля.

nmax + λcmax ≤ µ0. (24)

Розгляньмо випадок без включення взаємодiї (λ = 0).
nmax — це номер найвищого енерґетичного рiвня, на
якому ще перебувають частинки. За нульової темпе-
ратури всi частинки розмiстяться так, аби мати мi-
нiмальну енерґiю. Частинки, якi пiдпорядковують-

ся статистицi Бозе, усi впадуть на нульовий енерґе-
тичний рiвень, оскiльки загальна кiлькiсть частинок,
якi можуть бути на енерґетичному рiвнi, необмежена,
тож для такої статистики nmax дорiвнюватиме нуле-
вi. Це явище має назву бозе-конденсацiї. Розмiщення
частинок, якi пiдпорядковуються статистицi Фермi,
обмежене принципом Паулi: на одному енерґетично-
му рiвнi може бути не бiльше однiєї частинки, тож при
T = 0 фермiони займуть стiльки енерґетичних рiвнiв,
скiльки є частинок у системi, тобто nmax = N − 1
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(одиничка з’являється через те, що енерґетичнi рiвнi
вiдраховуються вiд нульового). Частинки ж, якi пiд-
порядковуються статистицi Джентiле, можуть розмi-
щуватися на енерґетичному рiвнi кiлькiсно не пере-
вищуючи порядку статистики M . Таким чином, кiль-
кiсть енерґетичних рiвнiв такої системи можна знай-
ти дiленням загальної кiлькостi частинок N на мак-
симально можливе число заповнення одного рiвня M ,
причому, коли N дiлиться на M без остачi, тобто дро-
бова частина

{

N

M

}

= 0,

загальна кiлькiсть рiвнiв ntot у системi дорiвнювати-
ме:

ntot =
N

M
, (25)

а у випадку ненульової остачi —

ntot =

[

N

M

]

+ 1, (26)

тут квадратнi дужки означають цiлу частину числа.
Цi мiркування зручно проiлюструвати на простому

прикладi, див. рис. 2.
Очевидно, що загальна кiлькiсть рiвнiв, якi займа-

ють частинки при нульовiй температурi, i nmax пов’я-
занi таким спiввiдношенням:

ntot = nmax + 1. (27)

Урахувавши це, ми отримуємо:














nmax =
N

M
− 1,

{

N

M

}

= 0

nmax =

[

N

M

]

,

{

N

M

}

6= 0.

(28)

Звiдси матимемо умову для хiмiчного потенцiалу при
рiвнiй нулевi температурi:















µ0 ≥ N

M
− 1,

{

N

M

}

= 0

µ0 ≥
[

N

M

]

,

{

N

M

}

6= 0,

(29)

а вираз для µ0:














µ0 =
N

M
− 1 + x,

{

N

M

}

= 0

µ0 =

[

N

M

]

+ x,

{

N

M

}

6= 0,

(30)

де x < 1.
Якщо загальна кiлькiсть частинок у системi N дi-

литься на M без остачi, тобто

{

N

M

}

= 0, то числовий

аналiз поведiнки µ при T → 0 дає для iдеальної систе-

ми x =
1

2
. Цiкаво, що таке значення x точно отриму-

ємо, якщо в розрахунках замiнити суму на iнтеґрал i
застосувати формулу Ейлера–Маклорена.

IV. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ

Використовуючи зв’язок функцiї розподiлу з пов-
ним числом частинок у системi N (див. формулу
(11)), ми розрахували хiмiчний потенцiал µ як функ-
цiю температури.

У нашiй задачi вiдсутнiй такий параметр, як об’єм,
тому звичну умову термодинамiчної границi N/V =
const застосувати не можна. Для системи D-вимiрних
осциляторiв роль термодинамiчної границi виконує
умова N1/D = const. Її можна отримати на пiдставi
рiзних мiркувань [15,20]. Тому такi величини, як енер-
ґiя чи температура, в одновимiрному випадку зручно
нормувати з множником 1/N .

Числовi розрахунки для N = 100, M = 20 i λ = 0.1
та 0.5 наведено на рис. 3–6. Суцiльною лiнiєю пока-
зано залежнiсть для iдеального газу (λ = 0). Данi, за
якими побудовано графiки, подано у таблицi 1.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-6

-4

-2

0

2

4

 = 0.0 ( )

 = 0.1

 = 0.5

T /N

Рис. 3. Температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу
µ для λ = 0.1 (квадратики) λ = 0.5 (пунктирна лiнiя) та
λ = 0 (суцiльна лiнiя).

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
4.45

4.50

4.55

4.60
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4.70

4.75
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 = 0.1
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T / N

Рис. 4. Температурнi залежностi хiмiчного потенцiалу
µ для λ = 0.1 (штрихова лiнiя) λ = 0.5 (пунктирна лiнiя)
та λ = 0 (суцiльна лiнiя) в областi низьких температур.
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Як бачимо, з графiка важко якiсно судити про вiд-
мiнностi в поведiнцi µ з температурою для випадкiв
iдеального газу та наявностi взаємодiї. Графiчно вiд-
мiннiсть мiж двома кривими натомiсть можна поба-
чити лише на масштабованiй залежностi (рис. 4), де
включено лише низькотемпературну область. Проте
й тут не чiтко видно особливостi, яка простежується
за табличними даними.

T/N λ = 0 λ = 0.1 λ = 0.5

0.000 4.50000 4.54604 4.73021

0.005 4.49995 4.54619 4.73107

0.007 4.49981 4.54626 4.73184

0.008 4.49969 4.54622 4.73217

0.009 4.49951 4.54609 4.73240

0.010 4.49927 4.54585 4.73249

0.012 4.49830 4.54502 4.73225

0.015 4.49596 4.54285 4.73083

0.020 4.48962 4.53677 4.72588

0.050 4.38206 4.43113 4.62871

0.100 3.99287 4.04626 4.26267

0.200 2.60124 2.66193 2.90680

0.300 0.32952 0.39042 0.63345

0.310 0.04907 0.10968 0.35133

0.320 −0.24153 −0.18126 0.05886

0.350 −1.17535 −1.11633 −0.88161

0.400 −2.94485 −2.88847 −2.66472

0.500 −7.32411 −7.27408 −7.07579

1.000 −46.3626 −46.3354 −46.2273

Таблиця 1. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ вiд тем-
ператури.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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32
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E / N

 = 0.0 ( )

 = 0.1

Рис. 5. Температурна залежнiсть повної енерґiї систе-
ми слабковзаємодiючих одновимiрних гармонiчних осци-
ляторiв зi статистикою Джентiле (кружечками позначено
взаємодiючу систему, суцiльною лiнiєю — iдеальну систе-
му).

З таблицi 1 видно, що для iдеального газу ми ма-
ємо спадну функцiю, а для значень λ = 0.1, 0.5 —
незначне вiдхилення, а саме, зростання µ для малих
температур (видiлено жирним шрифтом у таблицi).
Це зростання можна пояснити наявнiстю слабкої мiж-
частинкової взаємодiї.

Наступним кроком був розрахунок енерґiї систе-
ми за виразом (12). Температурну залежнiсть енерґiї
системи слабковзаємодiючих одновимiрних гармонiч-
них осциляторiв за статистикою Джентiле показано
на рис. 5 i в таблицi 2.

T Eid E(λ = 0.1) Cid C(λ = 0.1) C(λ = 0.5)

0.0 200.00 208.71 0.0000 0.0000 0.0000

0.05 200.00 208.72 0.0098 0.0102 0.0119

0.1 200.01 208.73 0.3469 0.3520 0.3733

0.2 200.09 208.82 1.2850 1.2925 1.3229

0.3 200.25 208.98 1.9756 1.9859 2.0289

0.4 200.49 209.21 2.6349 2.6497 2.7133

0.5 200.78 209.51 3.2907 3.3111 3.4018

0.7 201.57 210.30 4.5732 4.6059 4.7516

0.8 202.06 210.79 5.1859 5.2234 5.3885

0.9 202.60 211.34 5.7723 5.8132 5.9907

1.0 203.21 211.95 6.3298 6.3728 6.5565

2.0 211.82 220.60 10.549 10.583 10.717

5.0 257.00 265.87 19.363 19.391 19.506

10.0 387.24 396.27 32.452 32.486 32.619

20.0 822.87 832.01 53.586 53.565 53.450

30.0 1439.7 1448.4 68.949 68.875 68.568

40.0 2186.8 2194.6 79.795 79.701 79.330

50.0 3023.4 3030.2 86.983 86.890 86.528

100.0 97.266 97.234 97.105

Таблиця 2. Залежнiсть енерґiї й теплоємностi вiд тем-
ператури.

Розрахувавши енерґiю, можемо отримати графiк
температурної поведiнки теплоємностi, для цього бе-
ремо похiдну у виразi (22) рiзницевим методом, тобто

C =
dE

dT
≈ E(T + ∆T ) − E(T )

∆T

при малому значеннi ∆T . Аналiтично робити цi роз-
рахунки немає сенсу, оскiльки залежнiсть хiмiчного
потенцiалу µ вiд температури можна одержати лише
чисельно. Результати наведено на рис. 6.

При великих температурах графiк функцiї теп-
лоємностi слабковзаємодiючих осциляторiв має
асимптоту C/N = 1, для прикладу, D-вимiрний
iдеальний газ має асимптоту D/2 (в однови-
мiрному випадку матимемо 1/2). Така особли-
вiсть виникає внаслiдок рiзної кiлькостi ступенiв
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Рис. 6. Температурна поведiнка теплоємностi в системi
слабковзаємодiючих одновимiрних гармонiчних осцилято-
рiв зi статистикою Джентiле.
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Рис. 7. (кольоровий он-лайн). Температурна поведiнка
теплоємностi системи невзаємодiючих одновимiрних гар-
монiчних осциляторiв з рiзними параметрами.

вiльностi в системах; система гармонiчних осцилято-
рiв має вдвiчi бiльше ступенiв вiльностi, нiж система
iдеального газу, тож для системи D-вимiрних гармо-

нiчних осциляторiв при T → ∞ теплоємнiсть системи
C/N дорiвнює D. Енерґiя системи при великих тем-
пературах є лiнiйною функцiєю температури.

На рис. 6 наведено для iлюстрацiї результати роз-
рахунку теплоємностi iдеальної системи осциляторiв,
що пiдпорядковуються статистицi Бозе (суцiльнi лi-
нiї) та дробовiй статистицi (штриховi лiнiї) при рiзних
значеннях N та M .

V. ВИСНОВКИ

У роботi розглянуто систему одновимiрних слаб-
ковзаємодiючих гармонiчних осциляторiв зi статисти-
кою Джентiле. Для дослiдження термодинамiки такої
системи використано вирази термодинамiчних вели-
чин через числа заповнення.

Аналiтично проаналiзовано низькотемпературну
границю хiмiчного потенцiалу та поправки, пов’яза-
нi зi взаємодiєю.

Чисельно розраховано температурнi залежностi хi-
мiчного потенцiалу, енерґiї та теплоємностi для iде-
альної системи та системи зi слабкою взаємодiєю. Ре-
зультати чисельних розрахункiв подано й виглядi гра-
фiкiв i таблиць. Виявлено незначне зростання темпе-
ратурної залежностi хiмiчного потенцiалу в областi
низьких температур за наявностi слабкої мiжчастин-
кової взаємодiї.

Показано, що з пiдвищенням температури вiдповiд-
нi функцiї прямують до значень, отриманих для iде-
ального газу (з вiдповiдною статистикою), що пов’я-
зано з послабленням впливу взаємодiї.

Результати цiєї роботи можна застосовувати при
аналiзi фiзичних систем зi слабкою взаємодiєю, для
яких дробова статистика Джентiле виникає ефектив-
но, зокрема внаслiдок скiнченної кiлькостi частинок
[15]. Поширення результатiв на системи вищої вимiр-
ностi буде предметом окремого дослiдження.
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THERMODYNAMIC FUNCTIONS OF ONE-DIMENSIONAL WEAKLY-INTERACTING
HARMONIC OSCILLATORS WITH THE GENTILE STATISTICS

M. I. Topilko, A. A. Rovenchak
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

A one-dimensional system of harmonic oscillators obeying the fractional Gentile statistics is considered. For
such a system, the temperature dependences of the chemical potential, energy and heat capacity of the model
system are calculated using the known expression for the distribution function. The peculiarities of the chemical
potential at the zero temperature are analyzed.
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