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ВСТУП

Застосування методiв теоретичної фiзики вияви-
лося продуктивним у рiзноманiтних галузях знань.
Останнiми роками виник новий напрям дослiджень,
який базується на застосуваннi iдей, концепцiй та
методiв статистичної фiзики в економiчних задачах
[1, 2]. Серед них — застосування методiв невпорядко-
ваних систем у прикладних оптимiзацiйних задачах
[3–5]. Функцiя, яку оптимiзують, мiстить велику кiль-
кiсть змiнних (макроскопiчну), на множинi яких шу-
кають екстремум, а також кiлькiсть параметрiв (та-
кож макроскопiчну), що задають певний “замороже-
ний безлад”. Через велику кiлькiсть змiнних та пара-
метрiв (у тому числi дискретних) застосування ком-
бiнаторних методiв оптимiзацiї є надзвичайно трудо-
мiстким i тому неприйнятним. З’ясувалося, що в за-
значених оптимiзацiйних задачах можна побудувати
аналог вiльної енерґiї, що залежить вiд змiнних та
параметрiв моделi i звести, отже, задачу до основної
задачi статистичної фiзики.

Розрахунок вiльної енерґiї фiзичних систем здiйс-
нють, як правило, iз застосуванням наближених мето-
дiв. Загальновiдомим є варiацiйний метод, що ґрунту-
ється на нерiвностi для вiльної енерґiї [6]. Поєднання
його та методу реплiк розглядали в низцi робiт [7, 8].
Праця [7] присвячена теорiї спiнових стекол, у робо-
тi [8] проаналiзовано статистичнi данi складних iн-
формацiйних систем. Математичнi основи розшире-
ного варiацiйного принципу для модельних спiнових
систем сформульованi в [9]. Як зазначено в [7], пiс-
ля виконання граничного реплiчного переходу n → 0
нерiвнiсть для вiльної енерґiї перестає бути строгою,
однак достатньо обґрунтованою для застосувань.

У цiй статтi проiлюстровано застосування варiацiй-
ного методу в методi реплiк до оптимiзацiйної задачi в
моделi minority game [10–16], для якої вiдомий асипм-
тотично точний розв’язок. На прикладi цiєї моделi по-
казано, що застосування нерiвностi для вiльної енерґiї
приводить до основних результатiв для цiєї моделi.

I. ВИХIДНI ПОЛОЖЕННЯ МОДЕЛI

Модель minority game була створена для аналiзу
фондових ринкiв, її вихiднi положення викладенi в
цитованих вище роботах. Основнi положення моде-
лi такi. Ринок моделюється дiями N аґентiв, якi мо-
жуть перебувати в кожен момент часу t у двох ста-
нах “купiвля” та “продаж” [14], тобто кожен i-ий аґент
(i = 1 . . . N) у момент часу t здiйснює дiю ai(t) = 1
(купiвля) або ai(t) = −1 (продаж). Виграш аґента з
ураховуванням дiї всiх аґентiв визначаємо так:

ui(t) = −ai(t) A(t), де A(t) =
N∑

i=1

ai(t). (1)

Рiвняння (1) моделює структуру ринкової взаємодiї
— дохiд кожного аґента визначається дiєю всiх реш-
ти учасникiв ринку через величину A(t). Тип взає-
модiї (1) вiдображає правило меншостi — виграє той,
хто в кiнцевому пiдсумку перебуває в меншостi (звiд-
си назва моделi — minority game). Виграш становить
ai(t) = −sign(A(t)), втрати бiльшостi рiвнi −|A(t)|).
Загальний дохiд усiх аґентiв —

∑N
i=1 ui = −A2 є вiд’-

ємним. Усi аґенти мають доступ до спiльної iнфор-
мацiї, що в момент часу t описується цiлим числом
µ(t) та набуває значень вiд 1 до P . Оскiльки поведiн-
ка аґентiв впливає на ринок, то цю дiю позначають
через Aµ(t)(t). Далi моделюємо, як аґенти обирають
свої дiї на основi iнформацiї µ(t). Загалом iснує 2P

стратегiй, але вважається, що кожен аґент вибирає iз
загальної кiлькостi лише S. Дiя аґента i, якщо вiн до-
тримується стратегiї s, враховуючи iнформацiю µ(t),
є aµ

s,i (надалi часову змiнну опускатимемо, оскiльки
розглядаємо рiвноважний стан). Тодi формулу (1) для
виграшу слiд записати у виглядi:

ui = −aµ
s,i Aµ, де Aµ =

N∑
i=1

aµ
s,i. (2)
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Число P є досить великим, того ж самого порядку,
що N (макроскопiчним), а величина α = P/N вва-
жається скiнченною при N →∞. Як показано в [12],
властивостi моделi в границi великих значень N за-
лежать лише вiд параметра α. Значення µ описується
певним розподiлом ρµ, незалежно для кожного часо-
вого кроку (приймаємо, що ρµ = 1/P ). Ще одне важ-
ливе припущення — для кожного часового кроку дiї
аґентiв aµ

s,i є випадковими та незалежними мiж со-
бою i ймовiрностi прийняття дiй аґентами в кожному
станi рiвнi:

P (aµ
s,i = +1) = P (aµ

s,i = −1) =
1
2
,

∀ i ∈ N, s ∈ {1 . . . S}, µ ∈ {1 . . . P}.

Далi, згiдно з теорiєю iгор [17], для аналiзу гри вво-
дять змiшанi стратегiї, де πs,i позначають iмовiрнос-
тi, з якими i-й аґент застосовує цю стратегiю. Наяв-
на умова повноти

∑
s πs,i = 1. Mножина змiнних πs,i

визначає фазовий простiр моделi. У цьому фазовому
просторi визначають середнi значення величин:

〈Aµ〉 =
N∑

i=1

S∑
s=1

πs,i aµ
s,i . (3)

Як показано в [13, 14], однiєю з важливих рiвноваж-
них характеристик моделi є величина:

H =
P∑

µ=1

ρµ

( N∑
i=1

S∑
s=1

πs,i aµ
s,i

)2

, (4)

що визначає флуктуацiї величини (3). Величина (4)
є основною iнформативною величиною, що моделює
стан ринку в моделi minority game та має властивостi
гамiльтонiана системи [14]. Вважається, якщо H > 0,
гра асиметрична (тобто для деякого µ маємо Aµ > 0).
Це свiдчить, що iснує краща стратегiя, яка може дати
додатний прибуток. Як функцiя параметра α система
демонструє фазовий перехiд з порушенням симетрiї
для певного αc.

II. МIНIМIЗАЦIЯ В МЕТОДI СТАТСУМИ

Оптимiзацiйна задача полягає у вивченнi мiнiмуму
величини H (4) (далi гамiльтонiан) на множинi змiн-
них {πs,i} та усереднення за всiма реалiзацiями {aµ

s,i}.
Як i при дослiдженнi основного стану фiзичних сис-
тем [6], мiнiмум можна розглядати як стан системи
при нулi “температури”. З цiєю метою визначають ста-
тистичну суму системи:

Z(β) = Spπ exp(−βH(π)),

де β — обернена температура, Spπ позначає суму за
всiма можливими станами системи (iнтеґрування за
змiнними πs,i ∈ [0, 1] iз урахуванням умови

∑
s πs,i =

1), позначення H(π) вказує на функцiональну залеж-
нiсть вiд iмовiрностей змiшаних стратегiй. Отже, мi-
нiмум гамiльтонiана визначають так:

min
π

H(π) = − lim
β→∞

1
β

lnZ(β). (5)

У правiй частинi (5) мiститься залежнiсть вiд усiх
можливих реалiзацiй дiй гравцiв aµ

s,i. Щоб отрима-
ти змiстовнi величини потрiбно усереднити за всiма
можливими дiями гравцiв aµ

s,i. Усереднення величи-
ни lnZ(β) за всiма aµ

s,i, яке позначимо 〈. . . 〉a, у методi
реплiк запишемо так:

〈lnZ(β)〉a = lim
n→0

1
n

ln 〈Z(β)n〉a . (6)

Як вiдомо, суть методу реплiк полягає в тому, що
обчислення у (6) виконують для цiлих n, пiсля чо-
го вiдбувається граничний перехiд n → 0. Для цiлих
значень n обчислення 〈Z(β)n〉a приводять до n копiй
(реплiк) тiєї ж системи з тими ж самими реалiзацi-
ями aµ

s,i. Для кожної реплiки вводять свою множину
динамiчних змiнних πa

s,i.

III. ВАРIАЦIЙНИЙ МЕТОД

Як показано в роботах [10, 11, 13, 14] статсуму сис-
теми n реплiк пiсля усереднення за aµ

s,i можна набли-
жено записати у виглядi:

Z = 〈Z(β)n〉a =
∫

DzDπ exp
(
−1

2

∑
a,µ

zµ
a

2
)

(7)

× exp
(
− β

P

∑
i,µ,s

(∑
a

zµ
a πa

s,i

)2
)

,

де введенi позначення Dz =
∏

a,µ
dzµ

a√
2π

, Dπ =∏
a,i,s dπa

s,i. Тут iндекс a ∈ 1 . . . n нумерує реплi-
ки, змiст решти iндексiв визначений ранiше. При от-
риманнi (7) використано iнтегральне перетворення
(змiннi za

µ) для лiнеаризацiї в показнику експоненти
квадратичних доданкiв гамiльтонiана (див. (4)), а та-

кож наближену рiвнiсть cos
(√

β
P x

)
≈ exp

(
− 1

2
β
P x2

)
,

яка вважається достатньо обгрунтованою для вели-
ких P . Iз формули (7) видно, що iнтеґрали не фак-
торизуються одночасно за реплiчними змiнними (iн-
декс a) та змiнними “частинок” (iндекс i). Тому фак-
торизуємо iнтеграли в (7) за iндексом частинок i. Для
простоти будемо враховувати лише два стани S = 2
( [13, 14]). У цьому випадку в (7) досить просто пе-
рейти до незалежних змiнних частинок, урахувавши
спiввiдношення

∑
s πa

s,i = 1 за допомогою функцiї Дi-
рака δ(

∑
s πa

s,i − 1) ( i ∈ {1 . . . N}, a ∈ {1 . . . n}). Iн-
тегрування за змiнними πa

2,i виконуємо точно з од-
ночасною пiдстановкою πa

2,i = 1 − πa
1,i. Зробивши та-

кож пiдстановки πa
1,i = 1

2 (1 − πa
i ) та P = αN , пiсля

нескладних перетворень отримаємо для статсуми n-
реплiк представлення:
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Z =
∫

Dz exp
(
−1

2

∑
a,µ

zµ
a

2
)

exp
(
− β

2α

∑
µ

(∑
a

zµ
a

)2
)

×
[ 1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
− β

2αN

∑
µ

(∑
a

zµ
a πa

)2
)]N

. (8)

Продовжуючи “фiзичну” iнтерпретацiю, можна вва-
жати, що (8) задає представлення статсуми, у яко-
му взаємодiя мiж змiнними πa вiдбувається через се-
реднє поле (змiннi zµ

a ). Виконуючи iнтеґрування за
змiнними πa, можна отримати представлення статсу-
ми лише через змiннi середнього поля. Однак через
те, що iнтеґрали за змiнними πa не факторизуються,
зазначене iнтеґрування неможливо виконати в зам-
кнутому виглядi. Статсуму (8) запишемо так:

Z =
∫

Dz exp
(
−1

2

∑
a,µ

zµ
a

2
)

× exp
(
− β

2α

∑
µ

(∑
a

zµ
a

)2
)

exp(−βVint), (9)

де Vint = −N
β ln

[ 1∫
−1

∏
a

dπa

2 exp
(
− β

2αN

∑
µ

(∑
a zµ

a πa

)2)]
має змiст взаємодiї мiж змiнними поля. Структура
запису (9) дає змогу визначити пробний гамiльтонiан
для застосування варiацiйного методу, зокрема, якщо
виконати замiну:(∑

a

zµ
a πa

)2

=
∑
a,b

zµ
a zµ

b πaπb →
∑
a,b

zµ
a zµ

b Q̂ab. (10)

Згiдно з (10) взаємодiя мiж полями в пробному гамi-
льтонiанi задається деякою матрицею Q̂ab, елементи
якої є варiацiйними параметрами.

Для пробного гамiльтонiана статсума суттєво спро-
щується:

Z0 =
∫

Dω exp(−βV0 int), (11)

де V0 int = 1
2α

∑
a,b zµ

a zµ
b Q̂ab — взаємодiя є квадратич-

ною за змiнними поля. В (11) введено також позна-
чення

Dω = Dz exp
(
−1

2

∑
a,µ

zµ
a

2

)
exp
(
− β

2α

∑
µ

(∑
a

zµ
a

)2
)

,

що має змiст елемента мiри iнтеґрування в просторi
змiнних zµ

a .
Нерiвнiсть для вiльної енерґiї запишемо так [6]:

F ≤ F0 +
〈
Vint − V0 int

〉
0
, (12)

де усереднення здiйснюмо за формулою:〈
. . .
〉
0

=
1
Z0

∫
Dω exp

(
−βV0 int

)(
. . .
)
.

Розрахунки в (12) суттєво спрощуються, оскiльки ве-
личини факторизуємо за iндексом µ. Зокрема

Z0 =
∏
µ

Z1
0 =

(
Z1

0

)Nα
,

де

Z1
0 =

∫ ∏
a

dza√
2π

exp
(
−1

2

∑
a,b

zaM̂abzb

)
. (13)

Матриця M̂ в (13) визначається рiвнiстю: M̂ = Î +
β
α Ê + β

α Q̂. Тут Î — одинична матриця n-го порядку;
Ê-матриця n-го порядку всi елементи якої дорiвню-
ють 1; Q̂ — визначена в (10). Для середнiх у (12) от-
римаємо:

V0int =
N

2

∑
a,b

Q̂ab 〈zazb〉1 = Nα
∑
a,b

Q̂ab
∂F 1

0

∂Qab
,

де використано позначення:

F 1
0 = − 1

β
lnZ1

0 ,

〈. . .〉1 =
1

Z1
0

∫ ∏
a

dza√
2π

exp
(
−1

2

∑
a,b

zaM̂abzb

)
(. . .).

Дещо складнiше визначити середнє 〈Vint〉0, оскiльки
Vint не є полiномiальною за змiнними za. Використо-
вуючи iдею методу реплiк, неважко показати, що в
границi N →∞ наявна рiвнiсть:

〈
ln
[ 1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
− β

2αN

∑
µ

(∑
a

zµ
a πa

)2)]〉
0

= ln
[ 1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
−β

2

〈(∑
a

zaπa

)2
〉

1

)]
.

Пiдсумовуючи наведенi вище викладки, отримаємо
для вiльної енерґiї вираз:

F =
Nα

2β
ln det M̂

− N

β
ln
( 1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
−β

2

∑
a,b

πaM̂−1
ab πb

))
(14)

− N

2

∑
a,b

Q̂abM̂
−1
ab .

Тут ураховано також, що

∂F 1
0

∂Qab
=

1
2α

M̂−1
ab ,

де M̂−1 — матриця, обернена до M̂ . Формула (14) ви-
значає вiльну енерґiю системи n реплiк у варiацiйно-
му методi. Вiльна енерґiя мiстить варiацiйнi парамет-
ри — елементи матрицi Q̂ab, якi визначаються з умови
екстремуму: ∂F

∂Qab
= 0. Пiсля обчислення похiдних от-

римаємо систему рiвнянь для визначення Qab:
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Qab = 〈πaπb〉π , (15)

де введено позначення:

〈. . .〉π =

1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
−β

2

∑
a,b

πaM̂−1
ab πb

)
(. . .)

/ 1∫
−1

∏
a

dπa

2
exp
(
−β

2

∑
a,b

πaM̂−1
ab πb

)
.

Отже, вираз для вiльної енерґiї (14) та система рiв-
нянь (15) задає розв’язок поставленої задачi у варiа-
цiйному методi. Установимо зв’язок отриманих спiв-
вiдношешь iз результатами лiтературних джерел, зо-
крема [10,13,14].

IV. ЗВ’ЯЗОК ВАРIАЦIЙНОГО МЕТОДУ
З ПРЯМИМ РОЗРАХУНКОМ

Повертаючись до формули (7), укажемо, що пря-
мий метод розрахунку, який використовували в [10,
13, 14], полягає у введеннi матрицi перекриття мiж
реплiками:

Q̂ab =
1√
N

∑
i,s

πa
s,iπ

b
s,i. (16)

Далi за допомогою δ-функцiї Дiрака та її iнтеґраль-
ного перетворення Фур’є другий множник у (7) запи-
сують у виглядi:

exp
(
− β

P

∑
i,µ,s

(∑
a zµ

a πa
s,i

)2)
=
∫

DQDR exp
(
− β

α
√

N

∑
µ

∑
a,b

Q̂abz
µ
a zµ

b

)
exp
(
−i
∑
a,b

QabRab

)
, (17)

де позначено:

DQDR =
∏
a,b

dQabdRab

2π
.

Iнтеґральне представлення (17) дозволяє факторизу-
вати iнтеґрали за iндесом i та iнтеґрувати за змiн-
ними zµ

a . У результатi для статсуми (7) отримуємо
представлення:

Z =
∫

DQDR exp (−βNF (Q,R)) , (18)

де

F (Q,R) =
α

2β
ln det

(
Î +

2β

α
Q̂

)
+ i

1
β

∑
ab

QabRab

− 1
β

ln Spπ exp
(

i
∑
a,b

Rab

∑
s

πa
s πb

s

)
(19)

має змiст функцiонала вiльної енерґiї. Перший дода-
нок у (19) виникає при iнтеґруваннi за змiнними zµ

a .
Iнтеграли в (18) в границi N →∞ обчислюємо мето-
дом перевалу, та основний внесок виникає вiд точки
екстремуму. Використовуючи необхiднi умови екстре-
муму:

∂F (Q, R)
∂Qab

= 0,
∂F (Q,R)

∂Rab
= 0, для ∀ a, b,

отримуємо систему рiвнянь:

Qab =
〈∑

s

πa
s πb

s

〉
, iRab = −β

(
Î +

2β

α
Q̂
)−1

ab
, (20)

де в (20) уведено позначення

〈. . .〉 =
∫

Dπ′ exp
(
i
∑
a,b

Rab

∑
s

πa
s πb

s

)
(. . .)

/ ∫
Dπ′ exp

(
i
∑
a,b

Rab

∑
s

πa
s πb

s

)
(21)

та Dπ′ =
∏

a,s dπa
s . Знак “штрих” бiля змiнної iнтеґ-

рування в (21) вказує на умову:
∑

s πa
s πa

s = 1, для ∀ a.
Формули для функцiонала (19) та системи рiвнянь
(20) використовувалися при дослiдженнi моделi в на-
званих роботах. Неважко встановити їх зв’язок iз
спiввiдношеннями (14) та (15), отриманими у варiа-
цiйному пiдходi. Для двох станiв S = 2 iнтеґрування
за змiнними πa

2 можна виконати за допомогою δ —
функцiї та пiдстановки:

∑
s πa

s πb
s = πa

1πb
1 +(1−πa

1 )(1−
πb

1) для ∀ a, b. Пiсля цього, виконавши замiну змiнних
πa

1 = 1
2πa + 1

2 та елементiв матрицi Qab → 1
2Qab + 1

2 ,
неважко побачити, що цi два пiдходи дають однаковi
результати, якщо встановити зв’язок мiж матрицями:

iRab = −βM−1
ab , (22)

де матриця M визначена формулою (13). Таким
чином, запропонований варiацiйний метод визначає
асимптотично точний розв’язок задачi. Зi встановле-
ного зв’язку випливає також, що змiннi Rab можна в
загальному випадку виключити з розгляду, викону-
ючи пiдстановку для матрицi Rab (друге рiвняння в
(20)), хоч у згаданих лiтературних джерелах, напри-
клад [14], при аналiзi розглядають одночасно змiннi
Rab та Qab.

V. НАБЛИЖЕННЯ СИМЕТРИЧНИХ РЕПЛIК

Конкретнi розрахунки виконаємо в наближеннi си-
метричних реплiк, де задамо матрицю Q̂ у виглядi:
Q̂ab = (Q− q)δab + q. Виконуючи необхiднi обчислен-
ня, отримаємо:
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ln det M̂0 = ln det
((

1 +
β

α
(Q− q)

)
Î +

β

α
(1 + q)Ê

)
≈ n ln

(
1 +

β

α
(Q− q)

)
+ n

β

α
(1 + q)

/(
1 +

β

α
(Q− q)

)
, (23)

де M̂0 — позначена матриця для симетричних реп-
лiк, у (23) враховано також лише лiнiйнi внески за n.
Матриця M̂−1

0 в границi n → 0 дорiвнює:

M̂−1
0 ≈

1
λ

Î − β

α

1 + q

λ2
Ê,

де позначено λ = 1 + β
α (Q − q). Останнiй доданок у

(14) дорiвнює:∑
a,b

Q̂abM̂
−1
ab ≈

n

λ
(Q− q) +

n

λ2

(
q − β

α
(Q− q)

)
, (24)

а також:∑
a,b

πaM̂−1
ab πb =

1
λ

∑
a

π2
a −

β

α

1 + q

λ2

(∑
a

πa

)2

. (25)

Пiдставляючи в (14) наведенi вирази (23)–(25), а та-
кож лiнеаризуючи за допомогою iнтеґрального пере-
творення експоненту вiд другого доданка в (25), у гра-
ницi n → 0 для вiльної енерґiї (14) одержимо вираз:

F =
2(1 + q)−Q

2λ
− 1 + q

2λ2
+ F1, (26)

де

F1 = − 1
β

∞∫
−∞

dρ√
2π

exp
(
−1

2
ρ2

)
ln(Z1),

Z1 =

1∫
−1

dπ

2
exp
(
βϕ(π)

)
, (27)

ϕ(π) = − 1
2λ

(
π2 − 2

√
1 + q

α
πρ

)
. (28)

Рiвняння для визначення параметрiв Q та q мають
вигляд:

Q =

∞∫
−∞

dρ√
2π

exp
(
−1

2
ρ2

)〈
π2
〉

π
,

(29)

q =

∞∫
−∞

dρ√
2π

exp
(
−1

2
ρ2

)
〈π〉π ,

де позначено:

〈. . .〉π =

1∫
−1

dπ

2
exp
(
βϕ(π)

)
(. . .)

/ 1∫
−1

dπ

2
exp
(
βϕ(π)

)
.

Систему рiвнянь (29) можна записати так:

β

α
(Q− q) =

1
1− 1√

α(1+q)
〈ρ 〈π〉π〉ρ

− 1;

(30)
q =

〈〈
π2
〉

π

〉
ρ
.

Тут уведено також позначення:

〈. . .〉ρ =
∞∫
−∞

dρ√
2π

exp
(
− 1

2ρ2
)
(. . .).

Щоб отримати мiнiмум (4), необхiдно у формулах
(26), (30) виконати граничний перехiд β → ∞. Роз-
в’язки рiвнянь (30) розглядаємо за умови, що вели-
чина β

α (Q− q) скiнченна при β →∞. За аналогiєю зi
спiновими системами (це видно з формул (29)), вели-
чину β

α (Q − q) iнтерпретують як сприйнятливiсть. У
границi β → ∞ iнтеґрали за π, що мiстить величина
Z1 (27), обчислюють методом Лапласа:

Z1 ' exp
(

βϕmax(π(ρ))
)

, (31)

де ϕmax(π(ρ)) — позначає максимум функцiї ϕ(π), що
досягається в точцi:

π(ρ) =


−1, ρ < −ρ0;

ρ/ρ0, |ρ| < ρ0;

1, ρ > ρ0.

, ρ0 =
√

α

1 + q0
. (32)

Для середнiх у (30) в границi β →∞ одержимо:

〈π〉π ' π(ρ), 〈π2〉π ' π(ρ)2. (33)

Ураховуючи наведенi спiввiдношення, пiсля обчис-
лення iнтеґралiв за змiнною ρ отримаємо:

β

α
(Q− q) = erf

(√
α

2(1 + q0)

)
/(

erf
(√

α

2(1 + q0)

)
− α

)
, (34)

де

erf(x) =
2√
π

x∫
0

dt exp(−t2/2)

— функцiя похибок, q0 — позначено значення пара-
метра q при β →∞.

Для шуканого мiнiмуму (4) пiсля нескладних пере-
ворень отримаємо:

H/N =
1 + q0

2α2

(
erf
(√

α

2(1 + q0)

)
− α

)2

. (35)
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Iз урахуванням позначень вираз (35) узгоджується
з результатом роботи [13]. У рiвностi (34) мiститься вi-
домий висновок [10–13] про фазовий перехiд залежно
вiд параметра α (розбiжнiсть сприйнятливостi). Зо-
крема при αc ' 0.3374 знаменник у (34) перетворює-
ться в нуль i вiдповiдно H = 0. Таким чином, H = 0
при α ≤ αc та H > 0 при α > αc.

VI. СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ

Вiдомо, що в теорiї спiнових стекол [18, 19] метод
симетричних реплiк дає незадовiльнi результати в об-
ластi низьких температур. У [19] у зв’язку з цим уста-

новлено, що одне з власних значень матрицi похiдних
другого порядку (гессiана) в низькотемпературнiй об-
ластi перетворюється в нуль. Вихiд iз ситуацiї полягає
в побудовi розв’язкiв iз порушенням реплiчної симет-
рiї [19–21]. Зрозумiло, що така ж проблема виникає в
задачах оптимiзацiї iз застосуванням методу реплiк,
оскiльки в оптимiзацiйних задачах iнтерес становить
випадок β →∞ (“нульова” температура).

Запишiмо варiацiю вiльної енерґiї (14) в околi
реплiко-симетричного розв’язку у виглядi:

δ2F = δ2F1 + δ2F2, (36)

де позначено:

δ2F1 =
N

4
β

α
Sp
(
M̂−1

0 δQ̂
)2

− N

2

(
β

α

)2

Sp
(

M̂−1
0 Q0

(
M̂−1

0 δQ̂
)2
)2

, (37)

δ2F2 =
N

2

(
β

α

)2〈
(π|
(
M̂−1

0 δQ̂
)2

M̂−1
0 |π)

〉
π

+
N

8
β3

α2

(〈
(π|M̂−1

0 δQ̂M̂−1
0 |π)

〉2

π
−
〈
(π|M̂−1

0 δQ̂M̂−1
0 |π)2

〉
π

)
. (38)

Операцiя Sp(. . .) визначає суму дiагональних еле-
ментiв вiдповiдних матриць; δQ̂ — варiацiя матри-
цi Q̂ в околi реплiко-симетричного розв’язку; усеред-
нення в (38) виконано за формулами (15) iз замi-
ною в них M̂ → M̂0; використано також позначення:
(π|Â|π) =

∑
a,b πaÂabπb.

Повне дослiдження стiйкостi реплiко-симетричних
розв’язкiв полягає у визначеннi додатностi квадра-
тичної форми δ2F змiнних δQab, що еквiвалентно та-
кож додатностi власних значень матрицi Гессе:

Ĥab,cd = δ2F
/

δQ̂abδQ̂cd

та є досить непростою задачею [21]. Для iлюстрацiї
стiйкостi реплiко-симетричного розв’язку розгляньмо

бiльш часткову задачу — наведемо приклад варiацiї
матрицi δQ̂, для якої δ2F стає вiд’ємною. Для цього
оберiмо δQ̂ в найпростiшiй з форм, що враховує по-
рушення реплiчної симетрiї:

δQ̂ =

 Ê − Î 0

0 Ê − Î

 δq.

Тут Ê та Î — ранiше визначенi матрицi n/2 поряд-
ку, нуль позначає нульову матрицю того ж самого
порядку. Виконуючи обчислення за формулами (37),
(38) (деталi обчислень опускаємо), для варiацiї (36) iз
урахуванням основних внескiв отримаємо вираз:

δ2F =
N

2
n

λ3

(β

α

)2
(
−1− q0 +

(1 + q0

α

)〈
ρ2
〉
|ρ|<ρ0

+

√
1 + q0

α

〈
ρ(ρ2 − 3)π(ρ)

〉
ρ

+
1
2
〈
(ρ2 − 1)π2(ρ)

〉
ρ

)
(δq)2. (39)

Усереднення за ρ в (39) визначенi ранiше (ф. 30), а
також:

〈. . .〉|ρ|<ρ0
=

1√
2π

ρ0∫
−ρ0

dρ exp(−ρ2/2)(. . .).

Виконуючи вiдповiднi обчислення в (39) з викорис-
танням розв’язкiв для q0, неважко показати (чисель-
но), що варiацiя вiд’ємна в областi змiни параметра
α > αc. Це пiдтверджує сказане — симетричнi реп-
лiки не визначають справжнього мiнiмуму величини

(4), а слiд розглядати схему розрахунку з порушен-
ням реплiчної симетрiї.

ВИСНОВКИ

Отже, основний результат цiєї роботи полягає в
ефективному застосуваннi варiацiйного методу в ме-
тодi реплiк до оптимiзацiйної задачi в моделi minority
game. Як зазначалось у вступi, кiлькiсть робiт де по-
єднюються цi два методи, порiвняно невелика. Водно-
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час, варiацiйний метод досить гнучкий та потужний
метод статистичної фiзики.

Ми визначили пробний гамiльтонiан, на основi яко-
го знайдено асимптотично точний розв’язок у моделi
minority game. Визначено спiввiдношення, якi вста-
новлюють зв’язок мiж результатами цiєї роботи та
розрахунком, вiдомим iз лiтературних джерел (22).
Залежнiсть мiнiмуму величини (4) вiд параметра α

розрахована в наближеннi симетричних реплiк (35),
що збiгається з вiдомим результатом [13,15].

На простому прикладi варiацiї матрицi перекрит-
тя показано, що симетричнi реплiки не визначають
справжнього мiнiмуму, тому необхiдно розглядати по-
рушення реплiчної симетрiї, що може бути предметом
окремої роботи.
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A VARIATION METHOD IN THE OPTIMIZATION PROBLEM
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This article contains the results of applying a variation method in the investigation of the optimization problem
in the minority game model. That suggested approach is shown to give relevant results about phase transition in
the model. Other methods pertinent to the problem have also been assessed.
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