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Розглянуто просту мiкроскопiчну модель невзаємодiючих частинок для опису енерґетично-
го спектру йонної пiдсистеми в йонному провiднику Паулi. Iз урахуванням можливостi перехо-
ду до фази, що мiстить “конденсат”, отримано фазову дiаграму моделi в наближеннi середнього
поля. Враховано також температурну залежнiсть параметра перескоку йонiв, зумовлену його
термiчною активацiєю. Обчислено одночастинковий спектр у наближеннi хаотичних фаз. На
прикладi квазiодновимiрної та тривимiрної системи дослiджено частотну залежнiсть густини
станiв у рiзних фазах у широкому дiапазонi температур.
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ВСТУП

Протягом минулих 30-ти рокiв iнтенсивно вивча-
ють мiкроскопiчнi процеси транспорту частинок у
кристалiчних йонних провiдниках. У багатьох пра-
цях з дослiдження йонної провiдностi процеси йон-
ного переносу описано за допомогою моделей типу
ґраткового газу в термiнах операторiв Паулi [1, 2].
Модель ґраткового газу широко застосовують у те-
оретичних дослiдженнях багатьох фiзичних процесiв,
у тому числi, крiм йонного (протонного) транспор-
ту, при описi процесiв iнтеркаляцiї у кристалах, при
вивченнi фазових переходiв та нестiйкостей у йоннiй
пiдсистемi [3–6]. Основну увагу придiляють, з одно-
го боку, опису процесiв упорядкування та переходiв
мiж сеґнетоеластичними й суперйонними фазами, а
з другого — розрахунку коефiцiєнтiв електропровiд-
ностi з урахуванням взаємодiй iз коливаннями ґрат-
ки. Менше дослiдженi все ще особливостi енерґетич-
ного спектра йонної пiдсистеми, особливо в областi
iншого фазового переходу, пов’язаного з появою фа-
зи типу бозе-конденсату. Така фаза може з’являтися в
системi частинок, що описуються статистикою Паулi,
навiть за вiдсутностi прямої мiжчастинкової взаємодiї
[7]. У цiй статтi ми розглядаємо просту мiкроскопiчну
модель ґраткового газу частинок Паулi без взаємодiї
мiж ними, як перший крок для опису енерґетичного
спектра йонного провiдника.

Роль статистики в енерґетичному спектрi однови-
мiрної моделi ґраткового газу паулiонiв проаналiзова-
но ранiше [8]. На основi числового методу, що базуєть-
ся на процедурi фермiонiзацiї [9], розраховано частот-
нi залежностi одночастинкових густин станiв. Густи-
на станiв газу паулiонiв суттєво вiдрiзняється вiд гус-
тин станiв невзаємодiючих бозе- (чи фермi-) частинок
[8]. Паулiони мають швидше властивостi псевдоспiнiв
чи т. зв. “жорстких бозонiв” [7]), нiж фермiонiв.

Якщо розглядати рух важких йонiв (йон, як важ-
кий “жорсткий бозон”), необхiдно враховувати термiч-
ну активацiю, за допомогою якої йон може подолати

енерґетичний бар’єр при перескоку. Такий ефект був
врахований, зокрема, у ґратковiй моделi Магана [1]. У
працi [8] термiчної активацiї перескокiв на найближ-
чий сусiднiй вузол при обчисленнi одночастинкової
густини станiв не враховано.

У цiй статтi розглянуто термодинамiку ґраткової
моделi йонного провiдника без взаємодiй. У набли-
женнi середнього поля отримано фазовi дiаграми, що
описують переходи у фази, що мiстять “конденсат”,
як при нехтуваннi так i при врахуваннi термiчної ак-
тивацiї йонних перескокiв. Методом функцiй Ґрiна з
використанням псевдоспiнового представлення знай-
дено енерґетичний спектр такого провiдника в набли-
женнi хаотичних фаз. Обчислено одночастинкову гус-
тину станiв для одновимiрної та тривимiрної системи
паулiонiв з S = 1

2 у рiзних фазах у широкому дiа-
пазонi температур. Результати, отриманi для спект-
ра з використанням наближених схем, порiвнюємо з
точними [8], знайденими в одновимiрному випадку за
допомогою процедури фермiонiзацiї.

I. МОДЕЛЬ

Опишiмо йонний провiдник Паулi, використовуючи
модель ґраткового газу для невзаємодiючих паулiо-
нiв:

H = −
∑

i,j

tijb
+
i bj + (ε0 − µ)

∑

i

ni, (1)

b+
i , bi — оператори народження i знищення частин-

ки (йона) на вузлi i (оператори Паулi), ε0 — локаль-
на енерґiя частинок на вузлi, µ — хiмiчний потенцi-
ал частинок, tij — iнтеграл переносу. Вузол може бу-
ти вiльним чи заповненим одним йоном. Переставнi
спiввiдношення для операторiв, що описують йони на
вузлах, є промiжними мiж випадками Фермi- та Бозе-
статистик

{bi, b
+
i } = 1, [bi, b

+
j ] = [bi, bj ] = [b+

i , b+
j ] = 0,

2701-1



I. В. СТАСЮК, I. Р. ДУЛЕПА

(b+
i )2 = b2

i = 0.

Опис заповнення вузла частинкою еквiвалентний
до опису перевороту псевдоспiну. Нехай пустий ву-
зол вiдповiдає спiну, орiєнтованому вгору, заповне-
ний вузол — спiну, орiєнтованому вниз; тодi bi =
S+

i , b+
i = S−

i . У псевдоспiновому представленнi гамi-
льтонiан (1.1) вiдповiдає iзотропнiй XY моделi:

H = −
∑

i,j

Jij(S
x
i Sx

j + S
y
i S

y
j ) (2)

− (ε0 − µ)
∑

i

Sz
i +

N

2
(ε0 − µ),

де

Jij = tij , Sz
i =

1

2
−ni, Sx

i =
1

2
(bi+b+

i ), S
y
i =

1

2i
(bi−b+

i ).

Розгляньмо спочатку цю модель у наближеннi серед-
нього поля:

HMF = −2J(0)〈Sx〉
∑

i

Sx
i − (ε0 − µ)

∑

i

Sz
i

+
N

2
(ε0 − µ + 2J(0)〈Sx〉2), (3)

〈Sx
i 〉 = 〈Sx〉, 〈Sy〉 = 0,

∑

j

Jij = J(0).

Мовою операторiв Паулi: 〈b+〉 = 〈b〉 = 〈Sx〉.
Розгляньмо тепер випадок, коли перескоки части-

нок є термiчно активованими. Для цього запишiмо
J(0) = Je−β∆, де — ∆ енерґiя активацiї. Поворотом
спiнової системи координат на кут θ:

Sz
i = σz

i cos θ + σx
i sin θ,

Sx
i = σx

i cos θ − σz
i sin θ, (4)

S
y
i = σ

y
i ,

(σα
i є компоненти псевдоспiну в новiй системi) зводи-

мо гамiльтонiан до дiагонального вигляду:

HMF = −E
∑

i

σz
i +

N

2
(ε0 − µ + 2Je−β∆〈Sx〉2), (5)

з рiвнянням на кут θ:

(ε0 − µ) sin θ + 2Je−β∆〈Sx〉 cos θ = 0. (6)

Cереднi значення: 〈Sz〉 = 〈σz〉 cos θ, 〈Sx〉 = −〈σz〉 sin θ,

〈σz〉 = 1
2 tanh(βE

2 ), 〈n〉 = 1
2 − 〈Sz〉.

Власнi значення гамiльтонiана (5) характеризують-
ся параметром E, який можна записати через середнє
значення 〈Sx〉 чи 〈σz〉

E = (ε0 − µ) cos θ − 2Je−β∆〈Sx〉 sin θ. (7)

Розв’язки рiвняння (6) дають двi фази:
— фаза 1: 〈Sx〉 6= 0, E = E1,

cos θ =
ε0 − µ

E1
, sin θ = −2Je−β∆〈Sx〉

E1
, (8)

де

E1 = 2|J |e−β∆

√

〈Sx〉2 +
(ε0 − µ)2

4J2
e−β∆. (9)

Можемо записати розв’язки цього рiвняння в цiй фазi
через середнє 〈σz〉

cos θ =
ε0 − µ

2Je−β∆〈σz〉 , E1 = 2Je−β∆〈σz〉, (10)

яке визначаємо з рiвняння

〈σz〉 =
1

2
tanh(βJe−β∆〈σz〉), (11)

тодi як середнє 〈Sz〉 визначаємо формулою

〈Sz〉 ≡ 1

2
− 〈n〉 =

ε0 − µ

2J
eβ∆ (12)

=
ε0 − µ

2E1
tanh

(

βE1

2

)

.

Вiдповiдно для 〈Sx〉 маємо рiвняння

〈Sx〉2 − 1

4
tanh2

(

βE1

2

)

+
(ε0 − µ)2

4J2
e2β∆ = 0. (13)

— фаза 2: 〈Sx〉 = 0, sin θ = 0, cos θ = 1, E = E2,
при цьому

〈σz〉 =
1

2
tanh

βE2

2
,

E2 = ε0 − µ, (14)

〈Sz〉 ≡ 1

2
− 〈n〉 = 〈σz〉.

Cтатистичну суму й вiльну енерґiю на один вузол
у наближеннi середнього поля записуємо у виглядi

ZMF = e−β N
2 (ε0−µ+2Je−β∆〈Sx〉2)

×
(

2 cosh

(

βE

2

))N

, (15)

fMF =
1

2
(ε0 − µ + 2Je−β∆〈Sx〉2)

− 1

β
ln

(

2 cosh

(

βE

2

))

. (16)

Отриманi вище рiвняння вiдповiдають умовi мiнiму-
му вiльної енерґiї ∂fMF

∂〈Sx〉 = 0. Рiвняння (11) i (14) дають
рiвноважнi значення для 〈σz〉 в обох фазах: 〈Sx〉 6= 0
(впорядкованiй); 〈Sx〉 = 0 (невпорядкованiй). Рiвнян-
ня (13) визначає залежнiсть параметра 〈Sx〉 вiд тем-
ператури й хiмiчного потенцiалу в упорядкованiй фа-
зi.

На рисунку 1а зображено змiну 〈Sx〉 з температу-
рою у випадку вiдсутностi термiчної активацiї йон-
них перескокiв (∆ = 0) та при фiксованому значеннi
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ε0 − µ. Отримана залежнiсть є в наближеннi серед-
нього поля такою ж, як i для моделi Iзинґа з попереч-
ним полем, роль якого в нас вiдiграє рiзниця ε0 − µ.
Критична температура, при якiй фаза з 〈Sx〉 6= 0 зни-

кає, дається спiввiдношенням βc = 1
ε0−µ

ln

(

1+
ε0−µ

J(0)

1− ε0−µ

J(0)

)

.

Маємо фазовий перехiд з упорядкованої в невпоряд-
ковану фазу з пiдвищенням температури. Впорядко-
вана фаза iснує, якщо |ε0 − µ| ≤ J(0); в границi

β → ∞ : 〈Sx〉 → ± 1
2

√

1 − (ε0−µ)2

J2(0) , 〈Sz〉 → ± 1
2

ε0−µ
J(0) .

При цьому 〈n〉 → 1, якщо µ → ε0 + J(0) i 〈n〉 → 0,
якщо µ → ε0 − J(0).

Урахування температурної залежностi параметра
перескоку не мiняє бiльшостi отриманих спiввiдно-

шень. Як i ранiше, система може перебувати у двох
фазах; температуру переходу мiж фазами визначаємо
тепер iз рiвняння

β =
1

ε0 − µ
ln

1 + ε0−µ
J

eβ∆

1 − ε0−µ
J

eβ∆
. (17)

При ∆ 6= 0 це рiвняння має два розв’язки; крiм висо-
котемпературного переходу при температурi θc1 (що
зводиться при ∆ = 0 до розглянутого ранiше), з’яв-
ляється ще низькотемпературний у точцi θc2. Впоряд-
кована фаза з 〈Sx〉 6= 0 iснує лише в температурному
iнтервалi θc2 < θ < θc1. Ця ситуацiя зображена на
рисунку 1a–с при рiзних значеннях рiзницi ε0 − µ та
енерґiї активацiї ∆.

Рис. 1. Поведiнка 〈Sx〉, 〈Sz〉 при фiксованих значеннях ∆ та ε0 − µ.

Температурний iнтервал [θc2, θc1] є найбiльшим при
ε0 − µ = 0. Рiвняння для критичних температур (18)
зводиться при цьому до вигляду

1

2
βJe−β∆ = 1. (18)

Як можна переконатися, ненульовi розв’язки тут iс-
нують при ∆ < J

2e ≡ ∆cr (якщо ∆ наближається
до критичного значення, то βc1 i βc2 прямують до
β∗

c = 1
∆ ).Якщо ∆ > ∆cr, впорядкована фаза зникає.

Залежнiсть J(0) вiд температури змiнює поведiн-
ку й середнього 〈Sz〉. На рис. 1d подано графiки
для 〈Sz〉 при проходженнi через рiзнi фази (в межах
упорядкованої фази параметр 〈Sz〉 = 1

2 − 〈n〉 стає
при фiксованому ε0 − µ залежним вiд температури:
〈Sz〉 = ε0−µ

2J
eβ∆).

Отримано також температурну залежнiсть 〈Sx〉
при заданому значеннi 〈n〉 = 1

2 − 〈Sz〉 (рисунок 2a,b),
шляхом розв’язання системи рiвнянь для 〈Sx〉 i ε0−µ
при фiксованих значеннях 〈Sz〉, ∆.
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Рис. 2. Температурна залежнiсть 〈Sx〉 для деяких значень 〈n〉 (a — ∆ = 0.05, b — ∆ = 0.1).

Наведенi графiки iлюструють область iснування
фази з 〈Sx〉 6= 0 в умовах фiксованого числа части-
нок (〈n〉 = const). Область є максимальною, за своїм
температурним iнтервалом, при половинному запов-
неннi (〈n〉 = 1

2 ) i зникає при 〈n〉 → 0 (〈n〉 → 1). Як
згадувалося вище, вона також зникає з перевищен-
ням критичного значення ∆cr енерґiї активацiї йон-
ного перескоку.

II. ЗНАХОДЖЕННЯ ЕНЕРҐЕТИЧНОГО
СПЕКТРА

Одночастинковий енерґетичний спектр дослiджу-
ваної моделi можна визначити, використовуючи ме-

тод функцiй Ґрiна. Знайдiмо двочасову температурну
функцiю Ґрiна 〈〈bi|b+

j 〉〉 :

〈〈bi|b+
j 〉〉 = 〈〈Sx

i |Sx
j 〉〉 − i〈〈Sx

i |Sy
j 〉〉

+ i〈〈Sy
i |Sx

j 〉〉 + 〈〈Sy
i |S

y
j 〉〉, (19)

де, наприклад, пiсля перетворення повороту (1)

〈〈Sx
i |Sx

j 〉〉 = 〈〈σx
i |σx

j 〉〉 cos2 θ (20)

−
(

〈〈σx
i |σz

j 〉〉 + 〈〈σz
i |σx

j 〉〉
)

sin θ cos θ + 〈〈σz
i |σz

j 〉〉 sin2 θ.

Повний гамiльтонiан (2) в операторах псевдоспiну
в повернутiй системi координат має вигляд

H = −
∑

i

(σz
i cos θ + σx

i sin θ)(ε0 − µ) −
∑

ij

Jij(σ
x
i σx

j cos2 θ

+ σz
i σz

j sin2 θ − (σx
i σz

j + σz
i σx

j ) cos θ sin θ + σ
y
i σ

y
j ) +

N

2
(ε0 − µ). (21)

Запишiмо рiвняння руху для операторiв псевдоспiну σα
i , роблячи розщеплення в дусi наближення хаотичних

фаз

[σx
l , H ] = iσy

l (ε0 − µ) cos θ + 2i 〈σz〉
∑

j

Jljσ
y
l sin2 θ

− 2i 〈σz〉
∑

j

Jljσ
y
j = iEσ

y
l − 2i 〈σz〉

∑

j

Jljσ
y
j ,

[σy
l , H ] = i(ε0 − µ)σz

l sin θ − iEσx
l + 2i 〈σz〉

∑

j

Jljσ
x
j cos2 θ

− 2i 〈σz〉
∑

j

Jlj(σ
z
j + σz

l ) cos θ sin θ,

[σz
l , H ] = 0, (22)

де враховано, що 〈σx〉 = 0, 〈σy〉 = 0.

Iз рiвнянь руху для функцiй Ґрiна 〈〈σα
l |σ

β
l′〉〉(α, β = x, y, z) :

~ω〈〈σα
l |σβ

l′ 〉〉 =
~

2π
〈[σα

l , σ
β
l′ ]〉 + 〈〈[σα

l , H ]|σβ
l′ 〉〉 (23)
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випливає, що оскiльки [σz
i , H ] = 0, то 〈〈σz

l |σα
l′ 〉〉 = 0, 〈〈σα

l |σz
l′ 〉〉 = 0. Тодi

〈〈Sx
i |Sx

j 〉〉 = 〈〈σx
i |σx

j 〉〉 cos2 θ, 〈〈Sx
i |Sy

j 〉〉 = 〈〈σx
i |σy

j 〉〉 cos θ,

〈〈Sy
i |Sx

j 〉〉 = 〈〈σy
i |σx

j 〉〉 cos θ, 〈〈Sy
i |S

y
j 〉〉 = 〈〈σy

i |σ
y
j 〉〉. (24)

Для знаходження функцiї Ґрiна 〈〈bi|b+
j 〉〉 отримуємо систему двох пар рiвнянь:

для 〈〈σx
i |σx

j 〉〉, 〈〈σy
i |σx

j 〉〉

~ω〈〈σx
l |σx

l′〉〉 = iE〈〈σy
l |σx

l′〉〉 − 2i 〈σz〉
∑

j

Jlj〈〈σy
j |σx

l′〉〉,

~ω〈〈σy
l |σx

l′〉〉 = −i~
〈σz〉
2π

δll′ − iE〈〈σx
l |σx

l′〉〉 + 2i 〈σz〉
∑

j

Jlj cos2 θ〈〈σy
j |σx

l′ 〉〉 (25)

i подiбно для 〈〈σx
i |σy

j 〉〉, 〈〈σ
y
i |σ

y
j 〉〉. Рiвняння для функцiй Ґрiна 〈〈σx

i |σx
j 〉〉, 〈〈σy

i |σx
j 〉〉 та 〈〈σy

i |σ
y
j 〉〉, 〈〈σx

i |σy
j 〉〉 пiсля

перетворення Фур’є до хвильових векторiв набувають форму:

~ωG
xx
k,ω = i(E − 2 〈σz〉 J(k))Gyx

k,ω , ~ωG
yx
k,ω = −i~

〈σz〉
2π

− i(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)Gxx
k,ω

та

~ωG
yy
k,ω = −i(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)Gxy

k,ω, ~ωG
xy
k,ω = i

~

2π
〈σz〉 + i(E − 2 〈σz〉 J(k))Gyy

k,ω .

Тут, наприклад, G
xx
k,ω = 〈〈σx|σx〉〉k,ω.

У результатi

G
xx
k,ω =

~

2π
〈σz〉 E − 2 〈σz〉 J(k)

~2ω2 − (E − 2 〈σz〉 J(k))(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)
,

G
yx
k,ω = −i

~

2π
〈σz〉 ~ω

~2ω2 − (E − 2 〈σz〉 J(k))(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)
.

G
xy
k,ω = −G

yx
k,ω,

G
yy
k,ω =

~

2π
〈σz〉 E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ

~2ω2 − (E − 2 〈σz〉 J(k))(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)
. (26)

Отже, функцiя Ґрiна 〈〈b|b+〉〉k,ω дорiвнює

〈〈b|b+〉〉k,ω = G
xx
k,ω cos2 θ − iGxy

k,ω cos θ + iGyx
k,ω cos θ + G

yy
k,ω,

〈〈b|b+〉〉k,ω =
~

2π
〈σz〉 E(cos2 θ + 1) + 2~ω cos θ − 4 〈σz〉 J(k) cos2 θ

~2ω2 − (E − 2 〈σz〉 J(k))(E − 2 〈σz〉 J(k) cos2 θ)
, (27)

де параметр E у фазах з 〈Sx〉 6= 0, 〈Sx〉 = 0 дається формулами (9), (14).

Для фази з 〈Sx〉 6= 0, E = E1 = 2Je−β∆〈σz〉 отри-
муємо температурно залежний спектр

ε2
k

= 4σ2
z(1 − γk)(1 − γk cos2 θ), γk =

J(k)

J(0)
. (28)

У фазi 〈Sx〉 = 0:

εk =
E2

J(0)
− 2〈σz〉γk, (29)

де E2 = ε0 − µ. Тут i далi енерґiю записуємо у вiдно-
шеннi до J(0). Для перескокiв на найближчi сусiднi
вузли γk = 1

z

∑

|Rj |=a eikRj .

III. ОДНОЧАСТИНКОВА ГУСТИНА СТАНIВ
У КВАЗIОДНОВИМIРНОМУ

ТА ТРИВИМIРНОМУ ВИПАДКАХ

Перепишiмо для зручностi формулу (30) для фун-
кцiї Ґрiна у виглядi

〈〈b|b+〉〉k,ω =
~

2π
〈σz〉

[

cos θ + ck
2εk

~ω − εk

+
cos θ − ck

2εk

~ω + εk

]

, (30)
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де ck = E
J(0) (cos2 θ + 1) − 4〈σz〉γk cos2 θ, що дає змогу

легко знайти одночастинкову густину станiв ρk(ω) =
−2Im〈〈b|b+〉〉k, ~ω+iδ, δ → 0.

Отримуємо

ρk(ω) =
[

〈Sz〉 +
〈σz〉
2εk

ck

]

δ
(

ω − εk

~

)

+
[

〈Sz〉 − 〈σz〉
2εk

ck

]

δ
(

ω +
εk

~

)

; (31)

звiдси одержуємо густину станiв з розрахунку на один
вузол ґратки: ρ(ω) = 1

N

∑

k
ρk(ω). Уведемо функцiю

ρ0(z) =
1

N

∑

k

δ

(

z − J(k)

J(0)

)

, (32)

тодi

ρ(ω) =

∫

(F+(ω, z) + F−(ω, z))ρ0(z)dz, (33)

де функцiя F±(ω, γk) має вигляд

F±(ω, γk) =
[

〈Sz〉 ± 〈σz〉 ck

2εk

]

δ(ω ∓ εk). (34)

З метою iлюстрацiї розглянемо квазiодновимiр-
ний випадок i обмежимося найпростiшою формою
функцiї ρ0(z), апроксимуючи виразом, що вiдповi-
дає врахуванню перескокiв на сусiднi вузли тiльки

вздовж одного напрямку ρ0(z) = 1
π

π
∫

0

δ(x)√
1−(z−x)2

dx =

1
π

1√
1−z2

, |z| < 1. У тривимiрному випадку функцiю
(32) змоделюємо напiвелiптичною функцiєю ρ0(z) =
4
π

√
1 − z2, |z| < 1. δ-функцiю у F±(ω, z) вiзьмемо при

числових розрахунках у виглядi границi розподiлу

Лоренца δ(ω ∓ εk) =
1

π

Γ

(ω ∓ ε2
k
) + Γ2

.

На рисунку 3а,b зображено одновузлову густину
станiв (33) в одновимiрному випадку при ∆ = 0 для
значень ε0 − µ, указаних на графiках, у двох фазах:
〈Sx〉 6= 0 (a)(β > βc), 〈Sx〉 = 0 (b) (β < βc)(ε0 − µ =
0.8, βc = 2.75; ε0 −µ = 0.5, βc = 2.2; ε0 −µ = 0.3, βc =
2.06; ε0 − µ = 0.1, βc = 2.01).

Функцiя ρ(ω) у випадку ε0 − µ = 0, ∆ = 0 (ри-
сунок 4 а,b) вiдмiнна вiд нуля у впорядкованiй фазi
(〈Sx〉 6= 0) i має характер δ-функцiї на частотi ω = 0
у точцi переходу.

Рис. 3. Одновузлова густина станiв для деяких значень ε0 − µ у фазах: a — 〈Sx〉 6= 0; b — 〈Sx〉 = 0.

Рис. 4. Одновузлова густина станiв у випадку ε0 − µ = 0, ∆ = 0: a — фаза 〈Sx〉 6= 0, β > βc; b — β = βc.
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Одновузлову густину станiв для фаз 〈Sx〉 6=
0, 〈Sx〉 = 0 у квазiодновимiрному та тривимiрному
випадках, а також у точцi фазового переходу зоб-
ражено на рисунку 5а,b,с для ε0 − µ = 0.5, ∆ = 0.
Спостерiгаємо перебудову її форми при переходi з
упорядкованої в невпорядковану фазу з пiдвищенням
температури. У критичнiй точцi i при β < βc (у не-
впорядкованiй фазi) одновузлова густина станiв вiд-
мiнна вiд нуля лише в додатному дiапазонi частот.
У критичнiй точцi E = E1 = E2 i спектр має ви-
гляд εk = E

J(0) (1 − γk). Тут отримуємо аналiтичний

вираз для ρ(ω): ρ(ω) =
1

π

2J(0)〈σz〉
√

E2 − (ω − (ε0 − µ))2
. Чис-

ловi результати для ρ(ω) у критичнiй точцi збiгаються
з аналiтичним.

Як згадувалося вище, фаза з 〈Sx〉 6= 0 зникає при
перевищеннi деякого значення ∆cr енерґiї активацiї
йонного перескоку у випадку фiксованого значення
ε0 − µ. На рисунку 6 зображено одночастинкову гус-
тину станiв для ε0−µ = 0.5 у випадках ∆ = 0.05, ∆ =
0.1. Спостерiгаємо зникнення фази з 〈Sx〉 6= 0 при
∆ → ∆cr.

Рис. 5. Одновузлова густина станiв у квазiодновимiрному та тривимiрному випадках (ε0 − µ = 0.5, ∆ = 0): a — фаза
〈Sx〉 6= 0, β > βc; b — β = βc; c — фаза 〈Sx〉 = 0, β < βc.
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Рис. 6. Одновузлова густина станiв у тривимiрному випадку (ε0 − µ = 0.5; ∆ = 0.05, ∆ = 0.1): a — фаза β > βc2; b —
фаза 〈Sx〉 6= 0, βc2 > β > βc1; c — фаза 〈Sx〉 = 0, β < βc1.

ВИСНОВКИ

Ґраткова модель йонного провiдника, де частинки
описуються статистикою Паулi, має навiть при вiд-
сутностi мiжчастинкової взаємодiї фазовий перехiд до
стану, в якому 〈b〉 = 〈b+〉 = 〈Sx〉 6= 0. Такий стан є

аналогом фази з ґратковим конденсатом т. зв. “жорс-
тких бозонiв”, що дослiджено у низцi робiт (див. [7]),
починаючи з модельного опису поведiнки рiдкого He4.
Показано, що у випадку температурно залежного па-
раметра йонного перескоку J(0) (вiдповiдно до тер-
мiчно активованого механiзму, де J(0) = Je−β∆) фа-
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за з 〈Sx〉 6= 0 виникає у промiжнiй областi темпера-
тур, що знаходиться мiж двома критичними точками.
У наближеннi середнього поля побудовано вiдповiднi
фазовi дiаграми при рiзних значеннях хiмiчного по-
тенцiалу частинок та при заданих їх концентрацiях.

Iз використанням наближення хаотичних фаз знай-
дено в межах методу двочасових функцiй Ґрiна од-
ночастинковий енерґетичний спектр та розраховано
одновузлову функцiю густини станiв ρ(ω). Частотнi
залежностi ρ(ω) у невпорядкованiй фазi (〈Sx〉 = 0)
та фазi з конденсатом (〈Sx〉 6= 0) проiлюстровано на
прикладi квазiодновимiрної системи. Отриманi гра-

фiки якiсно узгоджуються з точними залежностями
густини станiв вiд частоти, розрахованими для одно-
вимiрної моделi на основi процедури фермiонiзацiї [8].
Є, однак, суттєва вiдмiннiсть, пов’язана з тим, що в
одновимiрному випадку при T 6= 0 немає фазового пе-
реходу i перебудова функцiї ρ(ω) з температурою має
плавний характер.

Отриманий енерґетичний спектр εk для обох фаз
вiдповiдає знайденому в роботах Мiцнаса, Робашке-
вича та iн. [7, 10]. При малих значеннях хвильового
вектора εk ∼ k

2 у невпорядкованiй фазi i εk ∼ |k| у
фазi з 〈Sx〉 6= 0.
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ONE-PARTICLE SPECTRUM AND PHASE TRANSITION
IN IONIC PAULI CONDUCTOR

I. V. Stasyuk, I. R. Dulepa
Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,

1, Svientsitskii Str., 79011, Lviv, Ukraine

A microscopic simple noninteracting model for the description of the energy spectrum of ion subsystem in Pauli
ionic conductor is considered. Phase diagram of the model is obtained with taking into account the possibility of
transition into phase, that includes “condensate” in the mean field approximation. The temperature dependence
of ionic hopping parameter caused by thermal activation is taken into account too. The one-particle spectrum
is calculated in random phase approximation. The frequency dependence of the density of states in different
phases is investigated in a wide range of temperatures by considering the example of quasi-one-dimensional and
three-dimensional systems.
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