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Виходячи з перших принципiв, за допомогою запропонованого в цiй статтi методу розра-
хунку знайдено повну матрицю густини взаємодiючих бозе-частинок у координатному зобра-
женнi для широкого iнтервалу температур iз урахуванням три- i чотиричастинкових прямих
кореляцiй. У границi низьких температур знайдений вираз для матрицi густини переходить
у вже вiдомий [И. А. Вакарчук, И. Р. Юхновський, Теор. мат. физ 40, 100 (1979)] i має ви-
гляд добутку хвильових функцiй основного стану з урахуванням три- та чотиричастинкових
прямих кореляцiй на фактор e−E0/T , де T — температура системи, E0 — енерґiя основного
стану в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”. При високих температурах у квазiк-
ласичнiй межi отриманий вираз дорiвнює добутку статистичної суми класичного iдеального
газу на больцманiвський фактор. Результати роботи можна застосувати для розрахунку тер-
модинамiчних та структурних функцiй рiдкого 4He з метою кiлькiсної перевiрки теоретичних
й експериментальних даних, особливо в дiлянцi λ-переходу.
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I. ВСТУП

Дослiдження квантових рiдин i їхнiх властивостей
має iсторiю, яка починається з працi Сат’єндранат-
га Бозе “Закон Планка та гiпотеза свiтлових квантiв”
1924 р. [1]. У тому ж роцi Альберт Айнштайн, рецен-
зуючи цю роботу, запозичив розроблений у нiй ме-
тод i за його допомогою отримав розподiл квантового
iдеального газу частинок iз ненульовою масою спо-
кою [2], а в наступнiй працi вказав на явище, яке зго-
дом назвали “Бозе–Айнштайнiвська конденсацiя” [3],
суть якої полягала в нагромадженнi частинок у станi
з нульовим iмпульсом.

Одним iз перших об’єктiв вивчення в цiй галузi був
рiдкий гелiй-4, у температурнiй поведiнцi теплоємнос-
тi якого Кеєзом виявив аномалiї ще в 1932 [4]. Фор-
ма кривої теплоємностi нагадувала грецьку букву λ,
а сама аномалiя отримала назву “λ-переходу”. Спо-
чатку вважали, що λ-подiбний хiд теплоємностi рiд-
кого гелiю-4 в околi точки λ-переходу при переходi
в надплинний стан має характер логарифмiчної роз-
бiжностi [5–8]. Понад пiвстолiття це подавали як екс-
периментально доведений факт, який увiйшов у всi
пiдручники й монографiї. Однак експерименти [9, 10]
виявили вiдсутнiсть указаної розбiжностi. Теорiя, за-
снована на методi ренормалiзацiйної групи [11], да-
вала не логарифмiчну поведiнку теплоємностi в око-
лi λ-точки, а степеневу ∼ (|T − Tλ|/Tλ)−α, де Tλ

— критична температура, α — критичний показник
теплоємностi Cp, причому α < 0. Числове значен-
ня α визначали як у теоретичних працях [12, 13],
так i в експериментальних [9, 14]. У працi [9] отри-
мано значення критичного показника теплоємностi
α = −0.01285 ± 0.00038, а в наступнiй [10] цi ж ав-

тори вказують, що результат має бути дещо iншим, а
саме: α = −0.01056. Пiзнiшi теоретичнi дослiдження,
базуючись на процедурi пересумовування розбiжних
рядiв теорiї збурень, показали, що в точцi λ-переходу
теплоємнiсть має скiнченне значення.

Останнiй факт пiдтверджує припущення, яке ще в
1938 р. висловив Лондон [15,16] про те, що явище “λ-
переходу” пов’язане з Бозе–Айнштайнiвською конден-
сацiєю, яка здеформована мiжатомною взаємодiєю. У
тому ж роцi Капiца [17] вiдкрив явище надплиннос-
тi рiдкого гелiю-4, феноменологiчну теорiю якого за-
пропонував Ландау [18]. Аналiзуючи роботу Ландау,
Фейнман указав [8], що в цьому пiдходi не використо-
вується той факт, якою статистикою, Бозе чи Фермi,
описується дослiджувана система багатьох частинок,
а тому запропонована теорiя не може бути коректною
для опису бозе-рiдини.

Пiсля цього було зроблено ще багато значних кро-
кiв у дослiдженнi квантових рiдин, серед яких по-
трiбно особливо видiлити двi iдеї, якi заклали основи
нового витка у вивченнi квантових рiдин i, зокрема,
дали поштовх дослiдженням, проведеним у цiй робо-
тi: ориґiнальний метод наближеного вторинного кван-
тування Боголюбова [19], а також iдею колективних
змiнних Боголюбова й Зубарєва [20]. Боголюбов упер-
ше з перших принципiв розрахував спектр елемен-
тарних збуджень слабонеiдеального газу [19], вико-
риставши при цьому припущення, що слабка взаємо-
дiя тiльки незначною мiрою змiнює картину конден-
сацiї Бозе–Айнштайна в iдеальному бозе-газi, а тому
кiлькiсть частинок у конденсатi при низьких темпе-
ратурах можна вважати макроскопiчною. Таке при-
пущення дало змогу значно спростити гамiльтонiан
системи й пiсля його дiагоналiзацiї в першому набли-
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женнi отримати енерґетичний спектр квазiчастинок,
що описуються статистикою Бозе–Айнштайна. Хоча
в моделi Боголюбова мiжатомна взаємодiя повинна
бути слабкою, однак одержанi результати виявили-
ся коректними i для рiдкого гелiю-4 в границi низь-
ких температур. Подальший розвиток iдея Боголюбо-
ва знайшла в роботi Гуґенгольца й Пайнса [21]. Своєю
чергою Бєляєв застосував для опису багатобозонної
системи розвинутий у теорiї поля формалiзм [22], що
дало змогу йому в наступнiй роботi [23] з отриманого
виразу функцiї Ґрiна для бозе-системи багатьох час-
тинок знайти енерґетичний спектр збуджень у неiде-
альному бозе-газi, а також енерґiю основного стану й
розподiл у ньому частинок за iмпульсами.

Iдея колективних змiнних, окрiм згаданих вище ро-
бiт, паралельно розроблялася також у працях Суна-
кави та iн. [24, 25], в роботах Юхновського [26, 27],
Вакарчука i Юхновського [28, 29], Вакарчука i Глу-
шака [30, 31]. Зокрема у згаданих працях Сунакави
та iн. вивчається питання про фiзичну iнтерпрета-
цiю оператора похiдної за колективною змiнною i йо-
го зв’язок iз оператором швидкостi у квантовiй гiд-
родинамiцi, а в пiзнiшiй працi [32] уперше знайдено
самоспряжений гамiльтонiан багатобозонної системи
в представленнi колективних змiнних.

Ще одним важливим напрямком теоретичних до-
слiджень гелiю-4 є чисельнi розрахунки термодина-
мiчних, кiнетичних та структурних його властивос-
тей, якi дають змогу здiйснювати опис як основно-
го стану, тобто при температурi, рiвнiй нулевi, так
i за скiнченних температур. Для розрахункiв основ-
ного стану застосовують дифузiйний метод Монте-
Карло, а для обчислення в областi скiнченних тем-
ператур — метод Монте-Карло з використанням iн-
теґралiв за траєкторiями [33]. Крiм згаданих, iснує
також метод Монте-Карло з використанням функцiй
Ґрiна [34]. При застосуваннi методу Монте-Карло ви-
никає потреба в заданнi мiжатомного потенцiалу вза-
ємодiї в гелiї, який уперше спробували знайти Сле-
тер i Кiрквуд [35]. Тривалий час найкращим для зга-
даних цiлей вважали потенцiал Леннарда-Джонса, а
пiзнiше найпоширенiшими стали потенцiали Азiза–
Сламана [36,37].

Згаданi теоретичнi пiдходи зосереджували свою
увагу, в основному, в дiлянцi низьких температур,
тодi як високотемпературна область потребувала ще
значного дослiдження.

Дуже ефективною виявилася iдея застосування
повної матрицi густини у представленнi колективних
змiнних для побудови теорiї рiдкого гелiю-4 [38, 39].
Ця матриця несе повну i детальну iнформацiю про
систему з N частинок. Для того, щоб розглядати по-
ведiнку s частинок з сукупностi N частинок, нам по-
трiбно використовувати s-частинковi матрицi густи-
ни [40], якi отримуються iнтеґруванням повної мат-
рицi густини за координатами N − s частинок. Упер-
ше в явному виглядi s-частинковi матрицi густини
були знайденi в роботi [41], а в широкотемператур-
ному дiапазонi вирази для одно- i двочастинкових
матриць густини були запропонованi в [42]. Однак,

незважаючи на всi досягнутi успiхи, у теорiї рiдко-
го гелiю залишається ще ряд важливих i не до кiн-
ця розв’язаних проблем, таких, як проблема кiлькiс-
ного опису структурних i термодинамiчних функцiй
та Бозе–Айнштайнiвської конденсацiї в околi λ-точки,
що яскраво видно з аналiзу експериментальних да-
них для кiнетичної, потенцiальної та повної енерґiї
[43–45], структурного фактора [46, 47], теплоємностi
[33,48,49]. Значною мiрою це пов’язано з тим, що мат-
рицю густини багатобозонної системи, за допомогою
якої розраховують цi величини, взято з урахуванням
лише парних кореляцiй. У працях [30,31,50] показано,
що внесок вiд три- та чотиричастинкових кореляцiй
при низьких температурах значно полiпшує резуль-
тати для основного стану. У роботi [51] розраховано
кiнетичну, потенцiальну, повну енерґiю та теплоєм-
нiсть рiдкого гелiю-4 з урахуванням непрямих три- i
чотиричастинкових кореляцiй, а також проведено по-
рiвняння з експериментальними даними. Врахування
непрямих три- i чотиричастинкових кореляцiй приве-
ло до бiльшої узгодженостi теоретичних результатiв
з експериментальними даними, однак розбiжностi все
ж таки залишаються.

Для подальшого покращання теоретичних виснов-
кiв i бiльшої узгодженостi з експериментом необхiдно
всi розрахунки вести з матрицею густини, яка вра-
ховує три- i чотиричастинковi прямi кореляцiї. Ко-
ристуючись результатами роботи [28], можемо знай-
ти вигляд цiєї матрицi, однак тiльки при температурi
T = 0. Для всього дiапазону температур обчислен-
ня матрицi густини багатобозонної системи з ураху-
ванням три- i чотиричастинкових прямих кореляцiй
являє собою бiльш математичну, анiж фiзичну проб-
лему у зв’язку iз громiздкiстю виразiв, якi виника-
ють при розрахунках. Однак, використовуючи певнi
“математичнi трюки”, виявляється можливим значно
спростити цi розрахунки i знайти явний вираз для
матрицi густини.

Метою цiєї працi є розрахунок повної матрицi гус-
тини багатобозонної системи в представленнi колек-
тивних змiнних з урахуванням три- i чотиричастин-
кових прямих кореляцiй у наближеннi “двох сум за
хвильовим вектором” в широкому iнтервалi темпера-
тур. У роздiлах II, III, IV, V i VI викладенi мiрку-
вання, що лежать в основi запропонованого методу
розрахунку матрицi густини. Роздiли VII, VIII i IX
зосереджують увагу на математичних аспектах роз-
рахунку. У роздiлi X отриманий результат у границi
низьких температур, а в роздiлi XII в границi високих
температур порiвнюється з уже вiдомим, вiдповiдно,
в роботах [28,39].

II. ВИХIДНI РIВНЯННЯ

За означенням, повна матриця густини системи N
безспiнових частинок iз координатами x ≡ (r1, . . . rN ),
якi рухаються в об’ємi V , має вигляд:

RN (x|x′) =
∑

n

ψ∗n(x′)e−βHψn(x), (2.1)
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де ψn(x) — повна система функцiй, симетричних сто-
совно перестановок частинок; iндекс n нумерує кван-
товi стани; H — гамiльтонiан системи частинок; β =
1/T — обернена температура.

Матриця густини задовольняє рiвняння Блоха:

−∂RN (x|x′)
∂β

= H(x)RN (x|x′), (2.2)

при β = 0 матриця густини

RN (x|x′) =
∑

n

ψ∗n(x′)ψn(x) = δ(x− x′). (2.3)

Тут для багатобозонної системи ми ввели символьне
позначення

δ(x− x′) =
1
N !

∑
Q

N∏
j=1

δ(rj − r′Qj). (2.4)

У наведеному вище виразi Q — це оператор переста-
новки iндексiв (1,. . . ,N);

∑
Q

— сума за всiма N ! пере-

становками.
На основi рiвностей (2.1)—(2.3) вираз для матрицi

густини можна зобразити ще й так:

RN (x|x′) = e−βHδ(x− x′), (2.5)

тут H = H(x).
Оскiльки матриця густини є дiйсною, то, очевидно,

що вона є i симетричною стосовно замiни штрихова-
них змiнних на нештрихованi й навпаки: RN (x|x′) =
RN (x′|x). Тому вираз для неї можна записати ще й
так:

RN (x|x′) = e−βH′
δ(x− x′), (2.6)

де H ′ = H(x′). Зрозумiло, що для будь-якого значен-
ня величини β1 має силу й наступна рiвнiсть:

RN (x|x′) = e−β1He−(β−β1)H
′
δ(x− x′). (2.7)

При наближених розрахунках, коли потрiбно кон-
тролювати умову симетричностi в кожному порядку
теорiї збурень, ураховуючи рiвностi (2.5) i (2.6), а та-
кож те, що δ-функцiя є симетричною, зручно рiвнiсть
(2.7) записати так:

RN (x|x′) = e−β1He−(β−β1)H
′
δ(x− x′)

= e−β1H′
e−(β−β1)Hδ(x− x′).

Звiдси β1 = β−β1 i β1 = β/2. Отже, в явно симетрич-
ному виглядi повну матрицю густини можна записати
у виглядi:

RN (x|x′) = e−β(H+H′)/2δ(x− x′). (2.8)

Для конкретних розрахункiв отримана вище формула
є малопридатною, тому в наступних роздiлах будуть
проведенi перетворення, якi дадуть нам змогу запи-
сати її у зручнiй для обчислення формi.

III. KОЛЕКТИВНI КООРДИНАТИ

Конкретизуємо гамiльтонiан нашої системи:

H =
N∑

j=1

p̂2
j

2m
+ Φ(r1, . . . rN ), (3.1)

де p̂j = −i~∇j — оператор iмпульсу j-тої частинки,
а потенцiальна енерґiя складається iз суми попарних
взаємодiй мiж частинками:

Φ(r1, . . . rN ) =
∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj |). (3.2)

Для багатобозонної системи, коли хвильовi функцiї
ψn(x) є симетричними щодо перестановок частинок,
замiсть N змiнних x, можна використати нескiнчен-
ну сукупнiсть величин ρq, якi є коефiцiєнтами Фур’є
флуктуацiї густини частинок системи:

ρq =
1√
N

N∑
j=1

e−iqrj . (3.3)

Вектор q = (2πn1/L, 2πn2/L, . . . , 2πnD/L) — хви-
льовий вектор з компонентами, кратними до 2π/L,
де n1, n2, . . . , nD = 0, ±1, ±2, . . ., L — ребро D-
вимiрного куба, об’єм якого V = LD. Пiдсумовування
за хвильовим вектором q означає таке:

∑
q

≡
∞∑

n1=−∞
. . .

∞∑
nD=−∞

,

а в термодинамiчнiй межi ця сума переходить в iнте-
ґрал за правилом:

∑
q

=

∞∫
−∞

dn1 . . .

∞∫
−∞

dnD =
V

(2π)D

∫
dq. (3.4)

Гамiльтонiан у цих змiнних, якi називаються колек-
тивними змiнними, має вигляд:

H

(
ρq;

∂

∂ρq

)
=
∑
q6=0

~2q2

2m

(
ρq

∂

∂ρq
− ∂

∂ρq

∂

∂ρ−q

)

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q6=0

νq(ρqρ−q − 1) (3.5)

+
1√
N

∑
q6=0

∑
q′ 6=0

~2

2m
(qq′)ρq+q′

∂

∂ρq

∂

∂ρq′
,

а потенцiальна енерґiя

Φ =
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q6=0

νq(ρqρ−q − 1), (3.6)

де νq =
∫
e−iqrΦ(r)dr — коефiцiєнт Фур’є енерґiї пар-

ної взаємодiї мiж частинками.

3004-3



I. О. ВАКАРЧУК, О. I. ГРИГОРЧАК

Зауважимо, що написаний вище гамiльтонiан у
представленнi колективних змiнних (3.5) є неермiто-
вим. Хоча для розрахунку фiзичних величин у ме-
жах методу колективних змiнних достатньо провес-
ти ермiтизацiю лише головного адитивного доданка,
що вперше запропонували i зробили Боголюбов i Зу-
барєв [20], а пiсля цього розвивати теорiю збурень для
неермiтової частини гамiльтонiана, в нашому випадку
для практичних розрахункiв зручно використовува-
ти повнiстю ермiтизований гамiльтонiан, який дасть
змогу провести ряд необхiдних перетворень, про що
буде сказано пiзнiше.

Рiвняння Блоха для матрицi густини у представ-
леннi колективних змiнних запишiмо так:

− ∂R(ρ|ρ′)
∂β

= H

(
ρq;

∂

∂ρq

)
R(ρ|ρ′), (3.7)

де ρ i ρ′ позначають усю сукупнiсть змiнних ρq i ρ′q
вiдповiдно.

Щодо граничної умови при β = 0, то очевидно, що
повинно виконуватися спiввiдношення:

1
N !

∑
Q

N∏
j=1

δ(rj − r′Qj) ∼
∏
q6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (3.8)

Штрих бiля добутку за q означає, що беремо до уваги
лише пiвпростiр можливих значень змiнних q, оскiль-
ки iснує залежнiсть ρ∗q = ρ−q. Штрих бiля ρ′q позначає
штрихованi iндивiдуальнi координати частинок:

ρ′q =
1√
N

N∑
j=1

e−iqr′j .

Точна рiвнiсть для граничної умови при β = 0 є
такою [28,52,53]:

R(ρ|ρ′) =
1√

J(ρ)J(ρ′)

∏
q6=0

′
δ(ρq − ρ′q), (3.9)

де вагова функцiя J(ρ) — це “якобiан переходу” вiд
скiнченної кiлькостi змiнних x до безмежної кiлькос-
тi змiнних ρq:∫

dx ≡
∫
drj . . .

∫
drN =

∫
(dρ)J(ρ). (3.10)

Зауважимо, що при такому переходi виникає питання
ермiтовостi гамiльтонiана в представленнi колектив-
них змiнних, вiдповiдь на яке не є тривiальною, про
що вже згадувалося ранiше.

Явний вигляд вагової функцiї J(ρ) поданий у кни-
зi [53]:

lnJ(ρ) = lnC +
∑
n≥2

(−1)n−1

n(n− 1)(
√
N)n−2

×
∑
q1 6=0

. . .
∑
q2 6=0

q1+...+qn=0

ρq1 . . . ρqn . (3.11)

Сталу C знаходимо з умови нормування:∫
J(ρ)(dρ) = V N . (3.12)

У термодинамiчнiй межi∫
(dρ) =

∏
q6=0

′
∞∫

−∞

dρc
q

∞∫
−∞

dρs
q, (3.13)

де

ρq = ρc
q − iρs

q,

ρc
q =

1√
N

N∑
j=1

cos(qrj), (3.14)

ρs
q =

1√
N

N∑
j=1

sin(qrj).

Уведiмо нову матрицю густини R(ρ|ρ′) так:

R(ρ|ρ′) =
√
J(ρ)J(ρ′)R(ρ|ρ′). (3.15)

Ця матриця також задовольняє рiвняння Блоха (3.7),
з тiєю лише вiдмiннiстю, що, замiсть гамiльтонiана
H(ρq; ∂/∂ρq), у правiй частинi рiвняння стоїть вираз√
J(ρ)H(ρq; ∂/∂ρq)/

√
J(ρ), який у наступних наших

розрахунках ми знову позначатимемо через H. Цей
новий гамiльтонiан є ермiтовим i може бути записа-
ний так [30–32]:

H = H0 + ∆H, (3.16)

де

H0 =
∑
q6=0

~2q2

2m

[
− ∂2

∂ρq∂ρ−q
+

1
4
ρqρ−q −

1
2

]

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q6=0

νq(ρqρ−q − 1), (3.17)

∆H =
1√
N

∑
q6=0

∑
q′ 6=0

~2(qq′)
2m

ρq+q′
∂2

∂ρq∂ρq′

+
∑
n≥3

(−1)n

4n(n− 1)Nn/2−1
(3.18)

×
∑
q1 6=0

. . .
∑
qn 6=0

q1+...+qn=0

~2

2m
(q21 + . . .+ q2n)ρq1 . . . ρqn .

При β = 0

R(ρ|ρ′) =
∏
q6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (3.19)

Уперше самоспряжений гамiльтонiан у представ-
леннi колективних змiнних отримали в [32], де в ролi
незалежних змiнних використовували величини ρq i
оператор швидкостi vq, канонiчно спряжений до ρq.
Перехiд до цих змiнних є унiтарним, на вiдмiну вiд пе-
реходу до змiнних ρq i ∂/∂ρq, через якi представлений
оператор (3.16). Однак обидва цi пiдходи еквiвалентнi
i приводять до однакових результатiв.
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IV. ФОРМАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК РIВНЯННЯ
БЛОХА

Отже, вираз для матрицi густини мона записати
так:

R(ρ|ρ′) = e−β(H+H′)/2
∏
q6=0

′
δ(ρq − ρ′q), (4.1)

де

H ′ = H ′
0 + ∆H ′. (4.2)

Оператори H ′
0 i ∆H ′ — це тi ж самi оператори, що

й H0 i ∆H, з тiєю лише вiдмiннiстю, що в них неш-
трихованi колективнi змiннi замiненi на штрихованi.
Використовуючи вирази (3.16) i (4.2), зробiмо таке пе-
ретворення статистичного оператора:

e−β(H+H′)/2 = e−β(H0+∆H+H′
0+∆H′)/2

= σ̂e−β(H0+H′
0)/2, (4.3)

де σ̂ — невiдомий оператор, який необхiдно знайти.
Таке перетворення спорiднене iз зображенням взає-
модiї, однак вiдрiзняється вiд нього порядком розмi-
щення операторiв σ̂ i e−β(H0+H′

0)/2 у правiй частинi
написаного вище рiвняння.

Диференцiюючи останню рiвнiсть (4.3) по β i по-
множивши все рiвняння на eβ(H0+H′

0)/2, отримаємо:

− ∂σ̂

∂β
=

1
2
σ̂

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
, (4.4)

де

∆H
(
β

2

)
= e−βH0/2∆HeβH0/2,

∆H ′
(
β

2

)
= e−βH′

0/2∆H ′eβH′
0/2. (4.5)

При

β = 0, σ̂ = 1.

Проiтеруймо рiвняння (4.4):

σ̂ = 1 + σ̂(1) + σ̂(2) + . . . . (4.6)

Перша iтерацiя:

−∂σ̂
(1)

∂β
=

1
2

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
,

σ̂(1) = 0 при β = 0,

σ̂(1) = −1
2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
.

Друга iтерацiя:

−∂σ̂
(2)

∂β
= σ̂(1) 1

2

[
∆H

(
β

2

)
+ ∆H ′

(
β

2

)]
,

σ̂(2) = 0 при β = 0,

σ̂(2) =
1
4

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2

[
∆H

(
β2

2

)
+ ∆H ′

(
β2

2

)]

×
[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σ̂(n) =
(
−1

2

)n
β∫

0

dβ1

β1∫
0

dβ2 . . .

βn−1∫
0

dβn

×
[
∆H

(
βn

2

)
+ ∆H ′

(
βn

2

)]
×
[
∆H

(
βn−1

2

)
+ ∆H ′

(
βn−1

2

)]
. . .

×
[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
. (4.7)

Це впорядкування операторiв за зростаючим зна-
ченням параметра β є протилежним до стандартного
впорядкування, яке маємо в “зображеннi взаємодiї”.
Формально ряд для оператора σ̂ можна зiбрати й за-
писати його через оператор упорядкування “часiв” β,
який ми позначаємо через T̂1 (щоб вiдрiзнити його вiд
стандартного T̂ -впорядкування):

σ̂ = T̂1 exp

−
β∫

0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)] .

(4.8)

Будемо вважати оператор ∆H + ∆H ′ збуренням.
Отже, в головному наближеннi покладiмо ∆H +
∆H ′ = 0, σ̂ = 1, i матриця густини (4.1) набуде ви-
гляду:

R0(ρ|ρ′) = e−β(H0+H′
0)/2

∏
q6=0

′
δ(ρq − ρ′q). (4.9)

Тому повну матрицю густини можна подати так:

R(ρ|ρ′) = σ̂R0(ρ|ρ′). (4.10)

Ця формула є головною для подальших розрахун-
кiв. Явний вигляд матрицi густини в наближеннi пар-
них кореляцiй R0(ρ|ρ′) вiдомий [39,41,54]:

R0(ρ|ρ′) = e−βF0
∏
q6=0

′αq

π
th
[
βEq

2

]

× exp

−1
4

∑
q6=0

αq

th[βEq]
(ρqρ−q + ρ′qρ

′
−q)

+
1
4

∑
q6=0

αq

sh[βEq]
(ρqρ′−q + ρ′qρ−q)

 , (4.11)
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де вiльна енерґiя

F0 = EB
0 +

1
β

∑
q6=0

ln
(
1− e−βEq

)
,

а EB
0 — це енерґiя основного стану багатобозонної сис-

теми в наближеннi Боголюбова:

EB
0 =

N(N − 1)
2V

ν0 −
∑
q6=0

~2q2

8m
(αq − 1)2. (4.12)

Вираз (4.11) — це так зване наближення хаотичних
фаз для матрицi густини або RPA-наближення.

Наша задача полягає в тому, щоб знайти явний ви-
гляд матрицi густини в постRPA-наближеннi. Тому
наступним кроком у наших розрахунках має бути до-
слiдження дiї оператора σ̂ на матрицю густини в на-
ближеннi парних кореляцiй R0(ρ|ρ′). З цiєю метою
спочатку необхiдно знайти явну залежнiсть операто-
рiв ∆H (β1/2) i ∆H ′ (β1/2) вiд β1, оскiльки вони без-
посередньо входять у вираз для σ̂ (4.8).

V. ОПЕРАТОРИ ЗБУРЕННЯ У НОВОМУ
ПРЕДСТАВЛЕННI

Розгляньмо спершу оператор ∆H (β1/2), знайдемо
його явну залежнiсть вiд β1, а потiм всi отриманi ре-
зультати узагальнимо й на оператор ∆H ′ (β1/2).

Уведiмо оператори породження i знищення [20]:

b̂+q = − ∂

∂ξq
+

1
2
ξ−q, (5.1)

b̂q =
∂

∂ξ−q
+

1
2
ξq, (5.2)

де

ξq =
√
αqρq, (5.3)

αq =

√
1 +

2N
V
νq

/
~2q2

2m
. (5.4)

Звiдси

ρq =
1
√
αq

(b̂+−q + b̂q), (5.5)

∂

∂ρq
=

1
2
√
αq(b̂−q − b̂+q ). (5.6)

Використовуючи введенi вище оператори b̂+q , b̂q,
знайдемо такi спiввiдношення:

∆H = ∆H
(
ρq;

∂

∂ρq

)
= ∆H

(
1
√
αq

[
b̂+−q + b̂q

]
;
√
αq

2

[
b̂−q − b̂+q

])
,

∆H
(
β1

2

)
= ∆H

 b̂+−q

(
β1
2

)
+ b̂q

(
β1
2

)
√
αq

;

√
αq

2

[
b̂−q

(
β1

2

)
− b̂+q

(
β1

2

)])
, (5.7)

де

b̂+q

(
β1

2

)
= e−β1H0/2b̂+q e

β1H0/2,

b̂q

(
β1

2

)
= e−β1H0/2b̂qe

β1H0/2. (5.8)

Ураховуючи те, що гамiльтонiан H0 можна записа-
ти за допомогою введених операторiв породження i
знищення так:

H0 = EB
0 +

∑
q6=0

Eq b̂
+
q b̂q, (5.9)

де Eq — спектр елементарних збуджень у наближеннi
Боголюбова:

Eq = αqεq = αq
~2q2

2m
, (5.10)

на основi рiвностей (5.8) отримаємо:

b̂+q

(
β1

2

)
= b̂+q e

−β1Eq/2,

b̂q

(
β1

2

)
= b̂qe

β1Eq/2. (5.11)

Отже, беручи до уваги вирази (5.1), (5.2) i (5.3), знайдемо, що

b̂+−qe
−β1Eq/2 + b̂qe

β1Eq/2 =
2
√
αq

sh
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
+
√
αq ch

[
β1

2
Eq

]
ρq,

b̂−qe
−β1Eq/2 − b̂+q e

β1Eq/2 =
2
√
αq

ch
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
√
αq sh

[
β1

2
Eq

]
ρ−q.

Використовуючи формули (5.11), знайденi щойно спiввiдношення дають нам можливiсть записати вираз
(5.7) у такому виглядi:

∆H
(
β1

2

)
= ∆H

(
ch
[
β1

2
Eq

]
ρq +

1
αq

sh
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
; ch
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq

2
sh
[
β1

2
Eq

]
ρ−q

)
. (5.12)
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Очевидно, що при β1 = 0

∆H
(
β1

2
= 0
)

= ∆H
(
ρq;

∂

∂ρq

)
.

Отже, ∆H (β1/2) отримуємо з вихiдного гамiльтонiа-
на ∆H (ρq; ∂/∂ρq) при замiнi

ρq → ch
[
β1

2
Eq

]
ρq +

1
αq

sh
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
,

∂

∂ρq
→ ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq

2
sh
[
β1

2
Eq

]
ρ−q.

Одержанi результати для оператора ∆H (β1/2) оче-
видно поширюються й на оператор ∆H ′ (β1/2), з тiєю
лише вiдмiннiстю, що роль нештрихованих змiнних у
другому випадку виконують штрихованi.

VI. ДIЯ ОПЕРАТОРА σ̂

Повернiмося до рiвняння (4.10) i запишiмо його так:

R(ρ|ρ′) = σ̂ exp
[
lnR0(ρ|ρ′)

]
. (6.1)

Використовуючи явний вигляд оператора σ̂ (4.8),
пронесiмо в останнiй формулi експоненту налiво че-
рез цей оператор. При цьому оператори похiдної
∂/∂ρq i ∂/∂ρ−q у виразi (5.12) зсуваються на вели-
чини ∂ lnR0(ρ|ρ′)/∂ρq i ∂ lnR0(ρ|ρ′)/∂ρ−q вiдповiд-
но. Це саме стосується i до операторiв похiдної за
штрихованими колективними змiнними у виразi для
∆H ′ (β1/2). Тодi, беручи до уваги вираз (4.11), знай-
демо, що

∂ lnR0(ρ|ρ′)
∂ρq

= − αq

2 th[βEq]
ρ−q +

αq

2 sh[βEq]
ρ′−q,

∂ lnR0(ρ|ρ′)
∂ρ′q

= − αq

2 th[βEq]
ρ′−q +

αq

2 sh[βEq]
ρ−q. (6.2)

Це дає нам змогу отримати таке спiввiдношення
для матрицi густини R(ρ|ρ′):

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′)σ, (6.3)

де величина

σ =
1

R0(ρ|ρ′)
σ̂R0(ρ|ρ′) (6.4)

= T̂1 exp

−1
2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)] .

У написаному вище виразi (6.4) величина
∆H (β1/2) = ∆H (ρq; ∂/∂ρq) при замiнi

ρq →

ch
[
β1

2
Eq

]
−

sh
[

β1
2 Eq

]
th[βEq]

 ρq +

+
sh
[

β1
2 Eq

]
sh[βEq]

ρ′q +
2
αq

sh
[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρ−q
, (6.5)

∂

∂ρq
→ ch

[
β1

2
Eq

]
∂

∂ρq
+
αq

2

ch
[

β1
2 Eq

]
sh[βEq]

ρ′−q

+
αq

2

sh
[
β1

2
Eq

]
−

ch
[

β1
2 Eq

]
th[βEq]

 ρ−q. (6.6)

Сказане щодо величини ∆H (β1/2) тiєю ж мiрою
стосується й величини ∆H ′ (β1/2), яка теж входить у
вираз (6.4), з тiєю лише рiзницею, що роль штрихова-
них змiнних у другому випадку вiдiграють нештри-
хованi в першому i навпаки.

Величина σ вже не є оператором, оскiльки ми про-
несли матрицю густини в наближеннi парних кореля-
цiй R0(ρ|ρ′) = exp[lnR0(ρ|ρ′)] крiзь оператор σ̂ i те-
пер похiднi ∂/∂ρq i ∂/∂ρ′q, що входять в означення
∆H (β1/2) i ∆H ′ (β1/2), дiють лише на величини ρq
та ρ′q вiдповiдно, якi є в складi названих вище опера-
торiв.

Для подальших обчислень розписуємо величину σ
рядом:

σ = 1 + σ1 + σ2 + . . . ,

де

σ1 = −1
2

β∫
0

dβ1

[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
, (6.7)

σ2 =
1
4

β∫
0

dβ1

β1∫
0

dβ2

[
∆H

(
β2

2

)
+ ∆H ′

(
β2

2

)]

×
[
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
. (6.8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Риска над операторами позначає той факт, що похiднi
∂/∂ρq, ∂/∂ρ′q дiють лише всерединi цих виразiв.

Пiсля того, як знайдемо величини σ1, σ2, . . . (їх
кiлькiсть залежить вiд точностi, якої хочемо досягти),
використаємо концепцiю незвiдних середнiх i зобрази-
мо величину σ так:

σ = exp
(
σ1 +

[
σ2 −

σ2
1

2

]
+ . . .

)
. (6.9)

Це наша остаточна формула, за допомогою якої в на-
ступних роздiлах будемо проводити безпосереднi роз-
рахунки, щоб отримати кiнцевий вираз для матрицi
густини.
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VII. ПОСТRPA-НАБЛИЖЕННЯ. ПЕРШИЙ
ПОРЯДОК ТЕОРIЇ ЗБУРЕНЬ

Запишiмо оператори ∆H i ∆H ′ (3.18) у виглядi
трьох доданкiв вiдповiдно до того, що ми працюємо
в межах наближення “двох сум за хвильовим векто-
ром”:

∆H = ∆1H + ∆2H + ∆3H, (7.1)

∆H ′ = ∆1H
′ + ∆2H

′ + ∆3H
′, (7.2)

де

∆1H =
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

× (q1q2)ρ−q3

∂2

∂ρq1∂ρq2

, (7.3)

∆2H = − 1
12
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

× (q1q2 + q1q3 + q2q3)ρq1ρq2ρq3 , (7.4)

∆3H =
1

48N

∑
q1 6=0

. . .
∑
q4 6=0

q1+...+q4=0

~2

2m

× (q2
1 + q2

2 + q2
3 + q2

4)ρq1ρq2ρq3ρq4 . (7.5)

У наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”,
враховуючи, що в цьому наближеннi умови q1+q2 = 0
i q3 + q4 = 0, q1 + q3 = 0 i q2 + q4 = 0, q1 + q4 = 0
i q2 + q3 = 0 є рiвноцiнними, вираз для ∆3H набуде
такого вигляду:

∆3H =
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2 .

(7.6)

Для величин ∆1H
′, ∆2H

′, ∆3H
′ отримаємо тi ж

вирази, що й для величин ∆1H (7.3), ∆2H (7.4),

∆3H (7.6), лише в них, замiсть нештрихованих колек-
тивних змiнних, стоять штрихованi.

Беручи до уваги спiввiдношення (7.1) i (7.2), вираз
(6.7) можна переписати так:

σ1 = ∆1σ1 + ∆2σ1 + ∆3σ1, (7.7)

де

∆1σ1 = −1
2

β∫
0

dβ1

[
∆1H

(
β1

2

)
+ ∆1H ′

(
β1

2

)]
, (7.8)

∆2σ1 = −1
2

β∫
0

dβ1

[
∆2H

(
β1

2

)
+ ∆2H ′

(
β1

2

)]
, (7.9)

∆3σ1 = −1
2

β∫
0

dβ1

[
∆3H

(
β1

2

)
+ ∆3H ′

(
β1

2

)]
. (7.10)

Щоб спростити подальшi обчислення, уведiмо такi
позначення:

sh
[(
β − βj

2

)
Eqi

]
= Sj(i), sh

[
βj

2
Eqi

]
= Sj(i′),

ch
[(
β − βj

2

)
Eqi

]
= Cj(i), ch

[
βj

2
Eqi

]
= Cj(i′),

sh[βEqi ] = S(i′), (7.11)
Sj(i1)Sj(i′2) . . . Sj(in) = Sj(i1, i′2, . . . , in),
Cj(i′1)Cj(i2) . . . Cj(in) = Cj(i′1, i2, . . . , in),
Cj(i1)Cj(i′k)Sj(ik+1) . . . Sj(i′n)

= Fj(i1, . . . , i′k|ik+1, . . . , i
′
n),

де j = 1, 2; i = 1, 2, 3.
Отже, на основi виразiв (6.5), (6.6) i (7.3), (7.4),

(7.6) та аналогiчних виразiв для штрихованих вели-
чин, враховуючи, що риска над операторами в рiвнос-
тях (7.8), (7.9), (7.10) позначає той факт, що похiднi
дiють тiльки всерединi цих операторiв, а також беру-
чи до уваги введенi вище позначення, отримаємо:

∆1σ1 = − 1
8
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)αq1αq2

S(1′, 2′, 3′)

×
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

(−1)i1+i2
[
J1(1i1 , 2i2 |3i3) + J1(11−i1 , 21−i2 |31−i3)

]
ρi1
q1
ρi2
q2
ρi3
q3
, (7.12)

∆2σ1 = − 1
8
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)

S(1′, 2′, 3′)

×
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

[
J2(1i1 , 2i2 , 3i3) + J2(11−i1 , 21−i2 , 31−i3)

]
ρi1
q1
ρi2
q2
ρi3
q3
, (7.13)
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∆3σ1 = − 1
8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)
{

4
αq1αq2S(1′, 2′)

J3(1′, 1, 2′, 2)

+
2
αq2

1∑
i1=0

1∑
j1=0

1
S(1′, 1′, 2′)

[
J3(1j1 , 1i1 , 2′, 2) + J3(11−j1 , 11−i1 , 2′, 2)

]
ρj1
q1
ρi1
−q1

+
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
j1=0

1∑
j2=0

1
2S(1′, 1′, 2′, 2′)

×
[
J3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) + J3(11−j1 , 11−i1 , 21−j2 , 21−i2)

]
ρj1
q1
ρi1
−q1

ρj2
q2
ρi2
−q2

}
, (7.14)

де

J1(1i1 , 2i2 |3i3) =
∫ β

0

F1(1i1 , 2i2 |3i3)dβ1 =
(−1)1−i3

4

1∑
n1=0

1∑
n2=0

(−1)n2
ch[β(fn1n2 + gn1n2)]− ch[βgn1n2 ]

fn1n2
, (7.15)

J2(1i1 , 2i2 , 3i3) =
∫ β

0

S1(1i1 , 2i2 , 3i3)dβ1

=
(−1)i1+i2+i3−1

4

1∑
n1=0

1∑
n2=0

(−1)n1+n2
ch[β(fn1n2 + gn1n2)]− ch[βgn1n2 ]

fn1n2
, (7.16)

J3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) =
∫ β

0

S1(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)dβ1

=
(−1)j1+i1+j2+i2

8

1∑
n1=0

1∑
n2=0

1∑
n3=0

(−1)n1+n2Q1(n1, n2, n3, i1, i2, j1, j2), (7.17)

причому Q1(n1, n2, n3, i1, i2, j1, j2) (далi просто Q1) можна подати так:

Q1 =


sh[β(fn1n2n3 + gn1n2n3)]− sh[βgn1n2n3 ]

fn1n2n3
, fn1n2n3 6= 0,

β ch[βgn1n2n3 ], fn1n2n3 = 0,

(7.18)

fn1n2 =
Eq1 + (−1)n1Eq2 + (−1)n2Eq3

2
, (7.19)

gn1n2 = (i1 − 1)Eq1 + (−1)n1(i2 − 1)Eq2 + (−1)n2(i3 − 1)Eq3 , (7.20)

fn1n2n3 =
Eq1 + (−1)n1Eq1 + (−1)n3Eq2 + (−1)n2+n3Eq2

2
, (7.21)

gn1n2n3 = (i1 − 1)Eq1 + (−1)n1(j1 − 1)Eq1 + (−1)n3(i2 − 1)Eq2 + (−1)n2+n3(j2 − 1)Eq2 . (7.22)

Знайденi вирази для величин ∆1σ1 (7.12), ∆2σ1

(7.13), ∆3σ1 (7.14) можна спростити, провiвши такi
перетворення.

J1(1i1 , 2i2 |3i3) + J1(11−i1 , 21−i2 |31−i3)

=
∫ β

0

F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1/2)dβ1

+
∫ β

0

F1(11−i1 , 21−i2 |31−i3 ;β1/2)dβ1. (7.23)

У першому iнтеґралi зробiмо замiну змiнних β1/2 =

β′1, а в другому β − β1/2 = β′1. Вiдтак перепозначмо
β′1 на β1 i отримаємо:

J1(1i1 , 2i2 |3i3) + J1(11−i1 , 21−i2 |31−i3)

= 2
∫ β

2

0

F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1)dβ1

+2
∫ β

β
2

F1(11−i1 , 21−i2 |31−i3 ;β − β1)dβ1. (7.24)

Позначення F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1/2) еквiвалентне введе-
ному ранiше F1(1i1 , 2i2 |3i3) (7.11), а позначення
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F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1) i F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β−β1) означають, що
у виразi для F1(1i1 , 2i2 |3i3) всюди величину β1/2 замi-
нюємо на величини β1 i β − β1 вiдповiдно. Беручи до
уваги вираз для F1(1i1 , 2i2 |3i3) (7.11), а також усе ска-
зане вище, знайдемо, що F1(11−i1 , 21−i2 |31−i3 ;β−β1) =
F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1), а отже:

J1(1i1 , 2i2 |3i3) + J1(11−i1 , 21−i2 |31−i3)

= 2
∫ β

0

F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1) dβ1. (7.25)

Уведiмо позначення:

L1(1i1 , 2i2 |3i3) =
∫ β

0

F1(1i1 , 2i2 |3i3 ;β1)dβ1. (7.26)

Усе сказане про вираз J1(1i1 , 2i2 |3i3) тiєю ж мi-
рою стосується також величин J2(1i1 , 2i2 , 3i3) i

J3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2), тому введемо такi позначення:

L2(1i1 , 2i2 , 3i3) =
∫ β

0

S1(1i1 , 2i2 , 3i3 ;β1)dβ1, (7.27)

L3(1j1, 1i1, 2j2, 2i2) =
∫ β

0

S1(1j1, 1i1, 2j2, 2i2 ;β1)dβ1. (7.28)

Щоб отримати явнi вирази для величин
L1(1i1 , 2i2 |3i3), L2(1i1 , 2i2 , 3i3), L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2), по-
трiбно вiдповiдно у виразах для J1(1i1 , 2i2 |3i3) (7.15),
J2(1i1 , 2i2 |3i3) (7.16), J3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)(7.17) величи-
ни fn1n2 (7.19) i fn1n2n3 (7.21) замiнити вдвiчi бiль-
шими значеннями.

Отже, для величини σ1 (7.7) отримаємо такий ви-
раз:

σ1 = − 1
12
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
1

S(1′, 2′, 3′)

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)

×
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
i3=0

[
(−1)ia+ibαqa

αqb
L1(aia , bib |cic) + L2(1i1 , 2i2 , 3i3)

]
ρi1
q1
ρi2
q2
ρi3
q3

− 1
8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)

 4
αq1αq2S(1′, 2′)

L3(1′, 1, 2′, 2) +
4
αq2

1∑
i1=0

1∑
j1=0

L3(1j1 , 1i1 , 2′, 2)
S(1′, 1′, 2′)

ρj1
q1
ρi1
−q1

+
1∑

i1=0

1∑
i2=0

1∑
j1=0

1∑
j2=0

L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)
S(1′, 1′, 2′, 2′)

ρj1
q1
ρi1
−q1

ρj2
q2
ρi2
−q2

 . (7.29)

Дослiджуючи явнi вирази для L1(1i1 , 2i2 |3i3),
L2(1i1 , 2i2 , 3i3), L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2), можна зауважити
такi властивостi цих величин:

L1(1i1 , 2i2 |3i3) = L1(11−i1 , 21−i2 |31−i3),

L2(1i1 , 2i2 , 3i3) = L2(11−i1 , 21−i2 , 31−i3),

L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) = L3(11−j1 , 11−i1 , 21−j2 , 21−i2).

Цей факт свiдчить про те, що вираз для σ1 є симет-
ричним стосовно замiни нештрихованих змiнних на
штрихованi i навпаки.

Вираз для величини σ1 можна записати i в iншiй
формi (Додаток A).

VIII. ПОСТRPA-НАБЛИЖЕННЯ. ДРУГИЙ
ПОРЯДОК ТЕОРIЇ ЗБУРЕНЬ

Запишiмо вираз, який потрiбно розрахувати (6.8):

σ2 =
1
4

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2

×
[
∆H

(
β2

2

)
+ ∆H ′

(
β2

2

)][
∆H

(
β1

2

)
+ ∆H ′

(
β1

2

)]
.

Ми працюємо в наближеннi “двох сум за хвильовим
вектором”, тому з операторiв ∆H(β2/2) i ∆H ′(β2/2)
потрiбно залишити лише внески, що породжують
це наближення й не виводять за його межi. Як
бачимо з виразiв для ∆1H(β2/2) (7.3), ∆2H(β2/2)
(7.4), ∆3H(β2/2) (7.6), з яких складається опера-
тор ∆H(β2/2), i вiдповiдних виразiв для ∆1H

′(β2/2),
∆2H

′(β2/2), ∆3H
′(β2/2), з яких складається опера-

тор ∆H ′(β2/2), нам достатньо працювати лише з
операторами ∆1H(β2/2), ∆2H(β2/2) i ∆1H

′(β2/2),
∆2H

′(β2/2). Вони мають множник ∼ 1/
√
N , так що

їхнiй внесок у σ2 ∼ 1/N , а це означає, що “наближення
двох сум за хвильовим вектором” ∼ 1/N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

(. . .).

Якщо записати й оператор ∆3H(β2/2), який ∼ 1/N ,
то ми будемо мати доданки в σ2 ∼ 1/N3/2. Такий вне-
сок має пiдсумовування за трьома хвильовими векто-
рами.

Отже, в прийнятому тут наближеннi “двох сум за
хвильовим вектором” величина σ2 дорiвнює:

3004-10



ПОВНА МАТРИЦЯ ГУСТИНИ БАГАТОБОЗОННОЇ СИСТЕМИ . . .

σ2 =
1
4

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2

[
∆1H

(
β2

2

)
+ ∆1H ′

(
β2

2

)
+ ∆2H

(
β2

2

)
+ ∆2H ′

(
β2

2

)]

×
[
∆1H

(
β1

2

)
+ ∆1H ′

(
β1

2

)
+ ∆2H

(
β1

2

)
+ ∆2H ′

(
β1

2

)]
. (8.1)

Наступним кроком є розрахунок величин ∆1H(β1/2), ∆1H
′(β1/2), ∆2H(β1/2), ∆2H

′(β1/2), ∆1H(β2/2),
∆1H

′(β2/2), ∆2H(β2/2), ∆2H
′(β2/2). При цьому ми користуємося тими ж формулами (6.5), (6.6), (7.3), (7.4),

що й у випадку розрахунку величини σ1. Однак, враховуючи, що похiднi у виразi для σ2, як уже згадувалося
ранiше, дiють лише всерединi цього виразу, що позначається рискою над операторами, ми не беремо до уваги
доданкiв, якi мiстять похiднi у виразах для ∆1H(β1/2), ∆1H

′(β1/2), ∆2H(β1/2), ∆2H
′(β1/2), оскiльки вони,

дiючи вправо на одиницю, дають нуль. У виразах для ∆1H(β2/2), ∆1H
′(β2/2), ∆2H(β2/2), ∆2H

′(β2/2) ми нех-
туємо доданками, якi не мiстять похiдних, оскiльки вони даватимуть шестичастинковi кореляцiї, врахування
яких виходить за межi поставленої задачi.

Таким чином отримаємо:

∆1H

(
β1

2

)
=

1
4
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)

αq1αq2

S(1′, 2′, 3′)

1∑
j1=0

1∑
j2=0

1∑
j3=0

(−1)j1+j2F1(1j1 , 2j2 |3j3)ρj1
q1
ρj2
q2
ρj3
q3
, (8.2)

∆2H

(
β1

2

)
=

1
4
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)

1
S(1′, 2′, 3′)

1∑
j1=0

1∑
j2=0

1∑
j3=0

S1(1j1 , 2j2 , 3j3)ρj1
q1
ρj2
q2
ρj3
q3
, (8.3)

∆1H

(
β2

2

)
=

1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

[
(q1q2)

2
αq3

F2(1′, 2′|3′)
∂

∂ρq1

∂

∂ρq2

∂

∂ρq3

+
1

S(1′)

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)
αq1

αqη

1∑
i1=0

i2=i3=1

(−1)iµ+iνF2(µiµ , νiν |ηiη )ρi1
−q1

∂

∂ρq2

∂

∂ρq3

+
1

2S(1′, 2′)

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)
αq1αq2

αqη

1∑
i1=0

1∑
i2=0

i3=1

(−1)iµ+iνF2(µiµ , νiν |ηiη )ρi1
−q1

ρi2
−q2

∂

∂ρq3

]
, (8.4)

∆2H

(
β2

2

)
=

1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

[
(q1q2)

2
αq1αq2αq3

S2(1′, 2′, 3′)
∂

∂ρq1

∂

∂ρq2

∂

∂ρq3

+
1

S(1′)
1

αq2αq3

1∑
i1=0

(q1q2 + q2q3 + q1q3)S2(1i1 , 2′, 3′)ρi1
−q1

∂

∂ρq2

∂

∂ρq3

+
1

2S(1′, 2′)
1
αq3

1∑
i1=0

1∑
i2=0

(q1q2 + q2q3 + q1q3)S2(1i1 , 2i2 , 3′)ρi1
−q1

ρi2
−q2

∂

∂ρq3

]
. (8.5)

Так само для величин ∆1H
′(β1/2), ∆2H

′(β1/2), ∆1H
′(β2/2), ∆2H

′(β2/2) одержимо такi вирази:

∆1H
′
(
β1

2

)
=

1
4
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)

αq1αq2

S(1′, 2′, 3′)

1∑
j1=0

1∑
j2=0

1∑
j3=0

(−1)j1+j2F1(11−j1, 21−j2 |31−j3)ρj1
q1
ρj2
q2
ρj3
q3
, (8.6)

∆2H
′
(
β1

2

)
=

1
4
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m
(q1q2)

1
S(1′, 2′, 3′)

1∑
j1=0

1∑
j2=0

1∑
j3=0

S1(11−j1 , 21−j2 , 31−j3)ρj1
q1
ρj2
q2
ρj3
q3
, (8.7)
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∆1H
′
(
β2

2

)
=

1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

[
(q1q2)

2
αq3

F2(1′, 2′|3′)
∂

∂ρ′q1

∂

∂ρ′q2

∂

∂ρ′q3

+
1

S(1′)

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η

(qµqν)
αq1

αqη

1∑
i1=0

i2=i3=1

(−1)iµ+iνF2(µ1−iµ , ν1−iν |η1−iη )ρi1
−q1

∂

∂ρ′q2

∂

∂ρ′q3

+
1

2S(1′, 2′)

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η

(qµqν)
αq1αq2

αqη

1∑
i1=0

1∑
i2=0

i3=1

(−1)iµ+iνF2(µ1−iµ , ν1−iν |η1−iη )ρi1
−q1

ρi2
−q2

∂

∂ρ′q3

]
, (8.8)

∆2H
′
(
β2

2

)
=

1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2

2m

[
(q1q2)

2
αq1αq2αq3

S2(1′, 2′, 3′)
∂

∂ρ′q1

∂

∂ρ′q2

∂

∂ρ′q3

+
1

S(1′)
1

αq2αq3

1∑
i1=0

(q1q2 + q2q3 + q1q3)S2(11−i1 , 2′, 3′)ρi1
−q1

∂

∂ρ′q2

∂

∂ρ′q3

+
1

2S(1′, 2′)
1
αq3

1∑
i1=0

1∑
i2=0

(q1q2 + q2q3 + q1q3)S2(11−i1 , 21−i2 , 3′)ρi1
−q1

ρi2
−q2

∂

∂ρ′q3

]
. (8.9)

Пiдставляючи вирази (8.2), (8.3), (8.4), (8.5), (8.6), (8.7), (8.8), (8.9) у формулу (8.1) i провiвши вiдповiднi
перетворення, отримаємо вираз для величини σ2 в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”:

σ2 =
1
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2 (q1q2)
2αq3

1∑
j=0

 ∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)αqa
αqb

3∏
l=1

sh[βEql
]
I00

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)

+
(q1q2 + q1q3 + q2q3)

3∏
l=1

sh[βEql
]

I10

(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)
+

1
αq1αq2

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)αqa
αqb

3∏
l=1

sh[βEql
]
I01

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)

+
1

αq1αq2

(q1q2 + q1q3 + q2q3)
3∏

l=1

sh[βEql
]

I11

(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2 1∑
i=0

1∑
j=0

1∑
i1=0

i2=i3=1−i

1∑
j1=0

j2=j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qµqν)(qaqb)

sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql
]

× αq1αqa
αqb

αqη

(−1)iµ+iν+ja+jbI00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)

sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql
]

αq1

αqη

(−1)iµ+iν I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)

+
∑

1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)

sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql
]

(−1)ja+jb
αqaαqb

αq2αq3

I01

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+
(q1q2 + q1q3 + q2q3)2

αq2αq3 sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql
]
I11

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

) ρj1
q1
ρi1
−q1
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+
1

16N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2 1∑
i=0

1∑
j=0

1∑
i1=0

1∑
i2=0

i3=1−i

1∑
j1=0

1∑
j2=0

j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qµqν)(qaqb)

sh[βEq3 ]
(

2∏
l=1

sh[βEql
]
)2

× αq1αq2αqa
αqb

αqη

(−1)iµ+iν+ja+jbI00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
+

∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)

sh[βEq3 ]
(

2∏
l=1

sh[βEql
]
)2

αq1αq2

αqη

(−1)iµ+iν I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)

+
∑

1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)

sh[βEq3 ]
(

2∏
l=1

sh[βEql
]
)2 (−1)ja+jb

αqa
αqb

αq3

I01

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+
(q1q2 + q1q3 + q2q3)2

αq3 sh[βEq3 ]
(

2∏
l=1

sh[βEql
]
)2 I

11

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

) ρj1
q1
ρi1
−q1

ρj2
q2
ρi2
−q2

, (8.10)

де

I00

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=
∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2F2(µiµ , νiν |ηiη )F1(aja , bjb |cjc),

I10

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=
∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2F2(µiµ , νiν |ηiη )S1(aja , bjb , cjc), (8.11)

I01

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=
∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2S2(µiµ , νiν , ηiη )F1(aja , bjb |cjc),

I11

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
=
∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2S2(µiµ , νiν , ηiη )S1(aja , bjb , cjc).

Цi чотири типи iнтеґралiв пiсля обчислення можна записати в компактному виглядi так:

Ip1p2

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)
= (−1)(ja+jb)p1(−1)(iµ+iν)p2(−1)jc+iη

1∑
n1=0

1∑
m1=0

(−1)m1p1+n1p2I

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)(
n1

m1

)
, (8.12)

де

I

(
µiµ νiν ηiη

aja bjb cjc

)(
n1

m1

)
=

1
32

1∑
n2=0

1∑
m2=0

1∑
l=0

(−1)n2+m2Q2(a, b, c, µ, ν, η, n1, n2,m1,m2, l, i1, i2, i3, j1, j2, j3)

− 1
16

1∑
n2=0

1∑
m2=0

(−1)n2+m2
ch
[
βg̃n1n2

µνη

]
fn1n2

µνη

ch [β (fm1m2
abc + gm1m2

abc )]− ch [βgm1m2
abc ]

fm1m2
abc

, (8.13)

причому Q2(a, b, c, µ, ν, η, n1, n2,m1,m2, l, i1, i2, i3, j1, j2, j3) (далi просто Q2) можна подати в такому виглядi:

Q2 =


ch
{
β
[
fm1m2

abc + gm1m2
abc +(−1)l

(
fn1n2

µνη + g̃n1n2
µνη

)]}
− ch

[
β
(
gm1m2

abc +(−1)lg̃n1n2
µνη

)]
fn1n2

µνη (fm1m2
abc + (−1)lfn1n2

µνη )
, fm1m2

abc + (−1)lfn1n2
µνη 6= 0,

β
sh
[
β
(
gm1m2

abc + (−1)lg̃n1n2
µνη

)]
fn1n2

µνη
, fm1m2

abc + (−1)lfn1n2
µνη = 0,

fm1m2
abc =

Eqa
+ (−1)m1Eqb

+ (−1)m2Eqc

2
,
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fn1n2
µνη =

Eqµ + (−1)n1Eqν + (−1)n2Eqη

2
,

gm1m2
abc = (ja − 1)Eqa

+ (−1)m1(jb − 1)Eqb
+ (−1)m2(jc − 1)Eqc

,

g̃n1n2
µνη = (iµ − 1)Eqµ + (−1)n1(iν − 1)Eqν + (−1)n2(iη − 1)Eqη .

У написаних вище виразах iндекси µ, ν, η, a, b, c пробiгають значення 1, 2, 3, а iндекси iµ, iν , iη, ia, ib, ic, i,
j, p1, p2, m1, m2, n1, n2, l — значення 0, 1.

IX. ПОВНА МАТРИЦЯ ГУСТИНИ В ПОСТRPA-НАБЛИЖЕННI

У наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” з урахуванням три- i чотиричастинкових прямих кореляцiй,
беручи до уваги вираз (6.9) i явний вигляд величин σ1 (7.29) i σ2 (8.10), рiвняння (6.3) набере такого вигляду:

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′) exp (σ1 + σ2) . (9.1)

Щоб знайти вираз для матрицi густини R(ρ|ρ′), ми скористаємося формулою (3.15) i тим, що вагова функцiя
(3.11) у наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” така:

J(ρ) = CJ exp

−1
2

∑
q6=0

ρqρ−q +
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

ρq1ρq2ρq3 −
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

 . (9.2)

Сталу нормування CJ можна знайти з умови нормування (3.12), коли вагова функцiя J(ρ) взята у прийнятому
наближеннi (9.2):

CJ = V N


∫

exp

−1
2

∑
q6=0

ρqρ−q +
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

ρq1ρq2ρq3 −
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

(dρ)


−1

(9.3)

Пiдставляючи у формулу (9.1) явнi вирази для ве-
личин σ1 i σ2, та користуючись формулами (3.15),
(9.2), знайдемо матрицю густини R(ρ|ρ′). Далi спро-
буємо подати матрицю густини R(ρ|ρ′) у виглядi до-
бутку матрицi густини iдеального бозе-газу R0

N (r|r′)
на фактор Pint(ρ|ρ′), що враховує мiжчастинкову вза-
ємодiю:

R(ρ|ρ′) = R0
N (r|r′)Pint(ρ|ρ′), (9.4)

R0
N (r|r′) =

1
N !

(
m∗

2πβ~2

)3N/2

×
∑
Q

exp

− m∗

2β~2

N∑
j=1

(r′j − rQj)2

 . (9.5)

Зауважимо, що координатне зображення матрицi
густини у виглядi добутку матрицi густини iдеально-
го бозе-газу з перенормованою масою m∗ атомiв на
фактор, що враховує їхню непроникнiсть, iз феноме-
нологiчних мiркувань запропонував Р. Файнман [8,55]
з метою дослiдження λ-переходу. Таке ж зображення
матрицi густини за деяких припущень було також от-
римане в роботi [38], безпосередньо виходячи з озна-
чення матрицi густини.

У наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”,
яке ми прийняли, у представленнi колективних змiн-
них R0

N (r|r′) = R0
N (ρ|ρ′). Вираз для R0

N (ρ|ρ′) от-
римуємо з виразу для матрицi густини R(ρ|ρ′), як-
що в останнiй виключити мiжчастинкову взаємодiю,
що практично реалiзується через покладання рiвними
одиницi величин αq1 , αq2 , αq3 , якi входять у вираз для
R(ρ|ρ′). Усе сказане дає нам рецепт розрахунку фак-
тора Pint(ρ|ρ′) i разом з тим побудови матрицi густини
R(ρ|ρ′) у виглядi (9.4):

Pint(ρ|ρ′) =
R(ρ|ρ′)

R(ρ|ρ′)|αq1=αq2=αq3=1
. (9.6)

Величину Pint(ρ|ρ′) зобразимо як добуток факто-
ра Ppair(ρ|ρ′), що враховує парнi кореляцiї, на фактор
P (ρ|ρ′), який враховує дво-, три- i чотиричастинковi
прямi кореляцiї в наближеннi “двох сум за хвильовим
вектором”.

Pint(ρ|ρ′) = Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′). (9.7)

Вираз для Ppair(ρ|ρ′) є вiдомим [39]. Запишiмо його в
зручних для нас позначеннях:
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Ppair(ρ|ρ′) = exp

cp0 +
∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

cp2(1
j1,−1i1)(q1)ρj1

q1
ρi1
−q1

 , (9.8)

де

cp0 = −βE0 +
1
2

∑
q1 6=0

ln

αq1 th
(

βEq1
2

)
th
(

βεq1
2

)
+

∑
q1 6=0

ln
(

1− e−βεq1

1− e−βEq1

)
, (9.9)

cp2(1,−1)(q1) = cp2(1
′,−1′)(q1) = −1

4
[αq1 cth(βEq1)− cth(βεq1)] , (9.10)

cp2(1
′,−1)(q1) = cp2(1,−1′)(q1) =

1
4

[
αq1

sh(βEq1)
− 1

sh(βεq1)

]
. (9.11)

Отже, матрицю густини R(ρ|ρ′) можна записати так:

R(ρ|ρ′) = R0
N (r|r′)Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′). (9.12)

Вирази для R0
N (r|r′) i Ppair(ρ|ρ′) були вже наведенi вище. Залишається записати вираз для величини P (ρ|ρ′).

Отже,

P (ρ|ρ′) = exp

c0 +
∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1j1,−1i1)ρj1
q1
ρi1
−q1

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1i1 , 2i2 , 3i3)ρi1
q1
ρi2
q2
ρi3
q3

+
1
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2)ρj1
q1
ρi1
−q1

ρj2
q2
ρi2
−q2

 , (9.13)

де

c0 = − 1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)Y

00
1 (1′, 1, 2′, 2) +

1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

(q1q2)

×
1∑

j=0

 ∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)Y 00

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)Y 10

(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)

+
∑

1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)Y 01

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)Y 11

(
1′ 2′ 3′

1j 2j 3j

)]
, (9.14)

c2(1j1 ,−1i1) = − 1
2N

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)Y

10
1 (1j1 , 1i1 , 2′, 2) +

1
8N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×
1∑

i=0

1∑
j=0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qµqν)(qaqb)(−1)iµ+iν+ja+jbY 00
2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+
∑

1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iνY 10
2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)

+
∑

1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jbY 01
2

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)
2
Y 11

2

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)]
, (9.15)
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c3(1i1 , 2i2 , 3i3) = − 1
12

~2

2m

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)Y3(aia , bib , cic), (9.16)

c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) = −1
8

~2

2m
(q1q2)Y 11

1 (1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) +
1
16

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×
1∑

i=0

1∑
j=0

i3=1−i
j3=i

 ∑
1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qµqν)(qaqb)(−1)iµ+iν+ja+jbY 00
4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+
∑

1≤µ<ν≤3

µ,ν 6=η≤3

(qµqν)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)iµ+iνY 10
4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)

+
∑

1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)(q1q2 + q1q3 + q2q3)(−1)ja+jbY 01
4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)

+ (q1q2 + q1q3 + q2q3)
2
Y 11

4

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)]
. (9.17)

У написаних вище виразах ми ввели такi позначення:

Y p1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqa
αqb

)1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
(

3∏
l=1

sh[βEql
]
)

(αq1αq2)p2αq3

−
Ip1p2
0

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
3∏

l=1

sh[βεql
]

, (9.18)

Y p1p2
1 (1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2) =

L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)
(sh[βEq1 ])

1+p1 (sh[βEq2 ])
1+p2 α1−p1

q1 α1−p2
q2

− L0
3(1

j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)
(sh[βεq1 ])

1+p1 (sh[βεq2 ])
1+p2

, (9.19)

Y p1p2
2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqa
αqb

)1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
(

sh[βEq1 ]
3∏

l=1

sh[βEql
]
)

(αq2αq3)p2αp2−1
q1 α1−p2

qη

−
Ip1p2
0

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βεq1 ]

3∏
l=1

sh[βεql
]

, (9.20)

Y3(aia , bib , cic) =
αqaαqb

(−1)ia+ibL1(aia , bib |cic) + L2(1i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βEql
]

− (−1)ia+ibL0
1(a

ia , bib |cic) + L0
2(1

i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βεql
]

, (9.21)
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Y p1p2
4

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
=

(αqa
αqb

)1−p1Ip1p2

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
(

2∏
m=1

sh[βEqm
]

3∏
l=1

sh[βEql
]
)

(αq1αq2)p2−1αp2
q3α

1−p2
qη

−
Ip1p2
0

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
2∏

m=1
sh[βεqm ]

3∏
l=1

sh[βεql
]

, (9.22)

де J0
1 , J0

2 , J0
3 , Ip1p2

0 — це вiдповiднi величини J1, J2,
J3, Ip1p2 , у яких всюди у виразах прийнято αq1 =
αq2 = αq3 = 1. Такий прийом, як уже згадувалося
ранiше, дав нам змогу зi знайденої повної матрицi гус-
тини видiлити матрицю густини невзаємодiючих бозе-
частинок, оскiльки умова αq = 1 еквiвалентна вiдсут-
ностi взаємодiї мiж бозе-частинками.

Аналiзуючи знайдений вираз для матрицi густини,
можемо зауважити, що вiн є симетричним стосовно
замiни нештрихованих змiнних на штрихованi й на-
впаки, що вказує на коректнiсть наших розрахункiв.
Крiм того, величини c3(1i1 , 2i2 , 3i3) симетричнi стосов-
но перестановок хвильових векторiв q1,q2,q3, а вели-
чини c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) — стосовно перестановок
хвильових векторiв q1,q2.

X. МАТРИЦЯ ГУСТИНИ ПРИ ТЕМПЕРАТУРI
АБСОЛЮТНОГО НУЛЯ

Спрямувавши у знайденому виразi для матрицi гус-
тини (9.12) β → ∞ (T → 0), ми отримаємо величи-
ну, яку зможемо порiвняти з уже вiдомою [28]. Однак
для спрощення розрахункiв будемо працювати з вира-
зом для матрицi густини R(ρ|ρ′), а пiсля спрямуван-
ня β → ∞ за допомогою формули (3.15) перейдемо
до матрицi густини R(ρ|ρ′). Для цього нам необхiд-
но знайти вирази для вiдповiдних iнтегралiв L1, L2,
L3, Ip1p2 при β →∞. Результати розрахункiв наведе-
но в Додатку B. Отриманi значення вказаних величин
у границi низьких температур пiдставимо у формулу
(9.1), використовуючи при цьому явнi вирази для σ1

(7.29) i σ2 (8.10). Вiдтак в отриманому виразi перей-
демо вiд знайдених величин A1 (B.12), A2 (B.13), A3

(B.14), A4 (B.15) до нових величин K1,K2,K3,K4, якi

виражаються через старi так:

K1 = A1 +A4, K2 = A2 −A4,

K3 = A3 +A4, K4 = K1 +K2 +K3, (10.1)

i, використовуючи спiввiдношення

∑
1≤i<j≤3

(qiqj) = −1
2

3∑
i=1

qi
2, (10.2)

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi
+ αqj

) = −1
2

3∑
i=1

qi
2αqi

, (10.3)

отримаємо вираз для матрицi густини R(ρ|ρ′) в грани-
цi низьких температур, з якого за допомогою формул
(3.15) i (9.2) знайдемо R(ρ|ρ′) у цiй же границi, враху-
вавши при цьому, що матриця густини в наближеннi
парних кореляцiй R0(ρ|ρ′) при β →∞, як вперше по-
казали Боголюбов i Зубарєв [20], дорiвнює:

R0(ρ|ρ′) = R0
N (r|r′)Ppair(ρ|ρ′) =

1
V N

∏
q6=0

′
αq

 e−βEB
0

× exp

−1
4

∑
q6=0

(αq − 1)(ρqρ−q + ρ′qρ
′
−q)

 . (10.4)

У написаному вище виразi використано той факт, що
матриця густини iдеального бозе-газу в границi низь-
ких температур R0

N (r|r′) = 1/V N .
Отже для матрицi густини взаємодiючих бозе-

частинок iз урахуванням три- i чотиричастинкових
прямих кореляцiй у границi низьких температур от-
римаємо такий вираз:

R(ρ|ρ′) = R0(ρ|ρ′)eC0 exp

−
~2β

48mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
(q21 + q22 + q23)

(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)

−

 ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi
− 1)(αqj

− 1)

2/αq1αq2αq3

3∑
j=1

q2i αqi


− ~2β

24mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)
(

1− 1
αqi

)(
1− 1

αqj

)
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+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
q22

2q21αq1

a4(q1,−q1,q2,−q2) +
(q2,q1 + q2)

2q21αq1

a3(q1,q2,−q1 − q2)
]

× (ρq1ρ−q1 + ρ′q1
ρ′−q1

) +
1

6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

a3(q1,q2,q3)(ρq1ρq2ρq3 + ρ′q1
ρ′q2

ρ′q3
)

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)(ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2 + ρ′q1
ρ′−q1

ρ′q2
ρ′−q2

)

 , (10.5)

де C0 — це константа, про яку докладнiше буде сказано в наступному роздiлi,

a3(q1,q2,q3) = −

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

2
3∑

j=1

q2
jαqj

, (10.6)

a4(q1,−q1,q2,−q2) =
(q1 + q2)

2
a2
3(q1 + q2,−q1,−q2) + (q1 − q2)

2
a2
3(q1 − q2,−q1,q2)

q21αq1 + q22αq2

− [(q1,q2 + q1)(αq1 − 1) + (q2,q1 + q2)(αq2 − 1)]a3(q1 + q2,−q1,−q2)
q21αq1 + q22αq2

− [(q1,q1 − q2)(αq1 − 1) + (q2,q2 − q1)(αq2 − 1)]a3(q1 − q2,−q1,q2)
q21αq1 + q22αq2

. (10.7)

XI. СТАЛА НОРМУВАННЯ

У цьому роздiлi дослiдимо сталу нормування C0 (C.1).
У границi низьких температур матрицю густини R(ρ|ρ′) можна подати у виглядi:

R(ρ|ρ′) = e−βE0ψ0(ρ′)ψ0(ρ), (11.1)

де ψ0(ρ) — нормована хвильова функцiя основного стану системи взаємодiючих бозе-частинок, E0 — енерґiя
основного стану цiєї системи. У прийнятому тут наближеннi

E0 = EB
0 +

~2β

48mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
(q21 + q22 + q23)

(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)

−

 ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi − 1)(αqj − 1)

2/αq1αq2αq3

3∑
j=1

q2i αqi


+

~2β

24mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)
(

1− 1
αqi

)(
1− 1

αqj

)
, (11.2)

ψ0(ρ) = A exp

−1
4

∑
q6=0

(αq − 1)ρqρ−q

 exp

 1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
q22

2q21αq1

a4(q1,−q1,q2,−q2)

+
(q2,q1 + q2)

2q21αq1

a3(q1,q2,−q1 − q2)
]
ρq1ρ−q1 +

1
6
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

a3(q1,q2,q3)ρq1ρq2ρq3

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

 , (11.3)
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де A — це константа, яку можна знайти з умови нормування хвильової функцiї ψ0(ρ):∫
ψ2

0(ρ)J(ρ)(dρ) = 1.

У наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” отримаємо:

A =
1√
CJ

∏
q6=0

′
√
αq

π

 exp

− 1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
q22

2q21α2
q1

a4(q1,−q1,q2,−q2) +
(q2,q1 + q2)

2q21α2
q1

a3(q1,q2,−q1 − q2)
]

− 1
6N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
a3(q1,q2,q3) + 1

2

]2
αq1αq2αq3

− 1
8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

a4(q1,−q1,q2,−q2)− 1
αq1αq2

 , (11.4)

причому константа CJ визначається рiвнiстю (9.3).

На основi сказаного, покладаючи у формулi (11.1)
ρ′ = ρ й iнтеґруючи праву та лiву частини цього ви-
разу з ваговою функцiєю J(ρ) (9.2), а також беручи
до уваги на основi формули (3.15), що R(ρ|ρ)J(ρ) =
R(ρ|ρ), одержимо:∫

R(ρ|ρ)J(ρ)(dρ) =
∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βE0 . (11.5)

Користуючись рiвнiстю (9.1), а також, як це видно
з аналiзу формули (4.11), тим, що при β →∞ матри-
ця густини

R0(ρ|ρ) = e−βEB
0

∏
q6=0

′αq

π

 exp

−1
2

∑
q6=0

αqρqρ−q

 ,
здобудемо такий вираз для величини R(ρ|ρ) в границi
низьких температур:

R(ρ|ρ) = e−βE0

∏
q6=0

′αq

π

 exp

−1
2

∑
q6=0

αqρqρ−q


× exp

C0 + CJ + 2
∑
q1 6=0

C2(q1)ρq1ρ−q1

+
2√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)ρq1ρq2ρq3

+
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

 , (11.6)

де величини C2, C3, C4 — це коефiцiєнти вiдповiдно
при “двох, трьох i чотирьох ρ”, а C0 + CJ — вели-
чина “без ρ” у виразi для σ1 + σ2 у границi низьких

температур. У Додатку C поданi вирази для величин
C0 + CJ , C2, C3, C3

2, C4 у зручному для подальшого
аналiзу виглядi. Зауважимо також, що

C0 = c0, C2(q1) =
1
2

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1j1,−1i1),

C3(q1,q2,q3) =
1
2

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1i1 , 2i2 , 3i3),

C4(q1,q2) =
1
2

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2), (11.7)

якщо величини c0, c2(1j1,−1i1), c3(1i1 , 2i2 , 3i3),
c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2) взяти в границi низьких тем-
ператур.

Розрахунок величини
∫
R(ρ|ρ)(dρ) проведено в До-

датку D, що дає змогу знайти нову рiвнiсть, еквiва-
лентну рiвностi (11.5):

C0 + CJ + 2
∑
q1 6=0

C2(q1)
αq1

+
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
αq1αq2

+
12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3
2(q1,q2,q3)
αq1αq2αq3

= 0. (11.8)

Провiвши вiдповiднi перетворення, отримає-
мо вирази для величин C0 (C.1), C2(q1) (C.2),
C3

2(q1,q2,q3) (C.4), C4(q1,q2) (C.5), якi є зручни-
ми для аналiзу (11.8). У результатi дiйдемо висновку,
що рiвнiсть (11.8), а отже й рiвнiсть (11.5), викону-
ються внаслiдок справедливостi спiввiдношень, якi
можна перевiрити безпосередньою пiдстановкою зна-
чень величин, що входять до них:

−
E2

q1
+ E2

q2

Eq1Eq2(Eq1 + Eq2)
− 1
Eq1 + Eq2

+
E2

q1
+ Eq1Eq2 + E2

q2

Eq1Eq2(Eq1 + Eq2)
= 0, (11.9)

− 2A1(q1, q2, q3)− 2A3(q2, q3, q1) + 2A2(q3, q2, q1) +B1(q1, q2, q3)

−B2(q1, q3, q2)−B2(q3, q2, q1) +
2

(Eq1 + Eq2 + Eq1)2
+ 4U1(q1, q2, q3) = 0, (11.10)
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2A4(q1, q2, q3) + 2A4(q2, q3, q1) + 2A4(q3, q2, q1) +B1(q1, q2, q3) +B1(q1, q3, q2)

+B1(q3, q2, q1) +
2

(Eq1 + Eq2 + Eq1)2
+ 4U2(q1, q2, q3) = 0, (11.11)

−2A3(q1, q3, q2) + 2A2(q3, q1, q2)− 2A1(q2, q1, q3) +B1(q1, q2, q3)−B2(q3, q1, q2)

−B2(q3, q2, q1) +
2

(Eq1 + Eq2 + Eq1)2
+ 4U1(q1, q2, q3) = 0. (11.12)

Явнi вирази для величин A1(q1, q2, q3), A2(q1, q2, q3), A3(q1, q2, q3), A4(q1, q2, q3), B1(q1, q2, q3), B2(q1, q2, q3),
U1(q1, q2, q3), U2(q1, q2, q3) поданi у додатку B.

Рiвнiсть (11.5) служить нам додатковою перевiр-
кою коректностi проведених розрахункiв.

XII. МАТРИЦЯ ГУСТИНИ В ГРАНИЦI
ВИСОКИХ ТЕМПЕРАТУР

Система частинок починає виявляти квантовi влас-
тивостi, коли довжина теплової хвилi де Бройля λ =
(2π~2/mT )1/2 стає сумiрною з середньою вiдстанню
мiж частинками. У границi високих температур дов-
жина хвилi де Бройля безмежно зростає, а отже,
квантовi ефекти стають несумiрно малими, тому ви-
раз для матрицi густини R(ρ|ρ′), яка описує систему
взаємодiючих бозе-частинок у границi високих темпе-
ратур, мав би переходити у класичний, якщо поклас-
ти ρ′ = ρ:

R(ρ|ρ) =
1
N !

(
m

2πβ~2

)3N/2

e−βΦ, (12.1)

де Φ — це потенцiальна енерґiя, вираз для якої в пред-
ставленнi колективних змiнних був записаний дещо
ранiше (3.6).

Проаналiзуймо вираз для фактора P (ρ|ρ′) (9.13),
який ураховує три- i чотиричастинковi кореляцiї, а
також усi величини, якi входять у цей вираз, у грани-
цi високих температур. Для цього передусiм потрiбно
знайти значення iнтеґралiв L1, L2, L3, Ip1p2 i вiдпо-
вiдно L0

1, L0
2, L0

3, I
p1p2
0 при β → 0. У Додатку E на-

веденi результати чисельних розрахункiв, беручи до
уваги якi, дiйдемо висновку, що величини Y (9.18), Y1

(9.19), Y2 (9.20), Y3 (9.21), Y4 (9.22) дорiвнюють нулевi,
а отже фактор P (ρ|ρ′) = 1. Це означає, що при β → 0

матриця густини R(ρ|ρ′) (9.12) еквiвалентна матрицi
густини в наближеннi парних кореляцiй, дiагональнi
елементи якої своєю чергою, як було показано в [39],
у границi високих температур дають класичний ви-
раз (12.1).

XIII. ВИСНОВОК

У цiй статтi, виходячи з перших принципiв, нам
удалося розвинути метод розрахунку повної матрицi
густини багатобозонної системи в координатному зоб-
раженнi для широкого iнтервалу температур iз ура-
хуванням три- i чотиричастинкових прямих кореля-
цiй у наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”.
У граничному випадку низьких температур, β → ∞,
вираз для знайденої матрицi густини має очiкуваний
вигляд добутку хвильових функцiй основного стану
на больцманiвський фактор з енерґiєю основного ста-
ну i збiгається з уже вiдомим [28]. У границi високих
температур, β → 0, вiн вiдтворює класичний резуль-
тат [39], що, по-перше, пiдтверджує коректнiсть на-
ших розрахункiв, а, по-друге, дає пiдстави очiкувати
добрих кiлькiсних розрахункiв в околi λ-переходу. Хо-
ча знайдений вираз для матрицi густини в постRPA-
наближеннi i доволi громiздкий, а тому не дуже лег-
кий для сприймання, однак його перевагою є те, що
вiн зручний для використання при чисельному розра-
хунку термодинамiчних i структурних функцiй, що й
буде предметом нашої наступної статтi.

Автори висловлюють щиру подяку Романовi При-
тулi i Андрiєвi Ровенчаковi за конструктивнi заува-
ження, кориснi поради та пропозицiї.

ДОДАТОК A

σ1 = ∆1σ1 + ∆2σ1 + ∆3σ1.

∆1σ1 + ∆2σ1 = − 1
3!

1
4
√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

1
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

×
[
A1(1, 2, 3)(ρq1ρq2ρq3 + ρ′q1

ρ′q2
ρ′q3

) +A2(1, 2, 3)(ρ′q1
ρq2ρq3 + ρq1ρ

′
q2
ρ′q3

)

+ A2(3, 2, 1)(ρq1ρq2ρ
′
q3

+ ρ′q1
ρ′q2

ρq3) +A2(2, 1, 3)(ρq1ρ
′
q2
ρq3 + ρ′q1

ρq2ρ
′
q3

)
]
,
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де

A1(1, 2, 3) = A(1, 2, 3)
ch[β(Eq1 + Eq2 + Eq3)]− 1

2
+B(1, 2|3)

ch[β(Eq3 − Eq1 − Eq2)]− 1
2

+ B(1, 3|2)
ch[β(Eq2 − Eq1 − Eq3)]− 1

2
+B(2, 3|1)

ch[β(Eq1 − Eq2 − Eq3)]− 1
2

,

A2(1, 2, 3) = A(1, 2, 3)
ch[β(Eq2 + Eq3)]− ch[βEq1 ]

2
+B(1, 2|3)

ch[β(Eq2 − Eq3)]− ch[βEq1 ]
2

+ B(1, 3|2)
ch[β(Eq3 − Eq2)]− ch[βEq1 ]

2
+B(3, 2|1)

ch[β(Eq2 + Eq3)]− ch[βEq1 ]
2

,

A(1, 2, 3) =
~2

2m
(q1q2)(αq1αq2 + 1) + (q1q3)(αq1αq3 + 1) + (q2q3)(αq2αq3 + 1)

Eq1 + Eq2 + Eq3

,

B(1, 2|3) = − ~2

2m
(q1q2)(αq1αq2 + 1)− (q1q3)(αq1αq3 − 1)− (q2q3)(αq2αq3 − 1)

Eq1 + Eq2 − Eq3

.

∆3σ1 = − 1
8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)
{

1
sh2[βEq1 ] sh

2[βEq2 ]

[
c1(1, 2)

(
ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2 + ρ′q1

ρ′−q1
ρ′q2

ρ′−q2

)
+ 2c2(1, 2)

(
ρ′q1

ρ−q1ρq2ρ−q2 + ρq1ρ
′
−q1

ρ′q2
ρ′−q2

)
+ 2c2(2, 1)

(
ρq1ρ−q1ρ

′
q2
ρ−q2 + ρ′q1

ρ′−q1
ρq2ρ

′
−q2

)
+ c3(1, 2)ρ′q1

ρ′−q1
ρq2ρ−q2 + c3(2, 1)ρq1ρ−q1ρ

′
q2
ρ′−q2

+ 4c4(1, 2)ρ′q1
ρ−q1ρ

′
q2
ρ−q2

]
+

2
αq2 sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]

c2(2, 1)
(
ρq1ρ−q1 + ρ′q1

ρ′−q1

)
+

2
αq1 sh[βEq1 ] sh

2[βEq2 ]
c2(1, 2)

(
ρq2ρ−q2 + ρ′q2

ρ′−q2

)
+

4
αq2 sh2[βEq1 ] sh[βEq2 ]

c4(2, 1)ρq1ρ
′
−q1

+
4

αq1 sh[βEq1 ] sh
2[βEq2 ]

c4(1, 2)ρq2ρ
′
−q2

+
4

αq1αq2 sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]
c4(2, 1)

}
,

де

c1(1, 2) =
1
4

{
sh[2β(Eq1 + Eq2)]

4(Eq1 + Eq2)
+

sh[2β(Eq1 − Eq2)]
4(Eq1 − Eq2)

− sh[2βEq1 ]
2Eq1

− sh[2βEq2 ]
2Eq2

+ β

}
,

c2(1, 2) = − sh[β(Eq1 + Eq2)]
8(Eq1 + Eq2)

ch[βEq2 ]−
sh[β(Eq2 − Eq1)]

8(Eq2 − Eq1)
ch[βEq2 ] +

ch[βEq1 ] sh[2βEq2 ]
8Eq2

− β
4

ch[βEq1 ] +
sh[βEq1 ]

4Eq1

,

c3(1, 2) =
sh[2βEq1 ] + sh[2βEq2 ]

16(Eq1 + Eq2)
+

sh[2βEq2 ]− sh[2βEq1 ]
16(Eq2 − Eq1)

− sh[2βEq1 ]
8Eq1

− sh[2βEq2 ]
8Eq2

+
β

4
,

c4(1, 2) =
β

4
ch[βEq1 ] ch[βEq2 ]−

ch[βEq1 ] sh[βEq2 ]
4Eq2

− ch[βEq2 ] sh[βEq1 ]
4Eq1

+
sh[β(Eq1 + Eq2)]

8(Eq1 + Eq2)
+

sh[β(Eq2 − Eq1)]
8(Eq2 − Eq1)

.

Зауважимо, що

c1(2, 1) = c1(1, 2), c4(2, 1) = c4(1, 2).

ДОДАТОК B

lim
β→∞

L1(aia , bib , cic)
3∏

l=1

sh[βEql
]

=


1

Eq1 + Eq2 + Eq3

, i1 = i2 = i3

0, в iнших випадках

, (B.1)

lim
β→∞

L2(1i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βEql
]

=


1

Eq1 + Eq2 + Eq3

, i1 = i2 = i3

0, в iнших випадках

, (B.2)
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lim
β→∞

L3(1′, 1, 2′, 2)
2∏

l=1

sh[βEql
]

=
1
4
β +

E2
q1

+ Eq1Eq2 + E2
q2

4Eq1Eq2(Eq1 + Eq2)
, (B.3)

lim
β→∞

L3(1j1 , 1i1 , 2′, 2)
(sh[βEq1 ])

2 sh[βEq2 ]
=


Eq2

4Eq1(Eq1 + Eq2)
, j1 = i1

0, в iнших випадках
, (B.4)

lim
β→∞

L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)(
2∏

l=1

sh[βEql
]
)2 =


1

2(Eq1 + Eq2)
, j1 = i1 = j2 = i2

0, в iнших випадках
, (B.5)

lim
β→∞

Ip1p2

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
3∏

l=1

sh[βEql
]

=



β

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)
+G1, j = 0, p2 = 0

β

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)
+G2, j = 0, p2 = 1

1
4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2

, j = 1

, (B.6)

G1 =
−E4

q1
Eq2Eq3 + E4

q1
E2

q3
− E4

q1
E2

q2
− 2E3

q1
Eq2E

2
q3
− 2E3

q1
E3

q2
− 6E3

q1
E2

q2
Eq3 + 2E3

q1
E3

q3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

+
2E2

q1
Eq2E

3
q3
− 5E2

q1
E2

q2
E2

q3
+ E2

q1
E4

q3
− E2

q1
E4

q2
− 6E2

q1
E3

q2
Eq3 − 2Eq1E

3
q2
E2

q3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

+
3Eq1Eq2E

4
q3
− Eq1E

4
q2
Eq3 + 2Eq1E

2
q2
E3

q3
+ E4

q2
E2

q3
+ E2

q2
E4

q3
+ 2E3

q2
E3

q3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

,

G2 = −
E4

q1
E2

q3
+ E4

q1
E2

q2
+ E4

q1
Eq2Eq3 + 6E3

q1
E2

q2
Eq3 + 2E3

q1
E3

q2
+ 6E3

q1
Eq2E

2
q3

+ 2E3
q1
E3

q3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

−
6E2

q1
E3

q2
Eq3 + E2

q1
E4

q3
+ E2

q1
E4

q2
+ 6E2

q1
Eq2E

3
q3

+ 9E2
q1
E2

q2
E2

q3
+ Eq1E

4
q2
Eq3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

−
6Eq1E

3
q2
E2

q3
+ 6Eq1E

2
q2
E3

q3
+ Eq1Eq2E

4
q3

+ 2E3
q2
E3

q3
+ E4

q2
E2

q3
+ E2

q2
E4

q3

4(Eq1 + Eq2 + Eq3)2(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq2 + Eq3)Eq1Eq2Eq3

.

Введiмо позначення

U1 = G1 + 1/4(Eq1 + Eq2 + Eq3)
2, (B.7)

U2 = G2 + 1/4(Eq1 + Eq2 + Eq3)
2. (B.8)

lim
β→∞

i2=i3=1−i
j2=j3=i

I00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→∞

i2=i3=1−i

I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

=



A1,

{
i = j = 0, j1 = i1 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = 1 , η|i−iη| = 3′, c|j−jc| = 1, 2, 3

A2,

{
i = j = 0, j1 = i1 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = 1 , η|i−iη| = 1, c|j−jc| = 1, 2, 3

A3,

{
i = j = 0, j1 = i1 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = 1 , η|i−iη| = 2′, c|j−jc| = 1, 2, 3

0, в iнших випадках

, (B.9)
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lim
β→∞

j2=j3=i

I01

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→∞

I11

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

(B.10)

=


A4,

{
i = j = 0, j1 = i1 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = 1 , c|j−jc| = 1, 2, 3

0, в iнших випадках

, (B.11)

де

A1 =
(2E2

q1
+ 2Eq1Eq2 + 2Eq1Eq3 + Eq2Eq3 + E2

q2
)Eq3

2Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
, (B.12)

A2 =
2E2

q2
Eq1 + Eq3E

2
q2

+ 6E2
q1
Eq2 + 6Eq1Eq2Eq3 + Eq2E

2
q3

2Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2

+
4E3

q1
+ 2E2

q3
Eq1 + 6E2

q1
Eq3

2Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
, (B.13)

A3 =
(2E2

q1
+ 2Eq1Eq2 + 2Eq1Eq3 + Eq2Eq3 + E2

q3
)Eq2

2Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
, (B.14)

A4 =
(2Eq1 + Eq2 + Eq3)Eq2Eq3

2Eq1(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq3)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
. (B.15)

Далi

lim
β→∞

i3=1−i
j3=i

I00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
2∏

m=1
sh[βEqm

]
3∏

l=1

sh[βEql
]

= lim
β→∞

i3=1−i

I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
2∏

m=1
sh[βEqm

]
3∏

l=1

sh[βEql
]

=



B1,

{
i = j = 0, j1 = i1 = j2 = i2 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = j2 = i2 = 1 , η|i−iη| = 3′, c|j−jc| = 1, 2, 3

B2,

{
i = j = 0, j1 = i1 = j2 = i2 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = j2 = i2 = 1 , η|i−iη| = 1, 2 c|j−jc| = 1, 2, 3

0, в iнших випадках

, (B.16)

lim
β→∞
j3=i

I01

(
1|i−i1| 2′ 3′

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
2∏

m=1
sh[βEqm ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→∞

I11

(
1|i−i1| 2|i−i2| 3′

1|j−j1| 2|j−j2| 3|i−j|

)
2∏

m=1
sh[βEqm ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

=


B1,

{
i = j = 0, j1 = i1 = j2 = i2 = 0
i = j = 1, j1 = i1 = j2 = i2 = 1 , c|j−jc| = 1, 2, 3

0, в iнших випадках

, (B.17)

де

B1 =
Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
, (B.18)

B2 =
2Eq1 + 2Eq2 + Eq3

(Eq1 + Eq2)(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
. (B.19)
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ДОДАТОК C

C0 + CJ =
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)

αq1αq2

E2
q1

+ Eq1Eq2 + E2
q2

Eq1Eq2(Eq1 + Eq2)
+

1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

×
{

(q1q2)2
(
αq1αq2

αq3

U1(q1, q2, q3) +
1
αq3

[U1(q1, q2, q3) + U2(q1, q2, q3)] +
1

αq1αq2αq3

U2(q1, q2, q3)
)

+2(q1q2)(q1q3)
(
αq1U1(q1, q2, q3) +

1
αq3

[U1(q1, q2, q3) + U2(q1, q2, q3)] +
1

αq1αq2αq3

U2(q1, q2, q3)
)}

, (C.1)

C2(q1) = − 1
16N

∑
q2 6=0

~2

2m
(q2

1 + q2
2)

αq2

E2
q1

+ E2
q2

Eq1Eq2(Eq1 + Eq2)
+

1
8N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
{
(q1q2)2

(
α2

q1
αq2

αq3

[−A1(q1, q2, q3)

− A3(q2, q3, q1) + A2(q3, q2, q1)] +
αq1

αq3

[−A1(q1, q2, q3)−A3(q2, q3, q1) +A2(q3, q2, q1) +A4(q1, q2, q3)

+ A4(q2, q3, q1) +A4(q3, q2, q1)] +
[A4(q1, q2, q3) +A4(q2, q3, q1) +A4(q3, q2, q1)]

αq2αq3

)

+ (q1q2)(q1q3)
(
α2

q1
[−A3(q1, q3, q2)−A1(q1, q2, q3) +A2(q3, q1, q2)−A1(q2, q1, q3)

+ A2(q3, q2, q1)−A3(q2, q3, q1)] +
αq1

αq3

[−A3(q1, q3, q2) + 2A4(q1, q2, q3) +A2(q3, q1, q2)

+ 2A4(q2, q3, q1)−A3(q2, q3, q1) + 2A4(q3, q2, q1)−A1(q1, q2, q3) −A1(q2, q1, q3)

+ A2(q3, q2, q1)] +
2

αq2αq3

[A4(q1, q2, q3) +A4(q2, q3, q1) +A4(q3, q2, q1)]
)}

, (C.2)

C3(q1,q2,q3) = − 1
12

~2

2m

∑
1≤a<b≤3

a,b 6=c≤3

(qaqb)(αqa
αqb

+ 1)
Eq1 + Eq2 + Eq3

, (C.3)

C3
2(q1,q2,q3) =

1
48

(
~2

2m

)2 (q1q2)2(αq1αq2 + 1)2 + 2(q1q2)(q1q3)(α2
q1
αq2αq3 + 2αq1αq2 + 1)

(Eq1 + Eq2 + Eq3)2
, (C.4)

C4(q1,q2) = − 1
16

~2

2m
(q2

1 + q2
2)

1
(Eq1 + Eq2)

+
1
16

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
{
(q1q2)2

(
α2

q1
α2

q2

αq3

[B1(q1, q2, q3)

− B2(q1, q3, q2)− B2(q3, q2, q1)] +
αq1αq2

αq3

[2B1(q1, q2, q3) +B1(q1, q3, q2)−B2(q1, q3, q2)

+ B1(q3, q2, q1)−B2(q3, q2, q1)] +
[B1(q1, q2, q3) +B1(q1, q3, q2) +B1(q3, q2, q1)]

αq3

)

+ (q1q2)(q1q3)
(
α2

q1
αq2 [2B1(q1, q2, q3)−B2(q1, q3, q2)−B2(q3, q1, q2)− 2B2(q3, q2, q1)]

+
αq1αq2

αq3

[2B1(q1, q3, q2)−B2(q1, q3, q2) + 4B1(q1, q2, q3)−B2(q3, q1, q2) + 2B1(q3, q2, q1)

− 2B2(q3, q2, q1)] +
2
αq3

[B1(q1, q2, q3) +B1(q1, q3, q2) +B1(q3, q2, q1)]
) }

. (C.5)
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Використанi позначення U1(q1, q2, q3), U2(q1, q2, q3),
A1(q1, q2, q3), A2(q1, q2, q3), A3(q1, q2, q3), A4(q1, q2, q3),
B1(q1, q2, q3), B2(q1, q2, q3) вiдповiдають тим самим ве-
личинам U1 (B.7), U2 (B.8), A1 (B.12), A2 (B.13), A3

(B.14), A4(B.15), B1 (B.18), B2 (B.19), що були знай-
денi ранiше. Такi розширенi позначення дають змогу
описати величини, що утворюються з уже згаданих
перестановкою хвильових векторiв, наприклад, по-
значення A1(q3, q2, q1) зображає величину A1, у якiй
у всiх виразах, що входять до її складу, залежнiсть
вiд модуля хвильового вектора q1 замiнюється на за-
лежнiсть вiд модуля хвильового вектора q3 i навпаки.
У наших розрахунках ми використали також власти-

востi симетрiї величин U1, U2, A4, B1, B2 стосовно
перестановок хвильових векторiв у їхнiх виразах:

A4(qa, qb, qc) = A4(qa, qc, qb),

B1(qa, qb, qc) = B1(qb, qa, qc),

B2(qa, qb, qc) = B2(qb, qa, qc),
U1(qa, qb, qc) = U1(qb, qa, qc).

Величина U2(q1, q2, q3) є симетричною стосовно
будь-яких перестановок модулiв хвильових векторiв
q1,q2,q3.

ДОДАТОК D

Оскiльки проiнтеґрувати точно вираз
∫
R(ρ|ρ)(dρ) дуже складно, то перепишiмо його як середнє за величи-

ною exp

[
−1/2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
. Отже,

∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βE0

∏
q6=0

′αq

π

 exp [C0 + CJ ]
∫

exp

−1
2

∑
q6=0

αqρqρ−q

 (dρ)

〈
exp

2
∑
q1 6=0

C2(q1)ρq1ρ−q1

+
2√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)ρq1ρq2ρq3 +
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2

〉
p

. (D.1)

Iнтеґрал, який стоїть у правiй частинi написаної вище рiвностi, легко знайти, звернувшись до означень (3.13),
(3.14): ∫

exp

−1
2

∑
q6=0

αqρqρ−q

 (dρ) =
∏
q6=0

′
∞∫

−∞

dρc
q

∞∫
−∞

dρs
q exp

−1
2

∑
q6=0

αq(ρs
q
2 + ρc

q
2)

 =
∏
q6=0

′ π

αq
. (D.2)

Вiдтак скористаймося концепцiєю кумулянтних розкладiв, за допомогою якої в прийнятому наближеннi “двох
сум за хвильовим вектором” отримаємо:

∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βE0 exp [C0 + CJ ] exp

2
∑
q1 6=0

C2(q1) 〈ρq1ρ−q1〉p

+
2√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3) 〈ρq1ρq2ρq3〉p +
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2) 〈ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2〉p

+
12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3
2(q1,q2,q3)

[
〈ρq1ρq2ρq3ρ−q1ρ−q2ρ−q3〉p − 〈ρq1ρq2ρq3〉p 〈ρ−q1ρ−q2ρ−q3〉p

] , (D.3)

де

〈ρq1ρ−q1〉p =

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
ρq1ρ−q1(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=

− δ
δαq1

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=
1
αq1

, (D.4)
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〈ρq1ρq2ρq3〉p =

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
ρq1ρq2ρq3(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

= 0, (D.5)

〈ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2〉p =

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=

δ2

δαq1δαq2

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=
1

αq1αq2

, (D.6)

〈ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2ρq3ρ−q3〉p =

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
ρq1ρ−q1ρq2ρ−q2ρq3ρ−q3(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=

− δ3

δαq1δαq2δαq3

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

∫
exp

[
− 1

2

∑
q6=0

αqρqρ−q

]
(dρ)

=
1

αq1αq2αq3

. (D.7)

З урахуванням знайдених величин (D.4), (D.5), (D.6), (D.7), вираз (D.3) набуде вигляду:

∫
R(ρ|ρ)(dρ) = e−βE0eC0+CJ exp

2
∑
q1 6=0

C2(q1)
αq1

+
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
αq1αq2

+
12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3
2(q1,q2,q3)
αq1αq2αq3

 .

ДОДАТОК E

lim
β→0

L0
1(a

ia , bib , cic)
3∏

l=1

sh[βεql
]

= αqaαqb
lim
β→0

L1(aia , bib , cic)
3∏

l=1

sh[βEql
]

=
T

2εqa
εqb

, (E.1)

lim
β→0

L2(1i1 , 2i2 , 3i3)
3∏

l=1

sh[βEql
]

= 0, (E.2)

lim
β→0

L3(1′, 1, 2′, 2)
2∏

l=1

sh[βEql
]

= lim
β→0

L3(1j1 , 1i1 , 2′, 2)
(sh[βEq1 ])

2 sh[βEq2 ]
= lim

β→0

L3(1j1 , 1i1 , 2j2 , 2i2)(
2∏

l=1

sh[βEql
]
)2 = 0, (E.3)

lim
β→0

Ip1p2

(
1′ 2′ 3′

aj bj cj

)
3∏

l=1

sh[βEql
]

= 0, (E.4)
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lim
β→0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

I00
0

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βεq1 ]

3∏
l=1

sh[βεql
]

=
αq1αqa

αqb

αqη

lim
β→0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

I00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= K(µ, ν, η, i, j)
εqη

εq1εqa
εqb

, (E.5)

lim
β→0

j2=j3=i

I01

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→0

i2=i3=1−i

I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→0

I11

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= 0.

Так само

lim
β→0

i3=1−i
j3=i

I00
0

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βεq1 ] sh[βεq2 ]

3∏
l=1

sh[βεql
]

=
αq1αq2αqa

αqb

αqη

lim
β→0

i2=i3=1−i
j2=j3=i

I00

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

a|j−ja| b|j−jb| c|j−jc|

)
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= K̃(µ, ν, η, i, j)
Tεqη

εq1εq2εqaεqb

, (E.6)

де K(µ, ν, η, i, j), K̃(µ, ν, η, i, j) — це константи, якi залежать вiд величин, що записанi в дужках. Для нашого
аналiзу їхнi числовi значення непотрiбнi, тому й не вказанi явно. Далi

lim
β→0
j3=i

I01

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→0

i2=i3=1−i

I10

(
µ|i−iµ| ν|i−iν | η|i−iη|

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= lim
β→0

I11

(
1|i−i1| 2′ 3′

1|j−j1| 2|i−j| 3|i−j|

)
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ]

3∏
l=1

sh[βEql
]

= 0. (E.7)
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DENSITY MATRIX OF THE MANY-BOSON SYSTEM WITH THE CONSIDERATION
OF THREE- AND FOUR-PARTICLE DIRECT CORRELATIONS

I. O. Vakarchuk, O. I. Hryhorchak
Chair for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

In this article the density matrix of the interacting Bose-particles with three- and four-particle direct correla-
tions taken into account is found in the coordinate representation for a wide temperature domain from the first
principles. In the low temperature limit the obtained expression for the density matrix agrees with the already
known one [I. O. Vakarchuk, I. R. Yukhnovskii, Theor. Math. Phys 40, 626 (1979)] and has the form of the product
of the ground-state wave functions with three- and four-particle direct correlations taken into account and the
factor e−E0/T , where T is the temperature of the system, E0 is the ground state energy in the approximation
of “two sums over the wave vector”. For high temperatures in the quasi-classical limit the obtained expression is
equal to the product of the partition function of classical ideal gas and the Boltzmann factor. The results of this
work can be applied to the calculation of the thermodynamic and structure functions of liquid 4He in order to
check the theoretical and experimental results quantitavely, especially in the λ-transition region.
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