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Представлена мультипольна модель гальмiвного випромiнювання фотонiв при α-розпадi.
Особливу увагу придiлено кутовому формалiзму визначення матричних елементiв випромiню-
вання. Уведено нове визначення абсолютної ймовiрностi випромiнювання, де напрямок руху α-
частинки над бар’єром (та її тунелювання пiд бар’єром) визначається просторовим розподiлом
її хвильової функцiї. Досягнуто доброго узгодження мiж значеннями абсолютної ймовiрностi
випромiнювання, обчисленими в такому пiдходi, i новiтнiми експериментальними даними для
ядер 210Po, 214Po, 226Ra i 244Cm. Виконано прогнози спектрiв випромiнювання для iзотопiв
Th.
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I. ВСТУП

За останнi 20 рокiв багато експериментальних i
теоретичних зусиль прикладено до вивчення приро-
ди гальмiвного випромiнювання, яке супроводжує α-
розпад важких ядер. Ключова iдея цих дослiджень
полягає в пошуку методу отримання нової iнформа-
цiї про динамiку α-розпаду й динамiку тунелювання з
експериментальних спектрiв випромiнювання. Трива-
лостi тунелювання в ядерних процесах мають надзви-
чайно малi значення, що наближаються до ядерного
часу. Цей факт приводить до практичної неможли-
востi перевiрити експериментально нестацiонарнi пiд-
ходи до опису тунелювання в ядерних задачах i побу-
дованi на їхнiй основi динамiчнi ядернi моделi. Проте
дослiдники знаходять новi шляхи, як здобути нову iн-
формацiю про динамiку ядерних процесiв. Насампе-
ред, саме цим пояснюється посилений iнтерес до ви-
вчення процесiв гальмiвного випромiнювання фото-
нiв, яке супроводжує α-розпад: через аналiз обмiрю-
ваних спектрiв гальмiвного випромiнювання визначи-
ти тривалiсть тунелювання α-частинки через бар’єр
розпаду й оцiнити динамiку α-розпаду (можливо, на
першiй його стадiї).

Уже розроблено досить багато пiдходiв по опи-
су гальмiвного випромiнювання при α-розпадi. Тут
найiнтенсивнiше розвивалися моделi iз квазiкласич-
ним описом α-розпаду [1–3]. Квазiкласичний пiдхiд
порiвняно з повнiстю квантовим пiдходом дає змо-
гу працювати з рядом характеристик i параметрiв,
фiзичний змiст яких наочний, що допомагає швидше
розiбратися в дослiджуваних питаннях цiєї задачi. У
цьому напрямку особливо хотiлося б вiдзначити не-
давнiй успiх в описi новiтнiх експериментальних да-
них для ядра 210Po [4, 5]. Iснують гарнi перспективи
у вивченнi динамiки α-розпаду з аналiзом спектрiв
випромiнювання [6–8], у вивченнi динамiки тунелю-

вання при α-розпадi безпосередньо [9–12]. Може бути
цiкавим ефект [13], названий ефектом Мюнхаузена,
який полягає у зростаннi проникностi бар’єра внаслi-
док випромiнювання зарядженої частинки пiд час її
тунелювання.

Проте прямий квантовий пiдхiд (тобто без засто-
сування квазiкласичного наближення, коли хвильовi
функцiї визначаються з чисельного розв’язку рiвнян-
ня Шрединґера з вибраним потенцiалом) є найточнi-
шим, найбагатшим при вивченнi нових властивостей
i ефектiв [14]. У цьому напрямку переважно розвива-
лася модель, яку вперше запропонували Папенброк i
Бертч у [15], коли хвильову функцiю фотонiв розгля-
дали в дипольному наближеннi. Як виявилося, дипо-
льне наближення суттєво пiдвищує збiжнiсть розра-
хункiв матричного елемента випромiнювання без по-
мiтного зниження точностi, що робить задачу доступ-
ною у квантовому пiдходi для багатьох дослiдникiв.
Ми розвинули кутову квантову модель, де при описi
хвильової функцiї фотонiв було враховано подальшi
корекцiї та вперше використано реалiстичний потен-
цiал взаємодiї мiж α-частинкою i ядром, згiдно з [16].
У межах такої моделi реалiзовано два пiдходи, засно-
ванi на рiзному розкладаннi хвильової функцiї фо-
тонiв: мультипольному [17] i за сферичними хвиля-
ми [18,19].

У другому пiдходi вже досягнуто узгодження в опи-
сi новiтнiх експериментальних даних для 210Po, 214Po
226Ra [20–23]. Мультипольний пiдхiд, який є корект-
нiшим при просторовому (кутовому) описi випромi-
нювання, розроблено значно менше. Тому наявне за-
цiкавленiсть у доведеннi цього пiдходу до належно-
го рiвня. Виявляється, що така модель дає змогу об-
числювати абсолютнi значення ймовiрностi випромi-
нювання без нормування на експериментальнi данi.
Це вiдкриває можливiсть вивчати випромiнювання в
розпадах будь-якого ядра, прогнозуючи новi спектри.
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Але не ясно, наскiльки сильно залежить випромiню-
вання вiд енерґiї, з якою вилiтає α-частинка, та чи
iснують iншi характеристики, вплив яких на випро-
мiнювання також суттєвий.

Наша стаття вiдповiдає на цi питання. У роздiлi II
представлено мультипольну модель, де акцент зроб-
лено на новий кутовий формалiзм матричних елемен-
тiв та введено нове визначення абсолютної ймовiр-
ностi випромiнювання, у якому напрямок руху (або
тунелювання) α-частинки визначається просторовим
розподiлом її хвильової функцiї, α-ядерний потенцi-
ал — лише на основi Qα-значення α-розпаду й чисел
протонiв i нейтронiв ядра. У роздiлi III модель про-
тестовано для 210Po, 214Po, 226Ra та вперше викона-
но прогнози спектрiв для iзотопiв Th. У завершеннi
сформульовано висновки.

II. МОДЕЛЬ

A. Матричний елемент випромiнювання

Сформулюємо основнi положення моделi. Iмовiр-
нiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi яд-
ра визначаємо на основi матричного елемента пере-
ходу складеної системи (α-частинка й дочiрнє ядро)
з її стану до випромiнювання фотона (початковий i-
стан) у її стан пiсля випромiнювання фотона (кiн-
цевий f -стан). У цiй працi використано визначення
матричного елемента згiдно з (2.11) у [17] (у першо-
му наближеннi нестацiонарної теорiї збурень зi стацi-
онарними межами t0 = −∞ i t1 = +∞ при нормуваннi
|C| → 1):

afi = Ffi · 2π δ(wf − wi + w), (1)

де

Ffi = Zeff
e

m

√

2π~

w
· p (ki, kf ),

p (ki, kf ) =
∑

α=1,2

e(α),∗ p (ki, kf ),

(2)

p (ki, kf ) =

〈

kf

∣

∣

∣

∣

e−ikr
∂

∂r

∣

∣

∣

∣

ki

〉

=

∫

ψ∗
f (r) e−ikr

∂

∂r
ψi(r) dr,

ψi(r) = |ki

〉

i ψf (r) = |kf

〉

— стацiонарнi хвильовi фун-
кцiї системи, що розпадається, у початковому i-станi
й кiнцевому f -станi, якi не мiстять числа фотонiв, Zeff

i m — ефективний заряд i зведена маса цiєї системи.
e(α) — одиничнi вектори поляризацiї фотона, k — хви-
льовий вектор фотона й w = k =

∣

∣k
∣

∣. У кулонiвському
калiбруваннi вектори e(α) перпендикулярнi до k. Ми
маємо двi незалежнi поляризацiї e(1) i e(2) для фотона
з iмпульсом k (α = 1, 2).

Знайдiмо квадрат матричного елемента afi, не-
обхiдний для визначення ймовiрностi переходу. У
квантовiй механiцi ймовiрнiсть переходу визначаєть-
ся в розрахунку на одиницю об’єму за одиницю ча-
су. У квантовiй теорiї поля матричний елемент, що її
визначає, мiстить 4-вимiрну δ-функцiю (наприклад,
див. [24, § 21, стор. 169]). У нашому випадку матрич-
ний елемент (1) має одновимiрну δ-функцiю й прямий
розрахунок її квадрата не дає ймовiрностi в одиницi
об’єму. При обчисленнi квадрата вiд матричного еле-
мента ми маємо добуток двох δ-функцiй, якi є синґу-
лярними. Такий добуток ми знаходимо, використову-
ючи формулу зниження степеня δ-функцiї. Урахову-
ючи, що одновимiрна δ-функцiя з’являється в резуль-
татi iнтегрування по всьому часовому iнтервалу T (де
T → ∞), ми маємо

[δ(w)]2 = δ(w) δ(0) = δ(w) (2π)−1

∫

dt

= δ(w) (2π)−1 T (3)

i звiдси отримуємо вираз

|afi|2 = 2π T |Ffi|2 · δ(wf − wi + w), (4)

що збiгається з (4.21) у [24] (з точнiстю до сталої
(2π)2, див. § 21, стор. 169). Синґулярний множник T
зникає пiсля переходу вiд (4) до ймовiрностi перехо-
ду в одиницю часу. Формула (4) збiгається також з
(42,5) у [25] (див. стор. 189) з точнiстю до сталої ~.
Однак стала ~ (що з’являється пiсля введення опера-
тора випромiнювання) входить у матричний елемент
Ffi явно, що робить збiг формули (4) з формалiзмом
у § 42 з [25] повним.

B. Лiнiйна й кругова поляризацiї фотона

Розпишiмо вектори лiнiйної поляризацiї e(α) через
вектори кругової поляризацiї ξµ з протилежними на-
прямками обертання (див. [26, (2.39), стор. 42]):

ξ−1 =
1√
2

(

e(1) − ie(2)
)

,

ξ+1 = − 1√
2

(

e(1) + ie(2)
)

, (5)

ξ0 = e(3) = 0.

Тодi p (ki, kf ) можна записати так:

p (ki, kf ) =
∑

µ=−1,1

hµξ
∗
µ

∫

ψ∗
f (r) e−ikr

∂

∂r
ψi(r) dr, (6)

де

h−1 =
1 − i√

2
, h1 = −1 + i√

2
,

h−1 + h+1 = −i
√

2, (7)

∑

α=1,2

e(α),∗ = h−1ξ
∗
−1 + h+1ξ

∗
+1.
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C. Розклад векторного потенцiалу A

за мультиполями

Для подальших розрахункiв матричного елемен-
та p (ki, kf ) можна використовувати рiзнi розклади
функцiї e−ikr, що пов’язана з векторним потенцiа-
лом A електромагнiтного поля дочiрнього ядра. У цiй
працi виберемо мультипольний пiдхiд. Згiдно з [26]
(див. (2.106) на стор. 58), маємо:

ξµ e
ikr = µ

√
2π

∑

l,ν

(2l+ 1)1/2 ilDl
νµ(ϕ, θ, 0)

×
[

Alν(r,M) + iµAlν(r, E)
]

, (8)

де (див. [26, (2.73) на стор. 49, (2.80) на стор. 51])

Alν(r,M) = jl(kr) Tll,ν(nph),

(9)

Alν(r, E) =

√

l+ 1

2l+ 1
jl−1(kr) Tll−1,ν(nph)

−
√

l

2l+ 1
jl+1(kr) Tll+1,ν(nph).

Тут Alν(r,M) i Alν(r, E) — магнiтнi та електричнi
мультиполi, jl(kr) — сферичнi функцiї Бесселя по-
рядку l (l — натуральне число), Tll′,ν(n) — векторнi
сферичнi гармонiки, θ1, θ2, θ3 — кути, що визнача-
ють напрямок вектора k щодо осi z обраної системи
координат. Матриця Dl,∗

νµ(ϕ, θ, 0) визначає напрямок
вектора k стосовно осi z у системi координат, пов’я-
заної з r: кути ϕ i θ указують на напрямок вектора k,
але не вектора r. Функцiя Tll′ ,ν(n) має такий вигляд
(ξ0 = 0) (див. [26, стор. 45]):

Tjl,m(n)=
∑

µ=±1

(l, 1, j
∣

∣m− µ, µ,m) Yl,m−µ(n) ξµ, (10)

де (l, 1, j
∣

∣m − µ, µ,m) — коефiцiєнти Клебша–
Ґордона (визначимо їх згiдно з таблицею ПА.1 у [26,
стор. 317]). У зв’язку з наявними в лiтературi рiзними
варiантами визначення сферичних функцiй Ylm(θ, ϕ)
також наведемо їхнiй явний вигляд, який ми будемо
використовувати далi (згiдно з [25, стор. 119, (28,7)–
(28,8)] ):

Ylm(θ, ϕ) = (−1)
m+|m|

2

× il

√

2l+ 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)! P

|m|
l (cos θ) · eimϕ, (11)

де Pm
l (cos θ) — приєднанi полiноми Лежандра (див.

[25, стор. 752–754, (c,1)–(c,4)]; також див. [26, (2.6),
стор. 34]).

D. Наближення сферично-симетричного
α-розпаду

Будемо дослiджувати α-розпад ядра у сферично-
симетричному наближеннi. Зорiєнтуймо систему ко-

ординат так, щоб напрямок осi z збiгається з напрям-
ком вектора k i

Dl
νµ(ϕ, θ, 0) = δµν . (12)

У сферично-симетричному наближеннi хвильовi фун-
кцiї системи, що розпадається, у початковому й кiн-
цевому станах роздiляються на радiальний й кутовий
компоненти, якi визначаємо за допомогою квантових
чисел l i m. Будемо дослiджувати випромiнювання
фотона, при якому система переходить у суперпози-
цiю за всiми можливими кiнцевими станами з рiзни-
ми значеннями магнiтного числа mf при однаковому
орбiтальному числi lf . Урахуємо також, що в почат-
ковому станi li = mi = 0 та радiальний компонент
хвильової функцiї ϕf (r) у кiнцевому станi при будь-
якому обраному lf не залежить вiд mf . Записавши
хвильову функцiю у виглядi

ψi(r) = ϕi(r) Y00(n
i
r),

ψf (r) = ϕf (r)
∑

m

Ylf m(nf
r ), (13)

знайдемо:

p(ki, kf ) =
√

2π
∑

l

(−i)l
√

2l+ 1
[

pM
l − ipE

l

]

, (14)

де

pM
l =

∑

µ=−1,1
µhµ p

M
lµ , p

E
l =

∑

µ=−1,1
µ2hµ p

E
lµ, (15)

pM
lµ =

+∞
∫

0

dr

∫

dΩ r2 ψ∗
f (r)

(

∂

∂r
ψi(r)

)

A∗
lµ(r,M),

(16)

pE
lµ =

+∞
∫

0

dr

∫

dΩ r2 ψ∗
f (r)

(

∂

∂r
ψi(r)

)

A∗
lµ(r, E).

Для подальшого розрахунку цих матричних еле-
ментiв скористаймося ґрадiєнтною формулою (див.
[26, (2.56), стор. 46]):

∂

∂r
f(r)Ylm(nr) =

√

l

2l + 1

(

df

dr
+
l + 1

r
f

)

Tll−1,m(nr)

−
√

l + 1

2l+ 1

(

df

dr
− l

r
f

)

Tll+1,m(nr). (17)

Тодi з урахуванням (13) запишемо

∂

∂r
ψi(r) = − dϕi(r)

dr
T01,0(n

i
r) (18)

i знайдемо компоненти pM
lph

i pE
lph

:
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pM
lph

= − IM (lf , lph, lph) · J(l, l),

pE
lph

= −
√

lph + 1

2lph + 1
IE(lf , lph, lph − 1) · J(lf , lph − 1) +

√

lph

2lph + 1
IE(lf , lph, lph + 1) · J(lf , lph + 1), (19)

де

J(lf , n) =

+∞
∫

0

ϕ∗
f (l, r)

dϕi(r)

dr
jn(kr) r2dr,

IM (lf , lph, n) =
∑

µ=±1

µhµ

∫

Y ∗
lf m(nf

r ) T01,0(n
i
r) T∗

lphn,µ(nph) dΩ, (20)

IE(lf , lph, n) =
∑

µ=±1

hµ

∫

Y ∗
lf m(nf

r ) T01,0(n
i
r) T∗

lphn,µ(nph) dΩ.

Обчисливши коефiцiєнти Клебша–Ґордона

(110|1,−1, 0) = (110| − 1, 1, 0) =

√

1

3
, (21)

з (10) i (18) знаходимо:

T01,0(n
i
r) =

∑

µ=±1

(110| − µµ0) Y1,−µ(ni
r) ξµ

=

√

1

3

∑

µ=±1

Y1,−µ(ni
r) ξµ, (22)

∂

∂r
ψi(r) = −

√

1

3

dϕi(r)

dr

∑

µ=−1,1

Y1,−µ(ni
r) ξµ.

Щоб визначити матричний елемент переходу в су-
перпозицiю за всiми можливими станами з рiзними
mf при однаковому lf , слiд у кутових iнтеґралах у
(20) ще виконати пiдсумовування за всiма можливи-
ми значеннями mf . Пiдставивши сюди явний вигляд
(22) функцiї T01,0(n

i
r), отримаємо:

ĨM (lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

∑

m

µhµ

×
∫

Y ∗
lf m(nf

r )
∑

µ′=±1

Y1,−µ′(ni
r) ξµ′T∗

lphn,µ(nph) dΩ,

(23)

ĨE(lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

∑

m

hµ

×
∫

Y ∗
lf m(nf

r )
∑

µ′=±1

Y1,−µ′(ni
r) ξµ′T∗

lphn,µ(nph) dΩ.

E. Фiзичний змiст векторiв n
i
r, n

f
r , nph i

розрахунок кутових iнтеґралiв

Проаналiзуймо фiзичний змiст векторiв ni
r, nf

r i
nph. Спочатку розгляньмо вектор ni

r. Згiдно з визна-

ченням хвильової функцiї ψi(r), вiн визначає орiєнта-
цiю радiус-вектора r вiд центра системи координат до
точки простору, де ця хвильова функцiя описує час-
тинку до випромiнювання фотона. Такий опис появи
частинки в точцi, зазначенiй радiус-вектором r, має
ймовiрнiсний сенс i виконується по всьому простору.
Кути θi i ϕi вектора ni

r є також кутами для радiус-
вектора r у системi координат.

Вектор nf
r визначає орiєнтацiю радiус-вектора r у

системi координат вiд центра до точки простору, де
хвильова функцiя ψf (r) описує частинку пiсля випро-
мiнювання фотона. Такий опис появи частинки також
виконується по всьому простору й знову має ймовiр-
нiсний сенс. Змiна напряму руху (або тунелювання)
частинки внаслiдок випромiнювання фотона пов’яза-
на зi змiною квантових чисел l im у кутовiй хвильовiй
функцiї: Y00(n

i
r) → Ylm(nf

r ) (якi змiнюють iмовiрнiсть
перебування цiєї частинки по рiзних напрямках, вно-
сячи асиметрiю). Кути θf i ϕf вектора nf

r є знову ку-
тами радiус-вектора r у системi координат. Тобто обоє
вектори ni

r i nf
r мають однаковий сенс i тому спiвпада-

ють. Вектор nph визначає орiєнтацiю радiус-вектора r

в системi координат вiд центра до точки простору, де
хвильова функцiя фотона описує його “появу”. Тому
можна записати:

nph = ni
r = nf

r = nr. (24)

Оскiльки ми вибрали систему координат так, що на-
прямок осi z збiгається з напрямком вектора випромi-
нювання фотона k, то пiдiнтеґральна функцiя з век-
тором r у матричному елементi є амплiтудою (а її
квадрат — iмовiрнiстю) появи в точцi простору r час-
тинки пiсля випромiнювання фотона, коли вiн випро-
мiнений уздовж осi z. Тодi кут θ (вiд вектора nr) са-
ме й виявляється розташованим мiж напрямком руху
частинки (з урахуванням тунелювання) i напрямком
випромiнювання фотона.

Розгляньмо кутовi iнтеґрали (23) без урахування
пiдсумовування заmf у кiнцевому станi. Згiдно з (24),
запишемо їх так:
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IM (lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

µhµ

∫

Y ∗
lf m(nr)

∑

µ′=±1

Y1,−µ′(nr) ξµ′T∗
lphn,µ(nr) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

hµ

∫

Y ∗
lf m(nr)

∑

µ′=±1

Y1,−µ′(nr) ξµ′T∗
lphn,µ(nr) dΩ.

(25)

Пiдставивши сюди явний вид векторної сферичної гармонiки

Tlphn,µ(nr) =
∑

µ′′=±1

(n, 1, lph

∣

∣µ− µ′′, µ′′, µ) Yn,µ−µ′′ (nr) ξµ′′ (26)

i враховуючи ортогональность векторiв ξ±1, одержимо:

IM (lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

µhµ

∑

µ′=±1

(n, 1, lph

∣

∣µ− µ′, µ′, µ)

∫

Y ∗
lf m(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ,

IE(lf , lph, n) =

√

1

3

∑

µ=±1

hµ

∑

µ′=±1

(n, 1, lph

∣

∣µ− µ′, µ′, µ)

∫

Y ∗
lf m(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ.

(27)

Проiнтеґруймо за dΩ. Пiдставивши у (27) явний вигляд сферичної функцiї Ylm(θ, ϕ), розпишiмо кутовий
iнтеґрал так:

∫

Y ∗
lm(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ = (−1)(m+|m|−µ′+1+µ−µ′+|µ−µ′|)/2 (−1)l+n il+n+1

×
√

2l+ 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

√

3

8π

√

2n+ 1

4π

(n− |µ− µ′|)!
(n+ |µ− µ′|)! (28)

×
2π
∫

0

ei(−m−µ′−µ+µ′)ϕ dϕ ·
π

∫

0

P
|m|
l (cos θ) P 1

1 (cos θ) P |µ−µ′|
n (cos θ) · sin θ dθ dϕ.

Iнтеґрал за ϕ вiдмiнний вiд нуля лише при виконаннi умови:

m = −µ.

Ураховуючи, що µ = ±1, отримаємо обмеження на можливi значення чисел m i lf :

m = −µ = ±1, lf ≥ 1 (29)

i

n ≥ |µ− µ′| = |m+ µ′|. (30)

Узявши до уваги це, знаходимо:

∫

Y ∗
lm(nr)Y1,−µ′(nr)Y

∗
n,µ−µ′(nr) dΩ = (−1)l+n−µ′+1+ |m+µ′|

2 il+n+1

√

3 (2l+ 1) (2n+ 1)

32π

(l − 1)!

(l + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

×
∫

P 1
l (cos θ) P 1

1 (cos θ) P |m+µ′|
n (cos θ) · sin θ dθ dϕ. (31)

Тепер уведемо наступнi коефiцiєнти

Cmµ′

lf lphn = (−1)lf +n+1−µ′+ |m+µ′|
2 (n, 1, lph

∣

∣ −m− µ′, µ′,−m)

√

(2lf + 1) (2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)! (32)

i функцiю

fmµ′

lf n (θ) = P 1
lf

(cos θ) P 1
1 (cos θ) P |m+µ′|

n (cos θ). (33)

Виконуючи iнтеґрування за кутом ϕ, ми знайдемо повнi кутовi iнтеґрали IM (lf , lph, n) i IE(lf , lph, n):
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IM (lf ; lph, n) = −mh−m ilf+n+1
∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphn

π
∫

0

fmµ′

lf n (θ) sin θ dθ,

IE(lf ; lph, n) = h−m ilf+n+1
∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphn

π
∫

0

fmµ′

lf n (θ) sin θ dθ.

(34)

Тепер (без урахування меж iнтеґрування) визначимо диференцiальнi вирази вiд цих кутових iнтеґралiв по
куту θ

d IM (lf ; lph, n)

sin θ dθ
= −mh−m ilf +n+1

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphnf
mµ′

lf n (θ),

d IE(lf ; lph, n)

sin θ dθ
= h−m ilf+n+1

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphnf
mµ′

lf n (θ)

(35)

i визначимо диференцiальнi матричнi елементи pM
l i pE

l

d pM
l

sin θ dθ
= −d IM (lf , lph, lph)

sin θ dθ
· J(lf , lph) = mh−m ilf+lph+1 J(lf , lph)

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphlph
fmµ′

lf lph
(θ),

d pE
l

sin θ dθ
= −h−m ilf+lph

√

lph + 1

2lph + 1
J(lf , lph − 1)

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf ,lph,lph−1 f
mµ′

lf ,lph−1(θ)

+ h−mi
lf+lph+2

√

lph

2lph + 1
J(lf , lph + 1)

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf ,lph,lph+1 f
mµ′

lf ,lph+1(θ).

(36)

Звiдси можна бачити, що iнтеґрування визначених так функцiй по куту θ з межами вiд 0 до π дає повнi
матричнi елементи pM

l i pE
l .

Для переходу в суперпозицiю за всiма можливими кiнцевими станами з рiзними mf при однаковому lf
замiсть (36) одержимо:

d p̃M
l

sin θ dθ
= ilf+lph+1 J(lf , lph)

∑

m=±1

mh−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf lphlph
fmµ′

lf lph
(θ),

d p̃E
l

sin θ dθ
= −ilf+lph

√

lph + 1

2lph + 1
J(lf , lph − 1)

∑

m=±1

h−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf ,lph,lph−1 f
mµ′

lf ,lph−1(θ)

− ilf+lph

√

lph

2lph + 1
J(lf , lph + 1)

∑

m=±1

h−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

lf ,lph,lph+1 f
mµ′

lf ,lph+1(θ).

(37)

F. Розрахунок кутових i повних матричних
елементiв при перших числах lf , lph

Знайдiмо матричний елемент при перших числах lf
i lph. Нехай

lf = 1, lph = 1. (38)

Згiдно з (37) запишiмо:

d p̃M
1

sin θ dθ
= − i J(1, 1) ·

∑

m=±1

mh−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

111 f
mµ′

11 (θ),

d p̃E
1

sin θ dθ
=

√

2

3
J(1, 0)

∑

m=±1

h−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

110 fmµ′

10 (θ) (39)

+

√

1

3
J(1, 2)

∑

m=±1

h−m

∑

µ′=±1

Cmµ′

112 fmµ′

12 (θ).

Визначивши коефiцiєнти Cmµ′

11n i функцiї fmµ′

1n (θ) (див.
Додатки 1 та 2), отримаємо:

d p̃M
1

sin θ dθ
= −3

8

√

1

π
· J(1, 1) · sin2 θ cos θ,

(40)

d p̃E
1

sin θ dθ
= i

1

8

√

2

π
· J(1, 0) · sin2 θ

+ i
1

8

√

1

π
· J(1, 2) · sin2 θ

(

1− 3 sin2 θ
)

.
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Iнтеґруючи (40) за кутом θ, знаходимо iнтеґральнi
матричнi елементи:

p̃M
1 = 0,

p̃E
1 = i

1

6

√

2

π
·
{

J(1, 0) − 7

10

√
2 · J(1, 2)

}

. (41)

G. Кутова ймовiрнiсть випромiнювання фотона
з iмпульсом k i поляризацiєю e

(α)

Розгляньмо тепер задачу визначення ймовiрностi
гальмiвного випромiнювання фотонiв, коли до випро-
мiнювання (тобто система перебуває в початковому
i-станi) заданий потiк α-частинок iз квантовим чис-
лом li = mi = 0 i потрiбно знайти середнє число
α-частинок пiсля випромiнювання першого фотона
(тобто система перебуває в кiнцевому f -станi), що ру-
хаються пiд кутом до напрямку випромiнювання цьо-
го фотона та мають квантовi числа lf , mf .

Iмовiрнiсть переходу системи (в одиницю часу) з
початкового i-стану в кiнцевi f -стани, що входять у
заданий iнтервал dνf , з випромiнюванням фотона з
можливими iмпульсами в заданому iнтервалi dνph ви-
значимо так (див. [25, (42,5) п. 42, стор. 189]; [27, п. 44,
стор. 191]):

dW =
|afi|2
T

· dν = 2π |Ffi|2 δ(wf − wi + w) · dν, (42)

dν = dνf · dνph,

де dν — сукупнiсть величин, що характеризують фо-
тон i частинку в кiнцевому f -станi. Якщо розглядаємо
випромiнювання фотона з iмпульсом k, то

dνph =
d3k

(2π)3
=
w2 dw dΩph

(2πc)3
, (43)

де dΩph = d cos θph = sin θph dθph dϕph, kph = w/c. Тодi
iнтеґруючи (42) за dw, отримаємо:

dW =
w2

fi |Ffi|2
(2π)2 c3

dΩph dνf , (44)

wfi = wi − wf =
Ei −Ef

~
.

Тепер слiд зробити важливе зауваження стосовно iн-
тервалу d νf . При побудовi ймовiрностi у виглядi (42)
ми використовуємо матричний елемент Ffi, що ви-
значений як iнтеґрал по простору з пiдсумовуванням
за деякими квантовими числами в кiнцевому f -станi.
Цю процедуру можна розглянути як усереднення за
цими характеристиками, i тому Ffi не залежить вiд
них. Тому далi будемо вважати, що iнтервал d νf , що
входить у визначення ймовiрностi (42), повинен ура-
ховувати лише тi додатковi характеристики й кванто-
вi числа системи в кiнцевому f -станi, за якими не ви-
конувалося iнтеґрування та пiдсумовування при ви-
значеннi Ffi.

Пiдставляючи вигляд (3) для Ffi у (44), одержуємо:

dW =
Z2

eff~ e2

2π c3
wfi

m2

×
∣

∣

∣

∣

∣

∑

α=1,2

e(α),∗ p(ki, kf )

∣

∣

∣

∣

∣

2

dΩph dνf . (45)

Цей вираз являє собою ймовiрнiсть випромiнювання
фотона з iмпульсом k (i з усередненням по поляри-
зацiї e(α)), де вже виконане iнтеґрування за кутами
руху частинки пiсля випромiнювання фотона. Така
ймовiрнiсть усереднена за всiма можливими напрям-
ками руху частинки пiсля випромiнювання й тому не
залежить вiд них.

Для опису випромiнювання фотона з iмпульсом k

з урахуванням напрямку nf
r руху (або тунелюван-

ня) частинки пiсля випромiнювання я визначу ймо-
вiрнiсть випромiнювання так:
Визначимо диференцiйну ймовiрнiсть по куту θ (i
диференцiйну ймовiрнiсть по тiлесному об’єму Ω) як
таку функцiю, iнтеґрал вiд якої за кутом θ з межа-
ми вiд 0 до π (об’ємний iнтеґрал за кутами θ i ϕ з
вiдповiдними межами) точно вiдповiдає повнiй iмо-
вiрностi випромiнювання (45).

Розгляньмо наступнi двi функцiї:

dW (ϕf , θf )

dΩph dΩf
=

dW (ϕf , θf )

dΩph sin θf d θf dϕf
=

Z2
eff ~ e2

2π c3
wfi

m2

d

dΩf

∣

∣

∣
p(ki, kf )

∣

∣

∣

2

,

dW (θf )

dΩph d cos θf
=

dW (θf )

dΩph sin θf d θf
=

Z2
eff ~ e2

2π c3
wfi

m2

d

sin θf dθf

∣

∣

∣
p(ki, kf )

∣

∣

∣

2

.
(46)

Використовуючи введенi вище визначення (39) для диференцiйних матричних елементiв, що залежать вiд
кута θ i тiлесного кута Ω, отримаємо:

dW (ϕf , θf )

dΩph dΩf
=

Z2
eff ~ e2

2π c3
wfi

m2

{

p (ki, kf )
d p∗(ki, kf ,Ωf )

dΩf
+ h.e.

}

,

dW (θf )

dΩph d cos θf
=

Z2
eff ~ e2

2π c3
wfi

m2

{

p (ki, kf )
d p∗(ki, kf , θf )

d cos θf
+ h.e.

}

.

(47)
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Можна бачити, що так побудованi функцiї точно
задовольняють таке визначення й тому можуть бути
використанi як визначення для кутових iмовiрностей.

Повна (iнтеґральна за кутами) ймовiрнiсть ви-
промiнювання дорiвнює:

W =
Z2

eff ~ e2

2π c3
wfi

m2

∣

∣

∣
p (ki, kf )

∣

∣

∣

2

. (48)

Iз (47) i (48) бачимо, що так визначенi кутовi ймовiр-
ностi є дiйсними.

Якщо ймовiрнiсть W має розмiрнiсть маси (у рацi-
ональнiй системi одиниць вона дорiвнює c−1) i збiгає-
ться з енерґетичною шириною Γ, то можна визначити
зворотну до неї величину τ :

τ =
~

Γ
, Γ = W. (49)

Згiдно з [24] (див. стор. 175), при розглядi переходу
системи з початкового стану в кiнцевий величина τ
являє собою тривалiсть життя частинки в початково-
му станi, тобто τ — тривалiсть життя α-частинки
до випромiнювання першого фотона.

Iмовiрнiсть випромiнювання є обернено пропорцiй-
ною до нормованого об’єму V , який можна вибрати
довiльно. Щоб одержати величину, яка характеризує
процес випромiнювання й не залежить вiд об’єму V ,
потрiбно подiлити ймовiрнiсть випромiнювання dW
на густину потоку j α-частинок, що вилiтають при
α-розпадi, яка також обернено пропорцiйна об’єму V .
Запишiмо ймовiрнiсть у такому виглядi:

dW (ϕf , θf ) = ni v(pi) · dP, (50)

де ni — середнє число частинок в одиницi об’єму (гус-
тина) до випромiнювання (у вибраному тут нормуван-
нi хвильової функцiї системи в початковому i-станi
маємо ni = 1), v(pi) — модуль швидкостi частинки,
що вилiтає в системi координат, у якiй центр розсiян-
ня не рухається (яка збiгається з лабораторною сис-
темою координат). Множник P пропорцiйний до еле-
мента тiлесного кута частинки пiсля її розсiювання
внаслiдок випромiнювання фотона, i ми будемо нази-
вати його абсолютною ймовiрнiстю (тодi як величи-
ну dw — вiдносною ймовiрнiстю).

Для частинок з кiнцевою масою маємо:

pi =
Ei vi

c2
. (51)

Звiдси одержимо:

vi =
c2 pi

Ei
, vi = |vi| =

c2 pi

Ei
. (52)

Ураховуючи, що у хвильовi функцiї частинки до й пiс-
ля випромiнювання фотона входить не iмпульс час-
тинки pi,f , а її хвильове число ki,f , перепишiмо вира-
зи для швидкостi так:

vi =
~ c2 ki

Ei
. (53)

Звiдси знаходимо рiвняння взаємозв’язку мiж вiднос-
ною й абсолютною ймовiрностями:

dP (ϕf , θf ) =
dW (ϕf , θf )

ni v(k)
= dW (ϕf , θf ) · Ei

~ c2 ki
(54)

i обчислюємо саму абсолютну ймовiрнiсть (ni = 1):

dP (ϕf , θf )

dΩph dΩf
=

Z2
eff e

2

2π c5
wph Ei

m2 ki

{

p (ki, kf )
d p∗(ki, kf ,Ωf )

dΩf
+ h.e.

}

,

d P (ϕf , θf )

dΩph d cos θf
=

Z2
eff e

2

2π c5
wph Ei

m2 ki

{

p (ki, kf )
d p∗(ki, kf ,Ωf )

d cos θf
+ h.e.

}

.

H. Мультипольний пiдхiд

Знайдiмо ймовiрнiсть випромiнювання залежно вiд кута θ для перших чисел lf = 1 i lph = 1. Iз (40) i (41)
запишiмо:

p̃1 (ki, kf ) =
√

2π ·
{

(−i)l
√

2l + 1
[

p̃M
l − i p̃E

l

]

}

∣

∣

∣

∣

∣

l=1

= −
√

6π
(

i p̃M
1 + p̃E

1

)

,

d p̃1 (ki, kf )

sin θ dθ
= −

√
6π

{

i
d p̃M

1

sin θ dθ
+

d p̃E
1

sin θ dθ

}

.

(55)

Пiдставляючи сюди розв’язки (40) i (41) для диференцiйних й iнтеґральних електричного й магнiтного ком-
понентiв вiд матричного елемента, отримаємо:
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p̃1 (ki, kf ) = −i
√

1

3
·
{

J(1, 0)− 7

10

√
2 · J(1, 2)

}

,

d p̃1 (ki, kf )

sin θ dθ
= i

√
6

8
·
{

3 J(1, 1) · cos θ −
√

2 J(1, 0) − J(1, 2) ·
(

1 − 3 sin2 θ
)

}

· sin2 θ.

(56)

Тепер знайдiмо вiдносну кутову ймовiрнiсть:

dWE1+M1
1 (θf )

dΩph d cos θf
=
Z2

eff ~ e2

8π c3
wfi

m2

{

[

J(1, 0) − 7

10

√
2 · J(1, 2)

]

×
[

J∗(1, 0) +
1√
2
J∗(1, 2) ·

(

1 − 3 sin2 θ
)

− 3√
2
J∗(1, 1) · cos θ

]

+ h.e.

}

· sin2 θ (57)

й абсолютну кутову ймовiрнiсть:

dPE1+M1
1 (θf )

dΩph d cos θf
=
Z2

eff e
2

8π c5
wfi

m2

Ei

ki

{

[

J(1, 0) − 7

10

√
2 · J(1, 2)

]

×
[

J∗(1, 0) +
1√
2
J∗(1, 2) ·

(

1 − 3 sin2 θ
)

− 3√
2
J∗(1, 1) · cos θ

]

+ h.e.

}

· sin2 θ. (58)

Вираз (57) можна переписати так:

dWE1+M1
1 (θf )

dΩph d cos θf
=

dWE1
1 (θf )

dΩph d cos θf
+ ∆

dWM1
1 (θf )

dΩph d cos θf
, (59)

де перший доданок має вигляд:

dWE1
1 (θf )

dΩph d cos θf
=
Z2

eff ~ e2

8π c3
wfi

m2

{

[

J(1, 0) − 7

10

√
2 · J(1, 2)

]

×
[

J∗(1, 0) +
1√
2
J∗(1, 2) ·

(

1 − 3 sin2 θ
)]

+ h.e.

}

· sin2 θ (60)

i визначає ймовiрнiсть випромiнювання фотона тiльки при врахуваннi електричного мультиполя випромiню-
вання E1. Другий доданок у (59) є таким:

∆
dWE1+M1

1 (θf )

dΩph d cos θf
= −3Z2

eff ~ e2

8
√

2 π c3
wfi

m2

{

[

J(1, 0) − 7

10

√
2 · J(1, 2)

]

J∗(1, 1) + h.e.

}

· sin2 θ cos θ (61)

i визначає корекцiю ймовiрностi випромiнювання при додатковому врахуваннi магнiтного мультиполя M1.
Звiдси видно, що знайдену корекцiю можна роздiлити на радiальний та кутовий компоненти. Тому, залежно
вiд кута, вона впливає на випромiнювання однаково для рiзних частот випромiнювання фотона.

I. α-ядерний потенцiал

Для опису взаємодiї мiж α-частинкою й дочiрнiм ядром скористаймося потенцiалом [16] (див. (6)–(10) у цiй
роботi, також див. [20, 21]) загального вигляду

V (r, θ, l, Q) = vC(r, θ) + vN (r, θ,Q) + vl(r), (62)

де кулонiвський vC(r, θ), ядерний vN (r, θ,Q) i вiдцентровий vl(r) компоненти мають такий вигляд:

vC(r, θ) =























2Ze2

r

(

1 +
3R2

5r2
β2Y20(θ)

)

, для r ≥ rm,

2Ze2

rm

{

3

2
− r2

2r2m
+

3R2

5r2m

(

2 − r3

r3m

)

β2 Y20(θ)

}

, для r < rm,

(63)

vN (r, θ,Q) =
V (A,Z,Q)

1 + exp
r − rm(θ)

d

, (64)

vl(r) =
l (l + 1)

2mr2
. (65)
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Параметри кулонiвського та ядерного компонентiв
ми визначимо вiдповiдно до [16] (див. (14), (16)–(19)
у цiй роботi):

V (A,Z,Q) = − (30.275− 0.45838Z/A1/3

+ 58.270 I − 0.24244Q), (66)

R = Rp (1 + 3.0909/R2
p) + 0.1243 t, (67)

Rp = 1.24A1/3 (1 + 1.646/A− 0.191 I), (68)

t = I − 0.4A/(A+ 200), (69)

d = 0.49290, (70)

I = (A− 2Z)/A. (71)

Також:

rm(θ) = 1.5268 +R(θ),

R(θ) = R (1 + β2Y20(θ)).
(72)

Тут A i Z — числа нуклонiв i протонiв дочiрнього яд-
ра вiдповiдно, Q — Qα-значення для α-розпаду, R —
радiус дочiрнього ядра, V (A,Z,Q, θ) — iнтенсивнiсть
(strength) ядерного компонента, rm — ефективний ра-
дiус ядерного компонента, d — параметр дифузностi,
Y20(θ) — сферична гармонiйна функцiя другого по-
рядку, θ — кут мiж напрямком вильоту α-частинки й
вiссю аксiальної симетрiї дочiрнього ядра, β2 — пара-
метр квадрупольної деформацiї дочiрнього ядра.

III. АНАЛIЗ

A. Теорiя й експеримент: спектри
випромiнювання для ядер 210Po, 214Po, 226Ra

i 244Cm

Щоб оцiнити ефективнiсть уведеного визначення
абсолютної ймовiрностi випромiнювання фотонiв i
точнiсть, яку видає модель, знайдiмо спектри випро-
мiнювання для ядер 210Po, 214Po i 226Ra, для яких уже
iснують експериментальнi данi на сьогоднi.

Найкращий результат в описi експериментальних
даних iз запропонованої моделi отримано для ядра
214Po. На рис. 1 зображено спектр абсолютної ймо-
вiрностi випромiнювання, обчислений за моделлю для
цього ядра, та новiтнi експериментальнi данi [20] (тут
немає нiякого нормування обчисленого спектра сто-
совно експериментальних даних). Iмовiрнiсть визна-
чаємо за формулою (58) у наближеннi l = 0 при
розрахунку матричного елемента p (w, ϑ) (тому що,
згiдно з оцiнками, врахування наступного значення l
не суттєво деформує отриманий спектр). Кут ϑ мiж
напрямками руху α-частинки (з урахуванням її ту-
нелювання) i випромiнювання фотона дорiвнює 90◦.

α–ядерний потенцiал визначаємо вiдповiдно до (62)–
(65), його параметри — за формулами (66)–(72). Qα-
значення дорiвнює 7.865 МеВ, згiдно з [28] (див.
стор. 63). Радiальнi компоненти хвильових функцiй
системи, що розпадається, у станах до випромiню-
вання фотона та пiсля нього визначаємо для тако-
го α-ядерного потенцiалу у сферично-симетричному
наближеннi (при β2 = 0). Для цього ядра ми також
маємо T exp1/2, α = 1.6 · 10−8 сек (див. [28, стор. 63] ).

Рис. 1. Абсолютна ймовiрнiсть гальмiвного випромiню-
вання й експериментальнi данi [20] при α-розпадi ядра
214Po.

На цьому малюнку можна бачити, що отриманий
спектр для 214Po досить добре узгоджується з екс-
периментальними даними для цього ядра в межах дi-
апазону вiд 100 кеВ до 750 кеВ.

На рис. 2 зображено обчисленi спектри абсолют-
ної ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-
розпадi ядер 210Po i 226Ra та експериментальнi да-
нi з [4] i [21] для цих ядер. У розрахунках абсолют-
на ймовiрнiсть випромiнювання, α-ядерний потенцi-
ал, його параметри, алґоритми розрахунку хвильових
функцiй i їхнi граничнi умови визначаємо й обчис-
люємо також, як для ядра 214Po. Тут я використо-
вую [28]: Qα-значення дорiвнює 5.439 МеВ для 210Po i
4.904 МеВ для 226Ra, кут ϑ мiж напрямками руху α-
частинки й випромiнювання фотона дорiвнює 90◦. На
малюнках можна бачити, що для обох ядер при ниж-
чих енерґiях випромiненого фотона знайденi спектри
розташованi трохи нижче вiд експериментальних да-
них, але для енерґiй, починаючи вiд 350 кеВ i вище,
досягнуто досить гарного збiгу мiж запропонованою
теорiєю та експериментом. Можна вiдзначити, що для
обох ядер збiжнiсть у розрахунку спектрiв виявляє-
ться гiрше в порiвняннi зi збiжнiстю при розрахунку
спектра для ядра 214Po, що можна пояснити бiльшою
довжиною областi тунелювання для цих двох ядер.
Звiдси можна зробити висновок: чим бiльша область
тунелювання для дослiджуваного ядра, тим гiрша
збiжнiсть у розрахунку спектра гальмiвного випро-
мiнювання та тим складнiше оцiнити й проаналiзу-
вати випромiнювання з областi тунелювання. Iз ма-
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люнкiв також можна бачити слабку вiдмiннiсть мiж
знайденим спектром абсолютної ймовiрностi випромi-
нювання, отриманим на основi мультипольної моделi,
i спектром вiдносної ймовiрностi випромiнювання, от-

риманим у пiдходi [19,21], що пов’язано з рiзними ком-
бiнацiями iнтеґралiв, якi становлять повний матрич-
ний елемент, через рiзнi розклади хвильової функцiї
випромiненого фотона.

Рис. 2. Абсолютна ймовiрнiсть гальмiвного випромiнювання при α-розпадi сферичного ядра 210Po i деформованого
ядра 226Ra у порiвняннi з експериментальними даними з [4] i [21] для цих ядер.

Тепер згадаймо, що менш вдало описано гальмiвне
випромiнювання для ядра 244Cm, що, можливо, при-
звело до подальшого його виключення з аналiзу рiз-
ними теоретиками. Але знайдiмо спектр абсолютної
ймовiрностi випромiнювання для цього ядра в описа-
ному вище пiдходi. Результати показано на рис. 3. У
розрахунках використано такi значення параметрiв:
Qα дорiвнює 5.940 МеВ (узято з [28]) i ϑ = 90◦.

Рис. 3. Абсолютна ймовiрнiсть гальмiвного випромiню-
вання при α-розпадi ядра 244Cm у порiвняннi з експери-
ментальними даними з [29].

Iз цього рисунка можна бачити, що знайдений спектр
розташований досить близько до верхньої межi поми-
лок експериментальних даних [29]. Це вказує на те,
що досить не погане узгодження мiж теорiєю й екс-
периментом можливе й для цього ядра, та цi експе-
риментальнi данi можна використовувати в подаль-
ших дослiдженнях для тестування моделей (головно,
це тестування абсолютних значень iмовiрностi випро-

мiнювання та загального нахилу спектра). Це пiдси-
лює ефективнiсть запропонованого визначення куто-
вої абсолютної ймовiрностi випромiнювання фотонiв,
побудованого на основi просторового розподiлу хви-
льової функцiї α-частинки, i пiдтверджує ефектив-
нiсть моделi в мультипольному пiдходi. Звiдси можна
зробити висновок, що запропонована модель є досить
гарною основою для аналiзу процесiв гальмiвного ви-
промiнювання при α-розпадi iнших ядер.

Рис. 4. Значення абсолютної ймовiрностi гальмiвного
випромiнювання при α-розпадi ядра 228Th та його iзото-
пiв.

B. Прогнози спектрiв випромiнювання
для iзотопiв Th

У працi [29] повiдомлено про поточнi експеримен-
тальнi вимiри гальмiвного випромiнювання при α-
розпадi ядра 228Th. Щоб пiдсилити цю роботу нови-

3201-11



С. МАЙДАНЮК

ми даними, оцiнимо абсолютну ймовiрнiсть випромi-
нювання для iзотопiв 228Th на основi запропонованої
вище моделi. Результати таких розрахункiв наведено
на рис. 4 та в таблицi. У розрахунках я використовую:
кут ϑ = 90◦, Qα-значення дорiвнює 5.555 МеВ (узято
з [28]). Iз цього малюнка явно видно, що зi зменшен-
ням Q-значення iзотопiв знижується й iмовiрнiсть га-

льмiвного випромiнювання. Це пiдтверджує висновок
про iснування прямої залежностi ймовiрностi випро-
мiнювання вiд довжини тунелювання через бар’єр,
що зроблено в [21] на основi аналiзу експерименталь-
них даних i теоретичних розрахункiв для ядер 226Ra i
214Po (уперше залежнiсть вiд енерґiй α-частинки була
проаналiзована в [30]).

Данi α-розпаду Iмов. гальм. випромiн., 1 / keV / розпад

Ap Qα, MeV T exp
1/2, α, sec 100 keV 200 keV 300 keV 400 keV 500 keV

212 7.987 3.0 E–2 3.0 E–9 8.1 E–10 2.7 E–10 9.5 E–11 3.5 E–11

218 9.881 1.1 E–7 7.5 E–9 2.5 E–9 1.0 E–9 4.7 E–10 2.2 E–10

222 8.164 2.8 E–3 5.2 E–9 1.3 E–9 4.6 E–10 1.7 E–10 7.0 E–11

226 6.487 2.5 E+3 2.9 E–9 5.6 E–10 1.3 E–10 3.5 E–11 9.4 E–12

228 5.555 8.3 E+7 1.8 E–9 2.8 E–10 4.9 E–11 1.0 E–11 1.9 E–12

Таблиця. Значення абсолютної ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-розпадi ядра 228Th та його iзотопiв.

IV. ВИСНОВКИ

У статтi представлено вдосконалену мультипольну
модель гальмiвного випромiнювання фотонiв, що су-
проводжує α-розпад (див. попереднiй варiант [17]).
Докладно викладено кутовий формалiзм визначення
матричного елемента випромiнювання. Запропонова-
но нове визначення кутової абсолютної ймовiрностi
випромiнювання фотонiв (тобто без нормування що-
до експериментальних даних) при α-розпадi, де на-
прямок руху α-частинки назовнi (та її тунелювання
пiд бар’єром) побудовано на основi кутового розпо-
дiлу її просторової хвильової функцiї. Ефективнiсть
уведеного такого визначення, формалiзму моделi й
точнiсть розрахунку спектрiв гальмiвного випромiню-
вання проаналiзовано при їхньому порiвняннi з експе-
риментальними даними для ядер 210Po, 214Po, 226Ra i
244Cm. Вiдзначимо таке.

• Найкращий результат досягнуто у збiгу мiж от-
риманою абсолютною ймовiрнiстю гальмiвного
випромiнювання для ядра 214Po та новiтнiми
експериментальними даними [20] для цього ж
ядра в областi енерґiй фотонiв вiд 100 кеВ до
750 кеВ (див. рис. 1, Qα = 7.865 МеВ, кут ϑ мiж
напрямками руху α-частинки й фотоном, що ви-
промiнюється, дорiвнює 90◦).

• Абсолютнi ймовiрностi гальмiвного випромiню-
вання при α-розпадi ядер 210Po i 226Ra, отри-
манi в цiй моделi, для низьких енерґiй фотонiв
розташованi трохи нижче вiд експерименталь-
них даних [4] i [21], але для енерґiй, починаю-
чи вiд 350 кеВ i вище, досягнуто збiгу мiж те-
оретичною кривою та експериментальними да-
ними (див. рис. 2, Qα = 5.439 МеВ для 210Po i
Qα = 4.904 МеВ для 226Ra, ϑ = 90◦).

• Абсолютна ймовiрнiсть гальмiвного випромiню-
вання для ядра 244Cm, отримана за моделлю,
розташована близько до верхньої межi поми-
лок експериментальних даних [29] (див. рис. 3,
Qα = 5.940 МеВ i ϑ = 90◦).

На основi цього зроблено висновок про досить точне
визначення абсолютної ймовiрностi гальмiвного ви-
промiнювання фотонiв при α-розпадi для довiльно об-
раного ядра на основi запропонованої моделi. Це дає
змогу прогнозувати спектри для нових ядер, аналi-
зувати залежностi. На цiй основi виконано прогно-
зи ймовiрностi гальмiвного випромiнювання при α-
розпадi ядра 228Th та його iзотопiв (в абсолютному
масштабi, уперше в повнiстю квантовому пiдходi).
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ДОДАТОК 1. КОЕФIЦIЄНТИ C
Mµ′

LF LP HN

Коефiцiєнт Cmµ′

lf lphn визначено так:

Cmµ′

lf lphn = (−1)lf+n+1−µ′+ |m+µ′|
2 (n, 1, lph

∣

∣ −m− µ′, µ′,−m)

×
√

(2lf + 1) (2n+ 1)

32π

(lf − 1)!

(lf + 1)!

(n− |m+ µ′|)!
(n+ |m+ µ′|)!

При lf = 1, lph = 1 i n = 0 маємо:

m = −µ′ = ±1 (73)

i коефiцiєнт Cmµ′

lf lphn набирає вигляду:

Cmµ′

110 = −
√

3

64π
· (011

∣

∣ 0, µ′,−m). (74)

При lf = 1, lph = 1 i n = 1 виконується (73) i отримаємо:

Cmµ′

111 =

√

9

64π
· (111

∣

∣ 0, µ′,−m). (75)

При lf = 1, lph = 1 i n = 2 властивiсть (73) не виконується. У такому випадку:

Cmµ′

112 = (−1)−µ′+ |m+µ′|
2

√

15

64π

(2 − |m+ µ′|)!
(2 + |m+ µ′|)! · (211

∣

∣−m− µ′, µ′,−m). (76)

Розпишемо цi коефiцiєнти при рiзних m = ±1 i µ′ = ±1:

C−1−1
112 =

1

16

√

5

2π
· (211

∣

∣ 2,−1, 1), C−11
112 = −1

8

√

15

π
· (211

∣

∣ 011),

C1−1
112 = −1

8

√

15

π
· (211

∣

∣ 0,−1,−1), C11
112 =

1

16

√

5

2π
· (211

∣

∣ − 2, 1,−1).

(77)

Пiдставляючи сюди значення для коефiцiєнтiв Клебша–Ґордона (згiдно з таблицею ПА.1 у [26, стор. 317]),
знаходимо:

C−1−1
110 = 0, C−11

110 = −1

8
·
√

3

2π
, C1−1

110 = −1

8
·
√

3

2π
, C11

110 = 0;

C−1−1
111 = 0, C−11

111 = −3

8
·
√

1

2π
, C1−1

111 =
3

8
·
√

1

2π
, C11

111 = 0;

C−1−1
112 =

1

16

√

3

2π
, C−11

112 = −1

8

√

3

2π
, C1−1

112 = −1

8

√

3

2π
, C11

112 =
1

16

√

3

2π
.

(78)

ДОДАТОК 2. ФУНКЦIЇ F
Mµ′

LF N (θ)

Розгляньмо функцiю fmµ′

lf n (θ):

fmµ′

lf n (θ) = P 1
lf

(cos θ) P 1
1 (cos θ) P |m+µ′|

n (cos θ), (79)

де Pm
l (cos θ) — приєднанi полiноми Лежандра (див. [25, стор. 752–754, (c,1)–(c,4)]; також див. [26, (2.6),

стор. 34]). При lf = 1 i n = 0, 1, 2 маємо:
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fmµ′

10 (θ) = P 1
1 (cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
0 (cos θ),

fmµ′

11 (θ) = P 1
1 (cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
1 (cos θ),

fmµ′

12 (θ) = P 1
1 (cos θ) P 1

1 (cos θ) P
|m+µ′|
2 (cos θ).

(80)

Розпишiмо при рiзних m = ±1 i µ′ = ±1:

f−1,−1
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

0 (cos θ) = 0,
f−11
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

0 (cos θ) = sin2 θ,
f1−1
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

0 (cos θ) = sin2 θ,
f11
10 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

0 (cos θ) = 0;

f−1,−1
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

1 (cos θ) = 0,
f−11
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

1 (cos θ) = sin2 θ cos θ,
f1−1
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

1 (cos θ) = sin2 θ cos θ,
f11
11 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

1 (cos θ) = 0;

f−1,−1
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

2 (cos θ) = 3 sin4 θ,
f−11
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

2 (cos θ) = 1
2 sin2 θ (3 cos2 θ − 1),

f1−1
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 0

2 (cos θ) = 1
2 sin2 θ (3 cos2 θ − 1),

f11
12 (θ) = P 1

1 (cos θ) P 1
1 (cos θ) P 2

2 (cos θ) = 3 sin4 θ.

(81)
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A MULTIPOLAR APPROACH FOR THE DESCRIPTION
OF BREMSSTRAHLUNG DURING α-DECAY

S. Maydanyuk
Institute for Nuclear Research NAS Ukraine,

41, Nauky Ave., Kyiv, UA–03680, Ukraine,

e-mail: maidan@kinr.kiev.ua

An improved multipolar model of bremsstrahlung accompanying α-decay is presented. A special emphasis is
given to the development of the angular formalism of matrix elements. A new definition of the angular probability
of the photon emission is introduced where direction of motion of the α-particle above the barrier (its tunneling
under the barrier) is defined on the basis of the angular distribution of its wave function. The spectra of the
absolute bremsstrahlung probability calculated on the basis of the model are found to be in a good agreement
with experimental data for the 210Po, 214Po, 226Ra and 244Cm nuclei. Predictions of the bremsstrahlung spectra
for the Th isotopes are made.
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