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У статтi подано результати дослiдження оптимiзацiйної задачi в моделi minority game в
ґауссовому наближеннi. Це наближення полягає в тому, що при усередненнi за дискретними
змiнними в методi реплiк здiйснено перехiд до усереднення за неперервними змiнними з нор-
мальним (ґауссовим) розподiлом. Розрахунки в наближеннi симетричних реплiк порiвнюються
з iншим вiдомим iз лiтературних джерел пiдходом.
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I. ВСТУП

Модель minority game створили для опису фондо-
вих ринкiв та вивчали в роботах [1–6]. На сьогоднi
minority game охоплює багатостороннi дослiдження
ринкових систем, тому наведемо коротко основнi по-
ложення minority game згiдно з [4].

У цiй моделi ринок розглядають як iгрову взає-
модiю N аґентiв. У кожен момент часу t i-ий аґент
(i = 1, . . . , N) може виконувати двi дiї: ai(t) = 1 (ку-
пiвля) або ai(t) = −1 (продаж). При цьому виграш
i-го аґента з ураховуванням дiй усiх аґентiв визнача-
ємо формулою:

ui(t) = −ai(t) A(t), де A(t) =

N
∑

i=1

ai(t). (1.1)

Тип взаємодiї (1.1) вiдображає правило меншостi —
виграє той, хто в кiнцевому пiдсумку перебуває в мен-
шостi. Виграш становить ai(t) = −sign(A(t)), про-
граш бiльшостi — (−|A(t)|). Усi аґенти мають доступ
до спiльної iнформацiї, яку в момент часу t опису-
ють цiлим числом µ(t) = 1, . . . , P . Оскiльки поведiнка
аґентiв впливає на ринок, то цю дiю позначають через
Aµ(t)(t). Загалом iснує 2P стратегiй, але вважається,
що кожен аґент вибирає iз загальної кiлькостi лише
S. Дiя аґента i, якщо вiн дотримується стратегiї s,
враховуючи iнформацiю µ(t), є aµ

s,i (для рiвноважно-
го випадку часову змiнну опускаємо). Вважаємо, що
число P досить велике, того ж самого порядку, що
N (макроскопiчне), а величина α = P/N скiнченна
при N → ∞. Значення µ описуємо певним розподiлом
ρµ незалежно для кожного часового кроку (задається
значення ρµ = 1/P ). Приймаємо також, що для кож-
ного часового кроку дiї аґентiв aµ

s,i є випадковими та
незалежними з ймовiрностями вибору дiй у кожному
станi:

P (aµ
s,i = +1) = P (aµ

s,i = −1) =
1

2
,

∀ i ∈ N, s = 1, . . . , S, µ = 1, . . . , P.

Гравцi дотримуються змiшаних стратегiй з iмовiрнос-
тями πs,i, що визначають iмовiрностi, з якими i-ий

аґент застосовує цю стратегiю (виконується очевид-
на рiвнiсть

∑

s πs,i = 1). Mножина змiнних πs,i задає
фазовий простiр моделi [4]. У фазовому просторi ви-
значають середнi значення величин:

〈Aµ〉 =

N
∑

i=1

S
∑

s=1

πs,i aµ
s,i . (1.2)

Як показано в [4, 5], однiєю з важливих рiвноважних
характеристик моделi є величина:

H =

P
∑

µ=1

ρµ

( N
∑

i=1

S
∑

s=1

πs,i aµ
s,i

)2

, (1.3)

що визначає флюктуацiї (1.2). Установлено також,
що (1.3) має властивостi гамiльтонiана системи [4]. У
зазначених роботах дослiджували мiнiмум величини
(1.3) на множинi змiнних πs,i при всеможливих реа-
лiзацiях {aµ

s,i}, за якими здiйснювалося усереднення:

H =
〈

min
π

H(π)
〉

a
. (1.4)

Вважається, якщо H > 0, то гра асиметрична (оскiль-
ки для деякого µ iснує Aµ > 0), якщо ж H = 0, то —
симетрична.

Оптимiзацiйна задача (1.4) вивчається методами
статистичної фiзики та зводиться до визначення ос-
новного стану гамiльтонiана (1.3), заданого на мно-
жинi динамiчних змiнних {πs,i}. Основний стан вiд-
повiдає “вiльнiй енерґiї ” системи, що описується га-
мiльтонiаном (1.3) при “нульовiй температурi” (або
для оберненої температури β → ∞). У зазначених ро-
ботах знайдено асимптотично точний розв’язок (1.4)
при N, P → ∞ та P/N = α ∼ 1 та визначено залеж-
нiсть H вiд параметра α.

Отримуючи розв’язок в [4,5], використовували роз-
клад за параметром β/N , який вважається малим
(а саме, використовували наближення cos(

√

β/Nx) '
exp(−β/(2N)x2). Так зазвичай чинять у задачах ста-
тистичної фiзики, оскiльки системи, якi вивчає ста-
тистична фiзика, мiстять макроскопiчну кiлькiсть
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частинок N ≈ 1020. Тому при дослiдженнi термодина-
мiчних властивостей статистичних систем величина
β/N в областi досить низьких температур (T = 1/β)
є малою. Однак в оптимiзацiйнiй задачi моделi minor-
ity game, незважаючи на достатню схожiсть, значення
N ≈ 103÷104, а реальний змiст мають лише значення
β → ∞. Зважаючи на сказане, трактування величини
β/N як малого параметра не є достатньо обґрунто-
ваним. Тому становить iнтерес розгляд способiв роз-
рахунку, у яких не використовують розкладу за па-
раметром β/N . В основi запропонованого в цiй стат-
тi способу побудови асимптотично точного розв’язку
лежить iдея граничних теорем теорiї ймовiрностей [8]
— сума досить великої кiлькостi однаково розподiле-
них величин є випадковою величиною, розподiленою
за нормальним (ґауссовим) законом.

II. МIНIМIЗАЦIЯ В МЕТОДI СТАТСУМИ

Як зазначалося, задача полягає у вивченнi мiнiму-
му гамiльтонiана H на множинi змiнних {πs,i} та усе-
редненнi за всiма реалiзацiями {aµ

s,i}. Як i при дослi-
дженнi основного стану фiзичних систем [7], мiнiмум
можна розглядати як значення гамiльтонiана систе-
ми при нулi “температури”. З цiєю метою визначають
статистичну суму системи:

Z(β) = Spπ exp(−βH(π)),

де β — “обернена температура”, Spπ позначає суму за
всiма можливими станами системи (iнтеґрал за змiн-
ними πs,i ∈ [0, 1] iз урахуванням умови

∑

s πs,i = 1),
позначення H(π) — вказує на функцiональну залеж-
нiсть вiд ймовiрностей змiшаних стратегiй {πs,i}. От-
же, мiнiмум гамiльтонiана визначають так:

min
π

H(π) = − lim
β→∞

1

β
ln Z(β). (2.1)

У (2.1) мiститься залежнiсть вiд усiх можливих реа-
лiзацiй дiй гравцiв aµ

s,i. Щоб отримати змiстовнi ве-
личини, потрiбно усереднити за всiма можливими дi-
ями гравцiв aµ

s,i. Пiсля усереднення величини ln Z(β)

за всiма aµ
s,i, яке ми позначимо 〈. . .〉a, отримаємо:

H =
〈

min
π

H(π)
〉

a
= − lim

β→∞

1

β
〈ln Z(β)〉a . (2.2)

III. УСЕРЕДНЕННЯ ЗА ҐАУССОВИМИ
ЗМIННИМИ ДЛЯ S = 2

Гамiльтонiан (1.3) розглянемо докладнiше для S =
2. Змiннi {πs,i} визначають iмовiрностi, а тому задо-
вольняють умову π1,i + π2,i = 1 для ∀ i. Враховуючи
цю умову, одну змiнну можна виключити. Зокрема
пiдставляючи π2,i = 1 − π1,i та виконуючи також за-
мiну змiнних π1,i = 1

2 (1 − πi). Пiсля очевидних пере-
творень запишемо гамiльтонiан у виглядi:

H = Ĉ0 +
∑

i

d̂iπ
2
i +

∑

i

ĥiπi + 2
∑

i<j

Ĵijπiπj +
∑

i<j

(

k̂ijπi + l̂ijπj

)

, (3.1)

де введенi позначення:

Ĉ0 =
1

4P

∑

µ

(

∑

i

aµ
i+

)2

, d̂i =
1

4P

∑

µ

(aµ
i−)2, ĥi =

1

4P

∑

µ

aµ
i−aµ

i+,

Ĵij =
1

4P

∑

µ

aµ
i−aµ

j−, k̂ij =
1

2P

∑

µ

aµ
i−aµ

j+, l̂ij =
1

2P

∑

µ

aµ
i+aµ

j−, aµ
i± = aµ

1,i ± aµ
2,i . (3.2)

Параметри гамiльтонiана (3.1) — випадковi величини, якi є сумою (за iндексом µ) незалежних випадкових
величин (3.2). Для великих значень P ∼ N , згiдно з граничними теоремами теорiї ймовiрностей [8], параметри
(3.1) наближено розподiляються за нормальним (ґауссовим) законом. Тому при усередненнi статсуми (2.2)
за розподiлами величин aµ

s,i перейдiмо до усереднення за ґауссовими розподiлами параметрiв гамiльтонiана.
Вказаний перехiд докладнiше описаний у додатку. В результатi отримуємо гамiльтонiан (формула (A.3)) iз
ґауссовим розподiлом параметрiв (A.11):

H =
1

2

∑

i

( di√
P

+ 1
)

π2
i +

1√
P

∑

i<j

Jijπiπj +
1√
P

∑

i<j

(

kijπi + lijπj

)

. (3.3)

Формула для мiнiмуму шуканої величини (2.2) на-
бере вигляду:

H =
N

2
− lim

β→∞

1

β
〈lnZ(β)〉Ψ , (3.4)

де

Z(β) =

∫

∏

i

dπi

2
exp(−βH),
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усереднення в (3.4) здiйснюємо з ґауссовим розподi-
лом (A.11) та врахуємо також, що

〈

C0

〉

a
= N/2. Фор-

мально задача пошуку мiнiмуму (1.2) звелася, згiдно
з формулами (3.3), (3.4), до дослiдження основного
стану невпорядкованої спiнової системи (з неперерв-
ним спiном π ∈ [−1, 1]).

IV. УСЕРЕДНЕННЯ ЗА ҐАУССОВИМИ
ЗМIННИМИ ДЛЯ ДОВIЛЬНОГО S

Подiбно можна виконати перехiд до ґауссових змiн-
них для довiльного S, наведемо лише основнi спiввiд-
ношення. Для ∀S гамiльтонiан (1.3) запишемо у ви-
глядi:

H = H0 + Hint, (4.1)

де позначено складники:

H0 =
∑

i,s

π2
s,i +

∑

i,s6=s′

d̂ss′

i πs,iπs′,i ,

Hint = 2
∑

i<j

s,s′

Ĵss′

ij πs,iπs′,j , (4.2)

а також:

d̂ss′

i =
1

P

∑

µ

aµ
s,i aµ

s′,i Ĵss′

ij =
1

P

∑

µ

aµ
s,ia

µ
s′,j . (4.3)

Нагадаємо, що змiннi πs,i в (4.2) не є незалежними, а
пов’язанi умовою

∑

s πs,i = 1 для довiльного i (див.
роздiл I). Оскiльки виключити одну зi змiнних πs,i

(для деякого s), як у випадку двох станiв (роздiл II),
простим способом не вдається, тому залишаємо всi
змiннi πs,i.

Параметри гамiльтонiана (4.3) є сумою однаково
розподiлених випадкових величин. Знайдiмо середнi
значення та дисперсiї доданкiв у сумах (4.3):

〈

d̂
ss′(µ)
i

〉

= 0,
〈

(d̂
ss′(µ)
i )2

〉

=
1

P 2

〈

Ĵ
ss′(µ)
ij

〉

= 0,
〈

(Ĵ
ss′(µ)
ij )2

〉

=
1

P 2
. (4.4)

Увiвши нормованi параметри, запишiмо гамiльтонiан
(4.1) у виглядi:

H = H0 + Hint, (4.5)

де вiдповiднi складники:

H0 =
∑

i,s

π2
s,i +

1√
P

∑

i,s6=s′

d̃ss′

i πs,iπs′,i ,

Hint =
2√
P

∑

i<j

s,s′

J̃ss′

ij πs,iπs′,j . (4.6)

iз нормовними величинами {d̃ss′

i }, {J̃ss′

ij } зiставляємо
випадковi змiннi, розподiленi за ґауссовим розподi-
лом, виконуючи аналогiчнi обчислення, що наведенi

в додатку. Вiдтак для величини (2.2) отримаємо ви-
раз:

H = − lim
β→∞

1√
αβ

〈

ln Z̄(β)
〉

Ψ
, (4.7)

де

Z̄(β) = Spπ exp(−βH̄), H̄ = H̄0 + H̄int,

H̄0 =
√

α
∑

i,s

π2
s,i +

1√
N

∑

i,s6=s′

dss′

i πs,iπs′,i

H̄int =
2√
N

∑

i<j

s,s′

Jss′

ij πs,iπs′,j ,

Spπ(. . . ) =

∫ ′
Dπ(. . . ), Dπ =

∏

s,i

dπs,i.

Усереднення в (4.7) здiйснюємо за нормованим ґа-
уссовим розподiлом параметрiв гамiльтонiана {dss′

i },
{Jss′

ij }, штрих бiля iнтеґрала вказує на виконання
умови

∑

s πs,i = 1 для довiльного i.

V. МЕТОД РЕПЛIК ДЛЯ S = 2

Конкретнi розрахунки наведемо для S = 2. При
цьому усереднення логарифма статсуми в (3.4) вико-
нуємо з використанням методу реплiк:

〈

lnZ(β)
〉

Ψ
= lim

n→0

1

n
ln

〈

Z(β)n
〉

Ψ
. (5.1)

Отже, шуканий мiнiмум (2.2) запишемо так:

H =
N

2
− lim

β→∞

1

β
lim
n→0

1

n
ln

〈

Z(β)n
〉

Ψ
. (5.2)

Статсуму системи n реплiк визначаємо виразом:

Z(β)n = Spπ exp(−βH(n)), (5.3)

де гамiльтонiан системи n реплiк має вигляд:

H(n) =
1

2

∑

i,a

( di√
P

+ 1
)

πa
i +

∑

i<j,a

Jij√
P

πa
i πa

j

+
1√
P

(

∑

i<j,a

kijπ
a
i +

∑

i<j,a

lijπ
a
j

)

. (5.4)

Iндекс a в (5.4) нумерує реплiки. У (5.3) використано
позначення:

Spπ(. . . ) =

∫ 1

−1

∏

i,a

dπa
i

2
(. . . ). (5.5)

Пiсля усереднення статсуми n реплiк в (5.2) за ґаус-
совим розподiлом отримаємо:

〈Z(β)n〉Ψ = Spπ exp
(

−βH
(n)
0 − βH

(n)
int

)

, (5.6)

де в (5.6) введенi позначення:
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H
(n)
0 =

1

2

∑

i,a

πa
i
2, (5.7)

H
(n)
int = − β

8P

∑

i

(

∑

a

πa
i
2
)2

− βN

2P

∑

i

(

∑

a

πa
i

)2

− β

2P

∑

i<j

(

∑

a

πa
i πa

j

)2

.

Складник гамiльтонiана H
(n)
int в (5.7) описує ефек-

тивну взаємодiю мiж реплiками. Першим доданком
у (5.7) можна знехтувати, оскiльки його внесок ∼
N0. Подальшi обчислення стандарнi та полягають у
факторизацiї iнтеґралiв за змiнними частинок. Увiв-
ши матрицю перекриття мiж реплiчними системами
Q̂ab = 1√

N

∑

i πa
i πb

i , складник гамiльтонiана H
(n)
int в

(5.7) можна записати у виглядi:

H
(n)
int = −βN

4P

∑

a,b

Q̂2
ab −

βN

2P

√
N

∑

a,b

Q̂ab. (5.8)

Далi, використовуючи пiдстановки P = αN та β =√
αβ, запишемо мiнiмум шуканої величини так:

H =
N

2
− lim

β→∞

1√
αβ

lim
n→0

1

n
ln Z̄(β)(n), (5.9)

де статсуму системи n реплiк пiсля вказаних перетво-
рень обчислюємо виразом:

Z̄(β)(n) = Spπ exp
(

−βH̄
(n)
0 − βH̄

(n)
int

)

, (5.10)

у якому

H̄
(n)
0 =

√
α

2

∑

i,a

πa
i
2,

H̄
(n)
int = −β

4

∑

a,b

Q̂2
ab −

β

2

√
N

∑

a,b

Q̂ab. (5.11)

Формула (5.11) визначає складники ефективного га-
мiльтонiана пiсля усереднення за ґауссовим розподi-
лом. Як видно, залежнiсть вiд параметра α мiститься
лише в доданку H̄

(n)
0 , який можна, за аналогiєю зi

спiновими системами, трактувати як одновузлову ан-
iзотропiю. Гамiльтонiан справедливий при α ∼ 1, що
належить областi значень параметра α, яку розгля-
даємо в моделi minority game. Використовуючи iнте-
ґральне перетворення, факторизуємо статсуму (5.10)
за змiнними частинок та запишемо iнтеґральне пред-
ставлення у просторi реплiчних змiнних:

Z̄(β)(n) = L

∫

DQ exp(NΦ(Q)), (5.12)

де позначено:

L =
( β√

2

)n2

, DQ =
∏

a,b

dQab√
2π

,

Φ(Q) = −β2

4

∑

a,b

Q2
ab + ln Z1(Q),

Z1(Q) =

∫ 1

−1

∏

a

dπa

2
exp(Φ1(Q)), (5.13)

Φ1(Q) = −β

√
α

2

∑

a

π2
a +

β2

2

∑

a,b

Qabπaπb

+
β2

2

(

∑

a

πa

)2

.

У границi N → ∞ iнтеґрали в (5.12) обчислюємо ме-
тодом Лапласа та отримуємо:

Z̄(β)(n) ' exp(NΦext(Q)). (5.14)

Змiннi Q в (5.14) визначаємо з рiвнянь стацiонарностi:

∂Φ(Q)

∂Qab

= 0 → Qab =
〈

πaπb

〉

π
. (5.15)

У (5.15) позначено:

〈

. . .
〉

π
=

1

Z1(Q)

1
∫

−1

∏

a

dπa

2
exp

(

Φ1(Q)
)(

. . .
)

. (5.16)

Множник L дає нульовий внесок у границi n → 0, i
ми його опускаємо.

VI. НАБЛИЖЕННЯ СИМЕТРИЧНИХ РЕПЛIК

Зазвичай розв’язок задачi в методi реплiк почина-
ють з наближення симетричних реплiк. Це вiдповiдає
виборовi матрицi перекриття у виглядi:

Qab = (Q − q)δab + q. (6.1)

Пiдставляючи (6.1) у вираз для Φ1(Q) (5.13) та вра-
ховуючи основнi внески при n → 0, отримаємо:

Φ1(Q)S = −β

√
α

2

∑

a

π2
a +

β2

4
(Q − q)

∑

a

π2
a

+
β2(1 + q)

2

(

∑

a

πa

)2

. (6.2)

Це дає змогу факторизувати iнтеґрали за реплiчними
змiнними при обчисленнi Z1(Q) (5.13), зокрема:

ZS
1 (Q) =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp
(

−z2/2
)

I(z)n, (6.3)

де

I(z) =

∫ 1

−1

dπ

2
(6.4)

× exp
(

−β

√
α

2
π2 +

β2

2
(Q − q)π2 + β

√

1 + qπz
)

.

У результатi для шуканої величини (5.2) в наближен-
нi симетричних реплiк одержимо:
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H/N =
1

2
+

1

4

β(Q2 − q2)√
α

− 1√
αβ

〈

ln
(

I(z)
)〉

z
, (6.5)

де позначено:

〈. . . 〉z =

∫ ∞

−∞

dz√
2π

exp
(

−z2/2
)

(. . . ) .

Система рiвнянь для точки екстремуму набере вигля-
ду:

Q =
〈〈

π2
〉

π

〉

z
, q =

〈〈

π
〉2

π

〉

z
, (6.6)

де введено позначення:

〈

. . .
〉

π
=

1

I(z)

∫ 1

−1

dπ

2

× exp
(

−β

√
α

2
π2 +

β2

2
(Q − q)π2 + β

√

1 + qπz
)

(

. . .
)

.

Систему рiвнянь (6.6) можна також записати так:

β(Q − q) =
1√

1 + q

〈

z
〈

π
〉

π

〉

z
, q =

〈〈

π
〉2

π

〉

z
. (6.7)

VII. РОЗВ’ЯЗОК ПРИ β → ∞

Iз першого рiвняння (6.7) видно, що iснують роз-
в’язки, за яких величина β(Q− q) скiнченна при β →
∞. Тому покладiмо, що в границi β → ∞: Q = q = q0

та β(Q − q) = χ0. Усi наступнi обчислення пов’яза-
нi з асимптотикою iнтеґрала (6.4) при β → ∞, який
матиме вигляд:

I(z) =

∫ 1

−1

dπ

2

× expβ
(

−
√

α

2
π2 +

1

2
χ0π

2 +
√

1 + q0πz
)

. (7.1)

Як видно iз (7.1), асимптотика суттєво залежить вiд
спiввiдношення мiж величинами α та χ0.

Неважко показати, що невiд’ємнi значення H от-
римуємо лише у випадку

√
α > χ0. Тому, виконуючи

в (7.1) пiдстановку χ0 =
√

α(1 − τ) (0 < τ < 1) та
масштабнi перетворення β → β/

√
α та z → √

αz, от-
римаємо:

I(z) =

∫ 1

−1

dπ

2
exp β

(

−τ

2
π2 +

√

1 + q0πz
)

. (7.2)

Формула для шуканого мiнiмуму перейде в таку:

H/N =
1

2
+

1 − τ

2
q0 −

1

β
〈ln I(z)〉z . (7.3)

Невiдомi параметри τ та q0 визначаємо з системи рiв-
нянь:

1 − τ =
1√

1 + q0

〈

z
〈

π
〉

π

〉

z
, q0 =

〈〈

π
〉2

π

〉

z
. (7.4)

У формулах (7.3) та (7.4) використано позначення:

〈. . . 〉z =

∞
∫

−∞

√
αdz√
2π

exp
(

−αz2/2
)

(. . . ) .

Iнтеґрал (7.2) в границi β → ∞ обчислюємо методом
Лапласа, та основний внесок виникає вiд точки мак-
симуму функцiї:

ϕ(π) = −τ

2
π2 +

√

1 + q0πz.

Положення точки максимуму πmax ∈ [−1, 1] залежить
вiд значення z, зокрема:

πmax(z) =











−1, якщо z < −z0;
π0, якщо −z0 < z < z0;
1, якщо z > z0,

(7.5)

де в (7.5) введенi позначення:

π0 =

√
1 + q0 z

τ
, z0 =

τ√
1 + q0

.

У результатi для (7.3) отримаємо вираз:

H/N =
1

2
+

1 − τ

2
q0 −

〈

ϕ(πmax(z))
〉

z
(7.6)

та систему рiвнянь параметрiв q0, τ :

1 − τ =
1√

1 + q0

〈

zπmax(z)
〉

z
, q0 =

〈

πmax(z)2
〉

z
. (7.7)

Iнтеґрали за z у формулах (7.6), (7.7) обчислюємо
аналiтично. Вони виражаються через функцiю похи-
бок erf(x) = 2/

√
π

∫ x

0 dt exp(−t2/2). Вiдповiднi вирази
дещо громiздкi, тому ми їх не наводимо. Для (7.6),
пiсля нескладних алґебраїчних перетворень, отриму-
ємо вираз:

H/N = (1 + q0)(τ − 1/2) = (1 + q0)
(

1/2− χ0√
α

)

. (7.8)

Iз формули (7.8) випливає, що H перетворюється в
нуль, якщо χ0c = 1/2

√
αc. Розв’язуючи чисельно сис-

тему рiвнянь (7.7) та пiдставляючи розв’язки в (7.6),
одержуємо, що αc ' 1.3. На рис. 1 наведено залеж-
ностi мiнiмуму (7.8) вiд параметра α, знайденi в цiй
статтi та на основi працi [5]. Iз порiвняння видно та-
кож, що крива визначена в цiй роботi, лежить нижче,
тобто отримано менше значення мiнiмуму (2.1). Чи-
сельно можна показати також, що сприйнятливiсть
χ0c(α) як функцiя α в точцi αc досягає максимуму.
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Рис. 1. Порiвняння значень величини H отриманих рiз-
ними методами; 1 — за формулами роботи [5], 2 — резуль-
тат цiєї працi.

VIII. СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ

Як вiдомо [9], наближення симетричних реплiк дає
незадовiльнi результати в областi низьких темпера-
тур. Причиною цього [9] є те, що деякi власнi значен-
ня матрицi других похiдних (гессiана) для симетрич-
них реплiк у низькотемпературнiй областi перетворю-
ються в нуль. Вихiд iз ситуацiї полягає в побудовi роз-
в’язкiв iз порушенням реплiчної симетрiї [10, 11].

Отже, для дослiдження стiйкостi реплiко-
симетричних розв’язкiв виконаймо перевiрку додат-
ної визначеностi квадратичної форми −δ2Φ(Q) (5.13)
змiнних δQ̂ab в околi реплiко-метричного розв’яз-
ку. Розгляньмо матрицю Гессе для цiєї квадратичної
форми:

Ĥab,cd = −δ2Φ(Q)
/

δQ̂abδQ̂cd .

Порядок матрицi Гессе — n2, i для зручностi предста-
вимо її у виглядi субматрицi, що складається з квад-
ратних матриць n-го порядку. Для цього введемо век-
тор λi = (Qi1 . . . Qin) для i = 1 . . . n. Тодi матрицю
Гессе можна записати так:

Ĥ = ‖Aij‖, i = 1 . . . n, j = 1 . . . n, (8.1)

де Aij — матрицi визначаються формулами:

Aij = −δ2Φ(Q)
/

δλiδλj .

Для елементiв матриць Aij на основi формул (5.13)
отримаємо:

(Aij)αβ = δijδαβ (8.2)

− β2

2

[〈

πiπαπjπβ

〉

π
−

〈

πiπα

〉

π

〈

πjπβ

〉

π

]

.

Усереднення в (8.2) здiйснюємо згiдно з (5.16), а та-
кож при обчисленнi (8.2) опускаємо несуттєвий множ-
ник β2/2. Враховуючи систему рiвнянь для точки екс-
темуму (5.15), елементи матриць (8.2) можна записа-
ти також у виглядi:

(Aij)αβ = δijδαβ − β2

2

[〈

πiπαπjπβ

〉

π
− QiαQjβ

]

. (8.3)

Розгляньмо докладнiше елементи матрицi aαβ =
(A11)αβ . Для симетричних реплiк отримаємо:

a11 = 1 − β2

2

[〈

〈

π4
〉

π

〉

z
− Q2

]

, (8.4)

aαα = 1 − β2

2

[〈

〈

π2
〉2

π

〉

z
− q2

]

для α 6= 1,

a1α = −β2

2

[〈

〈

π3
〉

π

〈

π
〉

π

〉

z
− Qq

]

для α 6= 1,

aαβ = −β2

2

[〈

〈

π2
〉

π

〈

π
〉2

π

〉

z
− q2

]

для α 6= β 6= 1.

Змiст усереднень у (8.4) визначений формулами (6.5)
та (6.6). Проiлюструймо порушення додатної визначе-
ностi матрицi Гессе при β → ∞. Для цього скориста-
ємося критерiєм додатної визначеностi матриць [12],
згiдно з яким усi головнi мiнори матрицi Гессе (8.1)
повиннi бути додатними. Оскiльки матриця A11 мiс-
титься у верхньому лiвому кутi субматрицi Ĥ , то вiд-
повiдно матриця A11 також повинна бути додатно ви-
значеною. Iз формул (8.4) випливає, що при β → ∞:

〈

〈

π4
〉

π

〉

z
− Q2 →

〈

πmax(z)4
〉

z
− q2

0 . (8.5)

Ураховуючи рiвняння для q0, вираз (8.5) можна за-
писати у виглядi:

〈(

πmax(z)2 −
〈

πmax(z)2
〉

z

)2〉

z
> 0. (8.6)

Iз додатностi (8.6) випливає, що при β → ∞ величина
стає a11 < 0 та матриця Гессе перестає бути додат-
но визначеною. Як уже вказувалось вище, у цьому
випадку необхiдний розрахунок iз порушенням реп-
лiчної симетрiї.

ВИСНОВКИ

У цiй статтi запропоновано пiдхiд до задачi мiнiмi-
зацiї в моделi minority game, що дозволяє отримати
асимтотично точний розв’язок. На основi iдей цен-
тральних теорем теорiї ймовiрностей здiйснено пе-
рехiд вiд усереднення за дискретними змiнними до
усереднення за неперервними ґауссовими змiнними.
При цьому оптимiзацiйна задача набуває форми по-
шуку основного стану системи невпорядкованої спiно-
вої системи (3.3), гамiльтонiан якої мiстить парамет-
ри, розподiленi за нормованим ґауссовим розподiлом.

Конкретнi розрахунки проведенi для S = 2 в набли-
женнi симетричних реплiк та визначена залежнiсть
величини (1.4) вiд параметра α. Знайдене значення
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мiнiмуму виявляє розбiжностi з вiдомими лiтератур-
ними даними. Зокрема H перетворюється в нуль при
α ' 1.3 та набуває менших, нiж в [5], значень в облас-
тi α > 1.3. Причиною розбiжностей, на нашу думку,
є неправомiрнiсть розгляду величини β/N як мало-
го параметра при β → ∞, що використовувалося в
цитованих роботах. Безперечно, це питання потребує
подальших дослiджень. Зокрема слiд урахувати пору-
шення реплiчної симетрiї, а також розглянути можли-
вi поправки до ґауссових розподiлiв параметрiв гамi-
льтонiана. Цi задачi будуть предметом окремої робо-
ти.

ДОДАТОК

Використовуючи стандартну методику [8], знайдi-
мо середнi значення та дисперсiї випадкових величин
— параметрiв гамiльтонiана (3.2). Iз (3.2) також лег-
ко бачити, що ĥi ≡ 0 для ∀ i. Для решти параметрiв
отримаємо:

d0 =
〈

dµ
i

〉

a
=

1

2P
, σ2

d =
〈

dµ
i

2〉

a
− d2

0 =
1

4P 2
,

J0 =
〈

Jµ
ij

〉

a
= 0, σ2

J =
〈

Jµ
ij

2〉

a
=

1

4P 2
, (A.1)

〈

kµ
ij

〉

a
=

〈

lµij
〉

a
= 0, σ2

k =
〈

(kµ
ij)

2
〉

a
=

〈

(lµij)
2
〉

a
=

1

P 2
,

де iндекс µ в (A.1) позначає доданки вiдповiдних ве-
личин у сумах (3.2). На основi (A.1) перейдiмо до нор-
мованих величини, для яких середнi та дисперсiї до-
рiвнюють вiдповiдно 0 та 1, позначатимемо їх вiдпо-
вiдними буквами зi знаком ∼ :

d̂i =
1

2

( d̃i√
P

+ 1
)

, Ĵij =
J̃ij

2
√

P
,

k̂ij =
k̃ij√
P

, k̂ij =
l̃ij√
P

. (A.2)

Гамiльтонiан (1.3) (стала C0 = N/2), записаний у нор-
мованих параметрах, набере вигляду:

H =
1

2

∑

i

( d̃i√
P

+ 1
)

π2
i +

1√
P

∑

i<j

J̃ijπiπj

× +
1√
P

∑

i<j

(

k̃ijπi + l̃ijπj

)

. (A.3)

Параметри гамiльтонiана (A.3) є функцiями змiнних
aµ

s,i. Перехiд вiд усереднення за змiнними aµ
s,i до усе-

реднення за введеними параметрами гамiльтонiана
здiйснюємо за допомогою δ-функцiй Дiрака за фор-
мулою:

〈

Φ(d̃, J̃ , k̃, l̃)
〉

a
=

∫

DdDJDkDlΨ(d, J, k, l)Φ(d, J, k, l), (A.4)

де Ψ(d, J, k, l) =
〈

δ(d− d̃)δ(J − J̃)δ(k − k̃)δ(l− l̃)
〉

a
має змiст густини ймовiрностi розподiлу змiнних {di}, {Jij},

{kij}, {lij}. Тут уведенi також позначення:

Dd =
∏

i

ddi, DJ =
∏

i<j

dJij , Dk =
∏

i<j

dkij , Dl =
∏

i<j

dlij , (A.5)

δ(d − d̃)δ(J − J̃)δ(k − k̃)δ(l − l̃) =
∏

i

δ(di − d̃i)
∏

i<j

δ(Jij − J̃ij)δ(kij − k̃ij)δ(lij − l̃ij).

Для наближеного обчислення Ψ(d, J, k, l) стандартно [8] визначаємо характеристичну функцiю:

ϕ(y, z, v, t) =
∫

DdDJDkDlΨ(d, J, k, l) exp(iyd + izJ + vk + ilt) =
〈

exp(iyd̃ + izJ̃ + ivk̃ + it̃l)
〉

a
, (A.6)

де позначено:

yd =
∑

i

yidi, zJ =
∑

i<j

zijJij ,

vk =
∑

i<j

vijkij , tl =
∑

i<j

tij lij . (A.7)

В експонентi (A.6) змiст позначень задаємо форму-
лами (A.7), лише, замiсть величин {di}, {Jij}, {kij},
{lij}, потрiбно пiдставити вирази (A.2). Характерис-
тична функцiя (A.6) факторизується за iндексом µ. У
результатi отримаємо:

ϕ(y, z, v, t) =
〈

exp(iyd̃1 + izJ̃1 + ivk̃1 + it̃l1
〉P

a1

. (A.8)

Iндекс 1 в (A.8) вказує, що береться один доданок iз
суми за µ у вiдповiдних виразах, якi визначають d̃,
J̃ , k̃, l̃. У границi великих P в прийнятiй методицi [8]
експоненту в (A.8) розкладаємо в ряд та враховуємо
головнi члени розкладу за 1/P (iнакше враховують-
ся члени до другого порядку включно за змiнними
y, z, v, t). При цьому для виниклих середнiх вiдмiнни-
ми вiд нуля є такi:
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〈

d̃id̃j

〉

a1

=
δij

P
,

〈

J̃ij J̃kl

〉

a1

=
δikδjl

P
,

〈

k̃ij k̃kl

〉

a1

=
δikδjl

P
,

〈

l̃ij l̃kl

〉

a1

=
δikδjl

P
. (A.9)

Це дає змогу записати характеристичну функцiю
(A.8) в границi P → ∞ у виглядi:

ϕ(y, z, v, t) ≈ exp
(

−1

2

(

y2 + z2 + v2 + t2
)

)

. (A.10)

Змiст позначень у (A.10) вiдповiдає (A.7). Виконуючи
Фур’є-перетворення характеристичної функцiї (A.10),
отримаємо асимптотику функцiї розподiлу парамет-
рiв гамiльтонiана Ψ(d, J, k, l).

Ψ(d, J, k, l) =
∏

i

1√
2π

exp
(

−1

2
d2

i

)

∏

i<j

1√
2π

× exp
(

−1

2
J2

ij −
1

2
k2

ij −
1

2
l2ij

)

. (A.11)
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THE GAUSSIAN APPROXIMATION IN THE MINORITY GAME MODEL

V. Yanishevsky
Ivan Franko State Pedagogical University of Drohobych

24 Ivan Franko St., Drohobych, UA–82100, Ukraine

The paper focuses on the outcomes of a study of the optimization process in the minority game model in
the Gaussian approximation. The given approximation consists in the fact that the averaging over the discrete
variables in the replica method a transition is made into an averaging over continuous variables with a normal
(Gaussian) distribution. The calculations in the symmetric replicas approximation is being compared with other
approaches available in the literature.
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