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Узагальнено правила квантування Бора-Зоммерфельда i формули Гамова для ширини
квазiстацiонарного рiвня з урахуванням релятивiзму, спiна та лоренц-структури потенцiа-
лiв взаємодiї. Побудовано релятивiстську квазiкласичну теорiю йонiзацiї кулонiвської системи
(VCoul = −ξ/r) радiально-постiйними далекодiйними скалярним (Sl.r. = (1−λ)(σr +V0)) i век-
торним (Vl.r. = λ(σr + V0)) полями. У граничних випадках одержано наближенi аналiтичнi
вирази для положення Er i ширини Γ пiдбар’єрних резонансiв, якi демонструють сильну за-
лежнiсть Γ вiд енерґiї зв’язаного рiвня й коефiцiєнта змiшування λ. Також отримано простi
аналiтичнi формули для асимптотичних коефiцiєнтiв дiракiвських радiальних хвильових фун-
кцiй у нулi та на нескiнченностi.
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I. ВСТУП

Широке коло задач iз рiзних дiлянок фiзики — фi-
зики елементарних частинок, ядерної фiзики, фiзи-
ки атомних зiткнень та iнших — пов’язане з уявлен-
нями про формування та розпад нестабiльних (ква-
зiстацiонарних) станiв квантових систем [1]. Власти-
востi таких станiв становлять iнтерес для дослiджен-
ня йонiзацiї атомiв, йонiв i напiвпровiдникiв пiд дi-
єю постiйних й однорiдних електричного та магнiтно-
го полiв [2], для опису кластерних розпадiв атомних
ядер [3] та ефектiв спонтанного народження позитро-
нiв [4, 5], при розглядi вакуумної оболонки надкри-
тичного атома [4–6], а також з погляду дослiдження
рiвняння Дiрака в сильних зовнiшнiх полях.

Релятивiстська теорiя розпадних станiв досить доб-
ре розроблена для випадкiв, коли складники потен-
цiалу взаємодiї фермiона iз зовнiшнiми полями на-
лежать до векторного типу, тобто є компонентами
лоренц-вектора Aµ [2, 5–7]. Водночас внутрiшня ло-
гiка розвитку теорiї розпадних станiв диктує, мабуть,
постановку цiлої низки якiсно нових задач, якi похо-
дять iз ядерної фiзики та фiзики елементарних час-
тинок. Так, наприклад, кваркова структура нуклонiв
та багатокварковi стани в ядрi змушують по-новому
подивитися i на природу внутрiшньоядерних сил. Пiд
стимулюючим впливом КХД проблема прояву кварк-
глюонних степенiв свободи в атомних ядрах i ядер-
них процесах одержала в останнє десятилiття новий
розвиток i тепер, без сумнiву, становить головну пер-
спективу фундаментальних дослiджень у цiй галузi
ядерної фiзики (див., наприклад, [8]).

Як вiдомо, проблема проходження крiзь потенцi-
альнi бар’єри лежить в основi теоретичного розгля-
ду явищ кластерних розпадiв атомних ядер i неста-
бiльних резонансних станiв сильно взаємодiючих еле-

ментарних частинок. Послiдовний теоретичний опис
таких явищ повинен базуватися на релятивiстських
хвильових рiвняннях з урахуванням того, що взаємо-
дiї мiж елементарними частинками можуть здiйсню-
ватися (крiм електромагнiтних) i силами, якi не зале-
жать вiд електричного заряду. Такими є, наприклад,
ядернi взаємодiї мiж нуклонами, зумовленi взаємодi-
єю нуклонiв iз мезонним полем. Такi сили вперше увiв
I. Е. Тамм ще в 1934 р. [9], а останнiми роками век-
торний i псевдовекторний варiанти цих взаємодiй до-
кладно розглядали автори вiдомої монографiї [7]. З
погляду нових задач теорiї сильних взаємодiй стано-
вить iнтерес дослiдження загальнiшого випадку, коли
частинка зi спiном 1/2 взаємодiє зi скалярним i век-
торним полями одночасно. Як вiдомо, на сьогоднi є
всi пiдстави вважати, що мiж кварками в гадронах
iснують так i взаємодiї.

Основнi труднощi теорiї квазiстацiонарних станiв (у
зазначених вище застосуваннях) зумовленi тим, що
взаємодiї в багатьох випадках не можуть бути описа-
нi в межах стандартних методiв, якi використовують
розклади за малим енерґетичним параметром. У за-
дачах, пов’язаних з описом квазiстацiонарних станiв
релятивiстських складених систем, з’являються до-
датковi труднощi, якi виникають щоразу, коли дово-
диться розв’язувати рiвняння Дiрака з невiдокремлю-
ваними змiнними. У сучаснiй теорiї розпадних станiв
цi труднощi обходять за допомогою розвинутої в робо-
тах [2,10] релятивiстської версiї методу уявного часу,
що дає змогу обчислювати ймовiрнiсть тунелювання
релятивiстських частинок крiзь потенцiальнi бар’єри,
у тому числi такi, що не мають сферичної симетрiї.

Хоча цей метод має евристичну силу i фiзичну на-
очнiсть, його все ж не можна вважати строго мате-
матично обґрунтованим, незважаючи на деякi спро-
би в цьому напрямку [2, 11]. Як вiдомо, врахування
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кулонiвської взаємодiї мiж електроном, що вилiтає, й
атомним остовом у межах методу уявного часу стано-
вить значнi труднощi i, наприклад, у теорiї багатофо-
тонної йонiзацiї атомiв [2] не виконано повною мiрою
i до сьогоднi.

На щастя, багато цiкавих питань релятивiстської
теорiї квазiстацiонарних станiв можна з’ясувати на
прикладi простих моделей, якi дають змогу знайти
точний або асимптотично точний розв’язок рiвнян-
ня Дiрака. Iз рiзноманiття задач такого типу тут ми
розглянемо гiбридну версiю (13) сферичної моделi
ефекту Штарка (СМЕШ). Включення в стандартну
СМЕШ “нових” взаємодiй, пов’язаних iз скалярним
полем, вiдкриває новi можливостi для її застосувань
у релятивiстськiй ядернiй фiзицi та КХД. У загальнi-
шому контекстi ставиться нестандартна модельна за-
дача вивчити вплив на систему кулонiвських рiвнiв
разом узятих радiально-постiйних скалярного i век-
торного полiв. Не зважаючи на те, що це питання
ставили ще в раннiх дослiдженнях [12], практичної
кiлькiсної оцiнки для зсуву рiвня i його ширини так
i не було зроблено. Вже у цiй простiй моделi виникає
багато цiкавих ефектiв, характерних для електрично-
го i скалярного полiв.

Квазiстацiонарнi розв’язки рiвняння Дiрака в скла-
деному полi (13) при 1/2 < λ 6 1 i вiдповiдний комп-
лексний спектр енерґiї породжуються умовою випро-
мiнювання, тобто вимогою, щоб розв’язки F (r), G(r)
на нескiнченностi являли собою розбiжну хвилю (див.
формулу (21) в [13]). Якщо E дiйсне, то такого роз-
в’язку нема, однак iснує нескiнченно багато комплек-
сних квазiстацiонарних рiвнiв E = Er − iΓ/2 з експо-
ненцiально малою уявною частиною Γ.

Для поля (13), що складається iз сумiшi кулонiв-
ського та радiально-постiйних векторного i скалярно-
го полiв, рiвняння Дiрака роздiляється у сферичних
координатах, що, здавалося б, повинно iстотно полег-
шити обчислення положення Er i ширини Γ резонан-
су. Вiдзначимо, однак, що при стандартному пiдходi
(числове розв’язання системи Дiрака) ми наштовхує-
мося на вiдомi труднощi, пов’язанi з експоненцiйним
зростанням гамiвської хвильової функцiї (при r → ∞)
квазiстацiонарного стану. Через складнiсть цiєї задачi
розв’яжемо її у квазiкласичному наближеннi, що дає
для положення резонансу Er i його ширини Γ кориснi
аналiтичнi вирази. Крiм мiркувань зручностi, метод
ВКБ, або квазiкласичне наближення, має низку прин-
ципових переваг порiвняно з iншими методами. Як вi-
домо, на вiдмiну вiд теорiї збурень це наближення не
пов’язане з малiстю взаємодiї i тому має ширшу об-
ласть застосовностi, що дає змогу дослiджувати якiс-
нi закономiрностi в поведiнцi та властивостях кванто-
вомеханiчних систем. Iнша важлива перевага методу
полягає в тому, що вiн однаковою мiрою застосовний
до випадкiв як електромагнiтного, так i скалярного
зовнiшнiх полiв. Далi розглядаємо ту версiю методу
ВКБ, яка запропонована в [13–15] i може використо-
вуватися як для дискретного спектра, так i для опису
квазiстацiонарних станiв (резонансiв).

Стисло опишемо змiст роботи. У розд. II про-

ведено узагальнення правила квантування Бора–
Зоммерфельда на релятивiстський випадок, коли час-
тинка спiну 1/2 взаємодiє зi скалярним i векторним
зовнiшнiми полями одночасно. У наступному роздiлi
розглянуто питання про те, як за допомогою мето-
ду ВКБ знаходити з прийнятною точнiстю асимпто-
тичнi коефiцiєнти хвильової функцiї в нулi та на не-
скiнченностi. Четвертий роздiл присвячено побудовi
квазiкласичної теорiї йонiзацiї кулонiвської системи
радiально-постiйними скалярним i векторним поля-
ми, яка враховує релятивiстськi ефекти i спiн фермi-
она. У граничних випадках σ/ξm̃2 � 1 i σγ/Ẽ2

r � 1
одержано наближенi аналiтичнi вирази для ширини Γ
пiдбар’єрних резонансiв, якi демонструють сильну за-
лежнiсть Γ вiд енерґiї зв’язаного рiвня Er i параметра
змiшування λ.

II. ПОЛОЖЕННЯ КВАЗIСТАЦIОНАРНИХ
СТАНIВ

Пiсля вiдокремлення кутових змiнних у рiвняннi
Дiрака зi сферично-симетричними векторним V (r) та
скалярним S(r) потенцiалами взаємодiї виникає сис-
тема рiвнянь першого порядку для радiальних функ-
цiй F i G (c = 1):

~
dF

dr
+

k̃

r
F − [(E − V (r)) + (m + S(r))] G = 0,

~
dG

dr
− k̃

r
G + [(E − V (r)) − (m + S(r))] F = 0.





.

(1)

Тут ~ — стала Планка, k̃ = ~ k, k = ∓(j +1/2) – iнтег-
рал руху дiракiвської частинки в центральному полi,
j~ – повний кутовий момент; означення i нормування
функцiй F та G такi ж, як i в працях [13–15].

Для опису явищ, пов’язаних з утворенням i роз-
падом квазiстацiонарних станiв, розгляньмо клас по-
тенцiалiв V (r) i S(r), для яких ефективний потенцiал
(див. (11)) квадрованого рiвняння Дiрака має бар’єр
(типу зображеного на рис. 1).

Рис. 1. Ефективний потенцiал U(r, E) бар’єрного типу;
r0, r1, r2 — коренi рiвняння p2(r) = 0.
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Наведемо алґоритм побудови квазiкласичних роз-
в’язкiв системи Дiрака (1). Вчинимо як завжди [14,
15]: шукатимемо розв’язок цiєї системи у виглядi до-
бутку швидкоосцилюючого фазового множника на
повiльноосцилюючу амплiтуду:

χ(r) =

(
F (r)
G(r)

)
= exp





r∫
y(r′) dr′



ϕ(r),

y(r) = ~
−1y−1(r) + y0(r) + ~ y1(r) + . . . ,

ϕ(r) =

∞∑

n=0

~
nϕ(n)(r),

де ~ → 0 — малий параметр, а ϕ(r) i ϕ(n)(r) — двоком-
понентнi величини (верхня компонента вiдповiдає ра-
дiальнiй функцiї F , нижня — G). Розклади y(r) i ϕ(r)
за ~ приводять до ланцюжка матричних диференцi-
альних рiвнянь для y(n)(r) i ϕ(n)(r), якi розв’язуються
послiдовно за допомогою вiдомої технiки лiвих та пра-
вих власних векторiв вiдповiдної однорiдної системи,
що обчислюються у явному виглядi. Приведемо кiнце-
вi формули для хвильової функцiї квазiстацiонарного
стану. Вони мають рiзний вигляд у трьох областях: I)
потенцiальна яма r0 < r < r1; II) пiдбар’єрна область
r1 < r < r2; III) класично дозволена область r > r2 з
квазiдискретним енерґетичним спектром. Тут r0, r1 i
r2 — точки повороту, в яких радiальний квазiкласич-
ний iмпульс

p(r) =
√

(E − V (r))2 − (m + S(r))2 − (k/r)2

перетворюється в нуль (див. рис. 1). У класично до-
зволенiй областi r0 < r < r1 маємо:

F (r) = C±

1

[
E − V + m + S

p(r)

]1/2

cosΘ1,

G(r) = C±

1 sgn k

[
E − V − m − S

p(r)

]1/2

cosΘ2. (2)

Тут ми використали такi новi позначення:

Θ1(r) =

r∫

r1

(
p +

k w

p r

)
dr +

π

4
,

Θ2(r) =

r∫

r1

(
p +

k w̃

p r

)
dr +

π

4
, (3)

w =
1

2

(
V ′ − S′

m + S + E − V
− 1

r

)
,

w̃ =
1

2

(
V ′ + S′

m + S − E + V
+

1

r

)
. (4)

Якщо ширина квазiстацiонарного рiвня Γ � 1 (що
пiдтверджується обчисленнями), то умова нормуван-
ня на одну частинку, локалiзовану в областi r0 < r <
r1, визначає константи нормування C±

1 :

r1∫

r0

(
F 2 + G2

)
dr = 1,

∣∣C±

1

∣∣ =






r1∫

r0

E − V (r)

p(r)
dr






−1/2

=

(
2

T

)1/2

, (5)

де T — перiод радiальних коливань класичної реля-
тивiстської частинки з енерґiєю Er у потенцiальнiй
ямi I.

У пiдбар’єрнiй областi (r1 < r < r2) розв’язок, що
вiдповiдає загасаючiй експонентi, при k > 0 має ви-
гляд

χ =

(
F
G

)
=

C+
2√
qQ

× exp



−

r∫

r2

[
q +

(m + S)V ′ + (E − V )S′

2qQ

]
dr





(
−Q

m + S − E + V

)
, (6)

а для станiв з k < 0

χ =
C−

2√
qQ

exp




−
r∫

r2

[
q − (m + S)V ′ + (E − V )S′

2 qQ

]
dr






(
m + S + E − V

−Q

)
. (7)

Тут q = |p(r)|, Q = q + |k|r−1.
Нарештi, при r > r2 квазiстацiонарному становi вiдповiдає розбiжна хвиля; квазiкласичнi формули для F i

G при k > 0 мають вигляд

χ =
C+

3√
pP

exp






r∫

r2

[
ip +

(m + S)V ′ + (E − V )S′

2 pP

]
dr






(
iP

m + S − E + V

)
, (8)

де P = p + i|k|r−1. Для станiв з k < 0 радiальна хвильова функцiя χ виглядає так:

χ =
C−

3√
pP

exp






r∫

r2

[
ip− (m + S)V ′ + (E − V )S′

2 pP

]
dr






(
m + S + E − V

iP

)
. (9)
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Побудованi квазiкласичнi представлення (2)–(9) втрачають змiст у малих околах точок повороту rj (j =
0, 1, 2). Для обходу цих точок та зшивання розв’язкiв можна використати метод Цваана [16], що дає змогу
встановити зв’язок мiж константами нормування в рiзних областях:

C±

2 = −i C±

3 = ∓C±

1

2

[
E − V (r1) + m + S (r1)

|k| r−1
1

]± 1
2

exp




−
r2∫

r1

[
q ± (m + S) V ′ + (E − V ) S′

2 qQ

]
dr




 . (10)

Отриманi квазiкласичнi формули дають змогу роз-
в’язати широке коло задач у теорiї квазiстацiонарних
станiв. Так, у випадку експоненцiальної малостi про-
никностi бар’єра в ефективному потенцiалi (ЕП)

U (r, Er) =
Er

m
V + S +

S2 − V 2

2m
+

k2

2m r2
,

Ēr = (E2
r − m2)/2m (11)

дiйсна частина енерґiї рiвня Er = Enrk визначається
умовою квантування:

r1∫

r0

(
p +

k w

p r

)
dr =

(
nr +

1

2

)
π, nr = 0, 1, 2, . . . , (12)

де nr має змiст радiального квантового числа.
Тепер ми дослiдимо один конкретний приклад век-

торного i скалярного потенцiалiв

V (r) = −ξ

r
+ λv(r), S(r) = (1 − λ)v(r),

v(r) = σr + V0, (13)

у сумiшi яких при 1/2 < λ 6 1 i всякому σ 6= 0 iснують
квазiстацiонарнi стани фермi-частинок; тут V0 — дiйс-
на стала, ξ — кулонiвська константа зв’язку, а λ – кое-
фiцiєнт змiшування векторної та скалярної частин да-
лекодiйного потенцiалу v(r). Далекодiйний потенцiал
v(r) мiстить внески лоренц-векторної Vl.r.(r) = λv(r)
та лоренц-скалярної Sl.r.(r) = (1 − λ)v(r) складових,
перша з яких (при 1/2 < λ 6 1) домiнує у всьому
дiапазонi значень r, 0 < r < ∞.

Ефективний потенцiал ЕП U (r, Er) (11) навiть у
вiдносно простiй моделi взаємодiї (13) є складною
функцiєю вихiдних потенцiалiв V (r) i S(r), енерґiї
рiвня Er, повного моменту j i має iстотно рiзний ви-
гляд при 0 6 λ < 1/2, 1/2 < λ 6 1 та λ = 1/2. Виник-
нення квазiстацiонарних станiв у потенцiальнiй моде-
лi (13) при 1/2 < λ 6 1 i σ 6= 0 є дуже природним.
За вказаних умов ЕП U (r, Er) вiдповiдає вiдштовху-
ванню на малих вiдстанях (r . 1), яке переходить у
квадратичне притягання при r � 1 (див. [13]). Це вка-
зує на визначальну роль далекодiйних векторних сил
(типу електростатичних) у виникненнi бар’єру в ЕП
U (r, Er). Завдяки цьому з’являється можливiсть роз-
паду рiвня шляхом просочування частинки крiзь по-
тенцiальний бар’єр в ЕП U (r, Er). Таким чином, при
1/2 < λ 6 1 зв’язаний стан перетворюється на квазiс-
тацiонарний. Його хвильова функцiя має при r → ∞

асимптотику типу розбiжної хвилi (8), (9). Водночас
енерґiя E(σ) при всякому σ 6= 0 стає комплексною
(E = Er − i Γ/2), i її уявна частина безпосередньо по-
в’язана з iмовiрнiстю йонiзацiї рiвня зовнiшнiм полем
(13).

Iнтерес до потенцiальної моделi (1), (13) при 0 6
λ < 1/2 в основному зумовлений її використанням
для опису спектрiв мас мезонiв i барiонiв i не вичер-
пується дотепер (див. наприклад, статтi [13, 17] i по-
силання в них). Вона вдало поєднує в собi ефективну
кулонiвську взаємодiю на малих вiдстанях r i лiнiй-
не зростання при великих r, яке приводить до неви-
лiтанння кольорових кваркiв i вiдповiдає натягнутiй
мiж кварками струнi. Докладно обчислено спектри
мас для важко-легких мезонiв iз використанням по-
тенцiалiв, що задаються виразами (13), в нашiй попе-
реднiй роботi [13]. В цьому випадку параметри моде-
лi (13) визначаються стандартно: σ – натяг струни, ξ
— кулонiвський коефiцiєнт, V0 — власна енерґiя ста-
тичного джерела, а параметр λ, який задає вiдносний
внесок векторного Vl.r.(r) i скалярного Sl.r.(r) потен-
цiалiв, пробiгає область значень 0 6 λ < 1/2.

Доданок (S2 − V 2)/2m в ЕП (11) домiнує на вели-
ких вiдстанях i приводить при 0 6 λ < 1/2 до ефек-
тивного вiдштовхування незалежно вiд знака σ. Це
вiдштовхування є чисто релятивiстським ефектом i
пов’язане з тим, що взаємодiя фермiона зi скалярним
зовнiшнiм полем S(r) додається до скалярної вели-
чини m — маси частинки, тодi як векторний потен-
цiал V (r) вводиться у вiльне рiвняння Дiрака мiнi-
мальним чином, як часова компонента 4-потенцiалу
Aµ. Наявнiсть в ЕП U (r, Er) релятивiстських членiв
(S2 − V 2)/2m приводить при 0 6 λ < 1/2 до квадра-
тичного зростання U (r, Er) ∼ (1− 2λ)(σr)2/2m на ве-
ликих вiдстанях, що забезпечує невилiтання (не спо-
стережуваних у вiльному станi) кольорових кваркiв i
глюонiв. Цi властивостi ЕП U (r, Er) моделi взаємодiї
(13) говорять про те, що для конфайнмента iстотнi
саме скалярнi поля, але зовсiм не векторнi.

Обговорюючи мiжкварковий потенцiал, доцiль-
но дослiдити якiснi закономiрностi квазiкласичного
спектра моделi взаємодiї (13) також у фазi вилiтан-
ня кольору, 1/2 < λ 6 1. Можна навiть стверджува-
ти, що без такого дослiдження неможливо зрозумiти
бiльшiсть непертурбативних явищ, що виникають на
великих вiдстанях, природу утримуючих сил та дина-
мiку взаємодiї кваркiв на великих вiдстанях.

Звичайно, розгляданi фiзичнi об’єкти (кварки) не
можуть бути вiльними частинками. Однак не слiд
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уявляти собi, що натягнута мiж кварками струна мо-
же стати нескiнченно довгою. За межами застосовнос-
тi теорiї збурень сильна взаємодiя на великих вiдста-
нях неминуче приводить до народження заряджених
(за кольором) частинок i робить задачу принципово
багаточастинковою. Тому зазвичай розглядають за-
дачу про розсiяння кваркiв, що входять до складу без-
колiрних об’єктiв, таких, як гадрони. Те ж саме спра-
ведливо i для задач КХД, пов’язаних з описом квазi-
стацiонарних станiв потенцiального типу. При цьому
природно постають питання про вплив на властивостi
квазiстацiонарних станiв рiзних фiзичних чинникiв —
зовнiшнiх полiв зi змiшаною лоренц-структурою по-
тенцiалiв взаємодiї, адiабатично повiльної змiни пара-
метрiв взаємодiї, зв’язку з iншими (зовнiшнiми i внут-
рiшнiми) степенями свободи, трансляцiйної та спiно-
вої симетрiй i т. д.

Нижче в наступних двох роздiлах ми викладемо
застосування розвиненого вище формалiзму квазiк-
ласичних асимптотик до обчислення зсувiв i ширин
квазiстацiонарних станiв потенцiальної моделi (13) у
режимi вилiтання кольорових зарядiв (1/2 < λ 6 1).
Особливий випадок λ = 1/2, що роздiляє фазу неви-
лiтання кольорових зарядiв (тобто конфайнмента) i
фазу вилiтання кольору (тобто деконфайнмента), ми
розглянемо у наших наступних працях.

Йдучи за описаною в [13] схемою обчислень, нада-
мо квазiкласичному iмпульсу зручної для подальшого
форми:

p(r) = |σ|
√

2λ − 1
R1(r)

r

= |σ|
√

2λ − 1
[(a − r)(b − r)(r − c)(r − d)]1/2

r
.

Тут σ вiдiграє роль напруженостi радiально-
постiйного далекодiйного поля, а точки поворо-
ту a, b, c i d визначаються як розв’язки рiвняння
r4 + f r3 + g r2 + h r + l = 0, де коефiцiєнти

f =
2η1

(1 − 2λ) σ
, g = − Ẽ2

r − m̃2 − 2ξσλ

(1 − 2λ) σ2
,

h = − 2Ẽrξ

(1 − 2λ) σ2
, l =

γ2

(1 − 2λ) σ2
,

а величини γ =
√

k2 − ξ2 i η1 = (1 − λ) m̃ + λẼr .
Уведенi тут характернi параметри Ẽr = Er − λV0 i

m̃ = m + (1 − λ)V0 мають змiст “зсунуто” енерґiї i
“зсунуто” маси вiдповiдно. Вказане рiвняння має чо-
тири дiйснi коренi (d < c < b < a), якi визначаються
рiвностями:

a, b = −f

4
+

1

2
(Ξ ± ∆+) ,

(14)

c, d = −f

4
− 1

2
(Ξ ∓ ∆−) ,

де

Ξ =

[
f2

4
− 2g

3
+

u

3

(
2

Z

)1/3

+
1

3

(
Z

2

)1/3
]1/2

,

∆± =

√
F ± D

4Ξ
,

F =
f2

2
− 4g

3
− u

3

(
2

Z

)1/3

− 1

3

(
Z

2

)1/3

,

Z = v +
√
−4u3 + v2, D = −f3 + 4fg − 8h,

v = 2g3 − 9fgh + 27h2 + 27f2l − 72gl,

u = g2 − 3fh + 12l,

причому верхнi знаки в (14) вiдповiдають точкам по-
вороту a i c, а нижнi — точкам b i d.

Iнтеґрування за r в умовi квантування (12) здiйс-
нюється в тiй областi простору, де Ēr − U(r, Er) > 0.
Для розгляданих потенцiалiв (13) при 1/2 < λ 6 1 це
означає, що r0 = c i r1 = b, причому c < r < b i r > a —
класично дозволенi областi, а b < r < a — пiдбар’єpна
область, у якiй p2(r) < 0; при r > a частинка йде на
нескiнченнiсть. Якщо максимальне значення потенцi-
альної функцiї U(r, Er) досягається в точцi rmax ≈
η1[(2λ − 1)σ]−1 для σ > 0 (rmax ≈ [Ẽrξ/(η1|σ|)]1/2

для σ < 0), а мiнiмум при rmin ≈ γ2/Ẽrξ, то спектр
енерґiї пiдбар’єрних резонансiв лежить на iнтервалi
Umin < Ēr < Umax. Обговорювана ситуацiя схематич-
но зображена на рис. 1. Заповненими (чорним) круж-
ками позначено положення точок повороту.

Використовуючи прийоми обчислення iнтеґралiв
квантування з роздiлу IV працi [13], фазовi iнтеґрали
в рiвняннi (12) можна подати у виглядi:

J1 =

b∫

c

p(r)dr =
√

2λ − 1 |σ|
b∫

c

(
r3 + fr2 + gr + h + lr−1

)

R1
dr, (15)

J2 =

b∫

c

k w

p(r)r
dr = − k

2
√

2λ − 1 |σ|




b∫

c

dr

(r − λ+) R1
+

b∫

c

dr

(r − λ−) R1


 , (16)
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де введено позначення

λ± = −
Ẽ + m̃ ∓

√
(Ẽ + m̃)2 − 4ξσ(1 − 2λ)

2σ (1 − 2λ)
.

У загальному випадку для довiльних значень ξ i σ iн-
теґрали J1 i J2 не можна обчислити в замкнутому ви-
глядi в елементарних функцiях. Проведене перетво-
рення J1 i J2 зручне тим, що наявнi в правiй частинi

формул (15) i (16) iнтеґрали зводяться пiсля замiни
змiнної iнтеґрування [18]

r =
c(b − d) − d(b − c) sin2 ϕ

b − d − (b − c) sin2 ϕ
(17)

до повних елiптичних iнтеґралiв першого, другого або
третього роду. У пiдсумку ми одержуємо трансцен-
дентне рiвняння

{
|σ| (c − d)

2

<̄

[
N̄1F (χ̄) + N̄2E (χ̄) + N̄3Π (ν̄, χ̄) + N̄4Π

(
d

c
ν̄, χ̄

)]

+
k

2 (2λ − 1) |σ|
[
(c − d)

(
N̄5Π (ν̄+, χ̄) + N̄6Π (ν̄−, χ̄)

)
+ N̄7F (χ̄)

]
}

=

√
(a − c) (b − d)

2
√

2λ − 1

(
nr +

1

2

)
π, (18)

яке визначає (у квазiкласичному наближеннi) дiйсну
частину Er = Enrk комплексної енерґiї квазiстацiо-
нарних станiв при Umin < Ēr < Umax. Тут величини
ν̄, ν̄±, χ̄, <̄, ℵ̄, N̄j (j = 1, 2, . . . , 7) одержуються з вiд-
повiдних виразiв (Д.1)–(Д.6) для ν, ν±, χ, <, ℵ, Nj

одночасними замiнами a → b, b → c, c → d i d → a.
Отримане рiвняння (18) для визначення штаркiв-

ської енерґiї1 Er = Enrk може бути розв’язане тiль-
ки числовими методами. Побудова асимптотики резо-
нансiв — задача, для розв’язання якої так само, як i
у [13], доводиться застосовувати асимптотичнi мето-
ди обчислення фазових iнтеґралiв. Це накладає де-
якi обмеження на обчислення зсувiв квазiстацiонар-
них рiвнiв та їхнiх ширин як в областi малих, так i не
занадто великих значень напруженостi σ радiально-
постiйного (скалярно-векторного) далекодiйного по-
ля. Як виявилося, величина m̃ дiлить область змiни
Ẽr = Er − λV0 на двi областi, у яких спектр квазiс-
тацiонарних станiв має рiзну асимптотику. Розглянь-
мо декiлька найбiльш типових ситуацiй, пов’язаних зi
значенням енерґiї Ẽr вiдносно рiвня Ẽr = m̃.

А. При Ẽr < m̃, Umin < Ēr < m (див. рис. 1, де
Umin = U(rmin, Er), rmin ≈ γ2/Ẽrξ) i виконаннi умови
σ/ξm̃2 � 1 пара класичних точок повороту a i d роз-

ташована достатньо далеко вiд пари точок c i b [13]:

a, b ≈ Ẽrξ ± θ

µ2

[
1 − Ẽrξ ± θ

µ4

(
η1 ±

m̃ξη2

µ

)
σ

]
, (19)

c ≈ −m̃ − Ẽr

σ
− ξ

m̃ − Ẽr

d ≈ − m̃ + Ẽr

σ(1 − 2λ)
+

ξ

m̃ + Ẽr

. (20)

Тут, як i всюди далi, використано позначення:

θ =

√
(Ẽrk)2 − (m̃ γ)2, µ =

√
m̃2 − Ẽ2

r ,

η2 = λm̃ + (1 − λ)Ẽr .

Виведення асимптотичних розкладiв для iнтеґралiв
квантування (15), (16) за малим параметром σ/ξm̃2

проводимо в цьому випадку так само, як i у пунктi А
роздiлу IV [13], що дає для енерґiї рiвнiв попереднiй
вираз

Er = Ẽ0 + λV0 +
σ

2ξm̃2

[(
ξ2m̃2

µ2
0

− k2

)
η10 +

(
2ξ2m̃Ẽ0

µ2
0

− k

)
η20

]
+ O

((
σ

ξm̃2

)2
)

, (21)

де

Ẽ0 = m̃

[
1 +

ξ2

(n′
r + γ)

2

]−1/2

, n′

r = nr + (1 + sgn k)/2, (22)

1Тут пiд штаркiвською енерґiєю розумiтимемо повну енерґiю фермiона в зовнiшньому скалярно-векторному полi (13)
з 1/2 < λ 6 1.
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а величини µ0, η10 и η20 отримуємо з µ, η1 i η2 замiною
Ẽr на Ẽ0.

Ранiше (див., наприклад, [13–15]) було проаналiзо-
вано вплив слабких радiально-постiйних скалярного
й електричного полiв на систему кулонiвських рiв-
нiв. Аналiз проводили як на основi квазiкласичних
формул (21), так i числовим розв’язанням трансцен-
дентного рiвняння (18). Зокрема, розрахунки пока-
зали, що змiна знака величини σ на протилежний
(σ → −σ) приводить лише до незначних змiн енер-
ґетичного спектра, якщо |σ| � 0.2 ГеВ2.

Б. Нехай тепер m̃ < Ẽr i m < Ēr < Umax (див.
рис. 1, де Umax = U(rmax, Er), а rmax ≈ η1[(2λ −
1)σ]−1). Роль малого параметра тут вiдiграє вiдно-
шення σγ/Ẽ2

r . У цьому випадку квазiстацiонарнi ста-
ни в складеному полi (13) iснують тiльки при додат-
них значеннях параметра σ.

При сформульованих вище умовах з (14) ми одер-
жуємо

a ≈ Ẽr + m̃

σ(2λ − 1)
+

ξ

Ẽr + m̃
,

b ≈ Ẽr − m̃

σ
+

ξ

Ẽr − m̃
, c, d ≈ −Ẽrξ ± θ

Ẽ2
r − m̃2

, (23)

причому точки повороту c i b вiддаленi досить далеко
одна вiд одної, так що a, b � c, |d|. Це дає змогу об-
числювати iнтеґрали квантування, що входять у (12),
в аналiтичному виглядi.

Далi обмежимося тим, що дамо лише рецепт об-
числення iнтеґралiв квантування J1,2. Як i в пунктi
Б роздiлу IV [13], область iнтеґрування в (15) и (16)
розбиваємо на двi частини c 6 r 6 r̃ i r̃ 6 r 6 b, вводя-
чи точку подiлу r̃, яка задовольняє умову c � r̃ � b.
У першiй областi c 6 r 6 r̃ iнтеґрали (15), (16) обчис-
люємо, користуючись розкладом квазiiмпульсу p(r) у
ряд за зростаючими степенями r/a � 1 та r/b � 1.
У другiй областi r̃ 6 r 6 b розклад p(r) проводимо за
малими величинами c/r � 1 i |d|/r � 1.

При пiдсумовуваннi асимптотичних розкладiв для
iнтеґралiв на вiдрiзках c 6 r 6 r̃ i r̃ 6 r 6 b величина
r̃ випадає з остаточного результату, i ми одержуємо
рiвняння

η1

√
Ẽ2

r − m̃2

2σ(2λ − 1)
− η̃

(
η2
2

2σ(2λ − 1)
+ λ ξ

)
− γ arccos

(
−Ẽrξ

θ

)

− Ẽrξ√
Ẽ2

r − m̃2

ln

(
σ η2θ

4 e (Ẽ2
r − m̃2)2

)
− sgn k

2
arccos

(−m̃ξ

θ

)
=

(
nr +

1

2

)
π. (24)

Якщо розкласти лiву частину (24) за m̃/Ẽr � 1 з точнiстю до членiв, пропорцiйних третьому степеню, то
для енерґiї рiвнiв Er одержуємо трансцендентне рiвняння, розв’язуючи яке вiдносно Er методом послiдовних
iтерацiй, одержуємо (з точнiстю до O(σγ/Ẽ2

r )) шуканий вираз для енерґiї:

Er = ζ−1

{
B +

(
B2 + ζ

[
2σ(1 − 2λ)

(
ξ ln

σ|k|(1 − λ)

4Ẽ(0)
2 + 3ξ + λξÃ + πN

)
+ λm̃2(1 − λÃ)

])1/2
}

+ λV0, (25)

де введенi такi позначення:

Ẽ(0) = E(0) − λV0, Ã = (2λ − 1)−1/2 ln
[(

1 + λ +
√

2λ − 1
)

(1 − λ)−1
]
,

ζ = (1 − λ)2A − λ − 2σξ(1 − 2λ)/(Ẽ(0))2,

B = (1 − λ)(1 − λÃ)m̃ − 4σξ(1 − 2λ)/Ẽ(0),

N = nr +
1

2
+

sgn k

4
+

1

π

(
γ arccos

(
− ξ

|k|

)
− ξ

)
,

η̃ = (2λ − 1)−1/2 ln

[(
η1 +

√
(2λ − 1)(Ẽ2

r − m̃2)

)
η−1
2

]
, (26)

а Ẽ(0) = E(0) − λV0, E(0) — нульове наближення для
енерґiї, вiд вибору якого величина Enrk залежить ду-
же слабко, i в бiльшостi випадкiв можна покласти
E(0) ≈ Er(ξ = 0).

Вирази (24), (25) вiдрiзняються вiд вiдповiдних

формул у чисто дискретному спектрi (див. [13]) лише
замiнами η → η̃ i A → Ã. Таким чином, пiдстановка

η → η̃, A → Ã перетворює рiвняння для E
ВКБ(ас)
nrk ,

справедливi у чисто дискретному спектрi, в рiвняння
для дiйсної частини Er енерґiї (24), (25) пiдбар’єр-
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них резонансiв. Точнiсть обчислення Er за допомо-
гою формул (24), (25) така (див. розд. IV [13]), що
для практичних потреб зазвичай немає змiсту уточ-
нювати головне наближення.

III. АСИМПТОТИЧНI КОЕФIЦIЄНТИ
ХВИЛЬОВОЇ ФУНКЦIЇ

Характерними величинами, пов’язаними з хвильо-
вою функцiєю, є асимптотичнi коефiцiєнти в нулi
CF,G i на нескiнченностi AF,G. Ми вкажемо простi
аналiтичнi наближення для цих коефiцiєнтiв, якi доб-
ре описують результати числових розрахункiв.

Передучiм розгляньмо правила побудови асимпто-
тичних розкладiв розв’язкiв рiвняння Дiрака в нулi
(r → 0) поряд з бiльш стандартними розкладами роз-
в’язкiв, коли r → ∞. Для розгляданих потенцiалiв
(18) маємо

F, G = CF,G rγ + . . . , r → 0,

CF /CG = (k − γ)/ξ, (27)

причому для хвильових функцiй дискретного спек-
тра (0 6 λ < 1/2) виконується умова нормування
∞∫
0

(
F 2 + G2

)
dr = 1. Значення C2

F,G визначають iмо-

вiрнiсть виявити частинки на малих вiдстанях одна
вiд одної i становляють значний фiзичний iнтерес,
особливо у випадку систем, у яких є взаємодiї двох
рiзних типiв (наприклад, кулонiвська i далекодiйна
v(r)).

У класично забороненiй областi 0 6 r < r0 хвильова
функцiя осцилюючого типу (2) замiнюється розв’яз-
ком, експоненцiйно згасаючим углиб цiєї областi (див.
рис. 1). Зшиваючи ВКБ-розв’язки рiвняння Дiрака по
рiзнi боки вiд точки повороту r0, одержуємо для ра-
дiальних функцiй F (r) i G(r) квазiкласичнi вирази в
пiдбар’єрнiй областi r < r0:

F (r) = (−1)nr
C±

1

2

[
E − V + m + S

q(r)

]1/2

exp



−
r0∫

r

(
q − k w

q r

)
dr



 , (28)

G(r) = sgn k (−1)nr
C±

1

2

[
E − V − m − S

q(r)

]1/2

exp


−

r0∫

r

(
q − k w̃

q r

)
dr


 . (29)

Усi iнтеґрали в (28) i (29) виражаються через комбiна-
цiю елiптичних iнтеґралiв досить складного вигляду.
Але у випадках Ẽr < m̃ i Ẽr > m̃ їх можна обчис-
лити в елементарних функцiях, використовуючи для
розкладiв пiдiнтеґральних функцiй у ряди спiввiдно-
шення σ/ξm̃2 � 1 i σγ/Ẽ2

r � 1.
Дослiдимо спочатку асимптотичну поведiнку ква-

зiкласичних розв’язкiв (28), (29) при r → 0 для ниж-
нiх рiвнiв (Ẽ < m̃), якi в основному визначаються
кулонiвським потенцiалом (σ/ξm̃2 � 1). Зауважимо,
що чим бiльший кулонiвський параметр ξ, то менш
суттєвим є потенцiал v(r) на малих вiдстанях. При
фактичному обчисленнi асимптотичних коефiцiєнтiв
CF,G за допомогою формул (28), (29) квазiкласичний
iмпульс p(r) потрiбно попередньо записати у вигля-
дi розкладу за потенцiалом v(r). Використовуючи по-
тiм прийоми обчислення фазових iнтеґралiв з попе-
реднього роздiлу i переходячи в (28), (29) до границi
r → 0, ми одержимо в нульовому наближеннi шуканi
вирази для асимптотичних коефiцiєнтiв у нулi:

|CF | =

√
ξ

Tγ

(
eθ0

2γ2

)γ
[

θ0 (|k| − γ)

ξ(γm̃ + |k|Ẽ0)

] sgn k
2

×
(

ξẼ0 + γµ0

θ0

) ξ eE0
µ0

,
CF

CG
=

k − γ

ξ
. (30)

Тут θ0 =

√
(Ẽ0 k)2 − (m̃ γ)2, а перiод коливань T дає-

ться формулою

T ≈ 2πξm̃2

µ3
0

. (31)

Отримуючи вираз (30), використовували квазiкла-
сичну умову нормування (5). При знаходженнi роз-
в’язкiв рiвняння Дiрака (1) на малих вiдстанях (в об-
ластi неквазiкласичностi 0 < r < b) можна опустити
доданок з лiнiйним потенцiалом (σ = 0). Скористав-
шись асимптотикою нормованих радiальних функцiй
F (r) i G(r) релятивiстської кулонiвської задачi [20]
при r → 0 i спiввiдношеннями (27), знаходимо точнi-
ший (нiж (30)) вираз для CF :

Cкул
F =

(2µ0)
γ+1/2

Γ(2γ + 1)

[
(m̃ + Ẽ0)Γ(2γ + n′

r + 1)

4ξ em2

µ0

(
ξ em
µ0

− k
)

n′
r!

]1/2

×
(

ξm̃

µ0
− k − n′

r

)
. (32)

Тут n′
r = nr +(1+sgn k)/2. Формули (30) i (32) вiдрiз-

няються в межах похибки мiж формулою Стiрлiнґа

n! =
√

2π exp {(n + (1/2) lnn − n} (1 + O(n−1))
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при n → ∞ i Γ-функцiєю.
Для станiв з Ẽr > m̃, коли виконується умова

σγ/Ẽ2
r � 1, кулонiвський потенцiал є суттєвим лише

в областi малих вiдстаней, а в основнiй областi локалi-
зацiї частинки (тобто в класично дозволенiй областi
b < r < a) вiн виступає як мале збурення. Це дає
змогу при обчисленнi iнтеґралiв, що входять у показ-
ники експонент (28), (29), виключити (σ = 0) лiнiйну
частину потенцiалу v(r) iз квазiкласичного iмпульсу
p(r). Тодi асимптотика одержаних таким чином ра-
дiальних функцiй F (r) i G(r) при r → 0 дає змогу
вiдразу визначити шуканi асимптотичнi коефiцiєнти:

|CF | =

√
ξ

Tγ

(
eθ

2γ2

)γ
[

θ (|k| − γ)

ξ(γm̃ + |k|Ẽr)

] sgn k
2

× exp


 ξẼr√

Ẽ2
r − m̃2

arccos
ξẼr

θ


 , (33)

причому величина θ визначена (19), а енерґiя Ẽr дає-
ться формулою (18). Характерною особливiстю цього
випадку є та обставина, що в iнтеґралi (5), який ви-
значає перiод радiальних коливань T , суттєвою є тiль-
ки та область значень змiнної iнтеґрування r, у якiй
кулонiвський потенцiал можна розглядати як збурен-
ня. Нехтуючи ним, ми одержуємо для перiоду T вираз

T ≈ 2

σ(1 − 2λ)

[
−λ

√
Ẽ2

r − m̃2 + (1 − λ) η̃ η2

]
. (34)

Важливими фiзичними параметрами зв’язаних ста-
нiв є також асимптотичнi коефiцiєнти AF , AG радi-
альних хвильових функцiй на нескiнченностi. Разом
з коефiцiєнтами CF , CG в нулi (27) асимптотичнi ко-
ефiцiєнти AF,G постiйно вживаються у квантовiй ме-
ханiцi [21], атомнiй i ядернiй фiзицi [22, 23], в оберне-
нiй задачi квантової теорiї розсiяння [24, 25] i та iн.
Для потенцiалiв (13) величини AF,G пов’язанi з асим-
птотиками нормованих радiальних хвильових функ-
цiй спiввiдношеннями

F, G = AF,G reγ exp

(
−
√

1− 2λσ

2
r2 − η1√

1 − 2λ
r

)
,

σr → ∞, (35)

де σ > 0, AF = −
√

1 − 2λ AG, γ̃ =
η2
2

2(1− 2λ)3/2σ
−

λξ√
1 − 2λ

, а параметр λ пробiгає значення в областi

0 6 λ < 1/2.
У пiдбар’єрнiй областi r > r1 = a далеко вiд точ-

ки повороту r1 = a при виконаннi умов σ/ξm̃2 � 1 i
Ẽ < m̃ квазiкласичнi розв’язки (6), (7) пiсля обчис-
лення iнтеґралiв набувають вигляду загасаючих екс-
понент

(
F
G

)
≈ 1√

Tq0



√

m̃ + Ẽ0 + (1 − 2λ)σr

−
√

m̃ − Ẽ0 + σr



(

4µ4
0θ

−1
0 r

µ2
0 + µ0q0 + η10σr

) ξ eE0
µ0

×
(

ξm̃ − kµ0

ξm̃ + kµ0

)1/4
( √

1 − 2λq0 + (1 − 2λ)σr + η1 + ξẼ(1 − 2λ)σ/µ2

√
1 − 2λ[µ + ξ(λµ2 + 2η1Ẽ)/µ3] + η1 + ξẼ(1 − 2λ)σ/µ2

)eγ

×
(

ξẼ0 − γµ0

ξẼ0 + γµ0

)γ/2

exp

[
−q0r

2
+

η1(µ − q0)

2(1 − 2λ)σ
+

ξẼ(µ + q0)

2µ2

]
, (36)

причому q0 = σ
√

(1 − 2λ)(r − c)(r − d). Оцiнки показують, що при виконаннi умови σ/ξm̃2 � 1 та Ẽ < m̃
iснує досить протяжна область вiдстаней r, набагато бiльша за розмiри кулонiвської ВП-системи (r � 〈r〉, див.
(59) або (60) у [13]) i набагато менших за те значення r̃ ≈ (Ẽξ/η1σ)1/2, на якому кулонiвська взаємодiя стає
порiвняною за величиною з далекодiйною. У цiй областi як хвильовi функцiї нульового наближення природно
взяти незбуренi радiальнi функцiї F i G релятивiстської кулонiвської задачi, а потенцiал v(r) можна розглядати
як мале збурення. Нехтуючи ним, ми одержуємо для F i G такi квазiкласичнi вирази:

(
F
G

)
=



√

m̃ + Ẽ0

−
√

m̃ − Ẽ0


AВКБ

кул r
ξ eE0
µ0 e−µ0r

=
1√
Tµ0



√

m̃ + Ẽ0

−
√

m̃ − Ẽ0



(

ξm̃ − kµ0

ξm̃ + kµ0

)1/4
(

ξẼ0 − γµ0

ξẼ0 + γµ0

)γ/2(
2µ2

0r

θ0

) ξ eE0
µ0

e−µ0r. (37)
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Порiвняння (37) з асимптотичним (при r → ∞) пред-
ставленням розв’язкiв рiвняння Дiрака в кулонiвсь-
кому полi [20]

(
F
G

)
=



√

m̃ + Ẽ0

−
√

m̃ − Ẽ0


Aкулr

ξ eE0
µ0 e−µ0r (38)

приводить до явного виразу для перiоду радiальних
коливань класичної релятивiстської частинки:

T =
1

2µ0|Aкул|2
(

ξm̃ − kµ0

ξm̃ + kµ0

)1/2 (
2eµ2

0

θ0

) 2ξ eE0
µ0

×
(

ξẼ0 − γµ0

ξẼ0 + γµ0

)γ

. (39)

Тут Aкул — асимптотичний коефiцiєнт дiракiвських
радiальних хвильових функцiй у кулонiвському по-
тенцiалi:

|Aкул| =

[
(ξ m̃ − k µ0) µ0

2 ξ m̃2 Γ (2γ + n′
r + 1) n′

r!

]1/2

(2µ0)
ξ eE0
µ0 . (40)

Порiвняння (37) i (38) показує, що експоненцiальнi та
степеневi множники в них однi й тi ж, проте асимпто-
тичнi коефiцiєнти AВКБ

кул i Aкул вiдрiзняються в межах
похибки мiж формулою Стiрлiнґа i Γ-функцiєю.

Формула (37) одержана при нехтуваннi лiнiйною
частиною потенцiалу v(r). Вище це наближення арґу-
ментували тим, що у квазiкласичних умовах (σ/ξm̃2

� 1) є область вiдстаней 〈r〉 � r � r̃, у якiй спо-
творенням хвильової функцiї за рахунок дiї лiнiйної
частини потенцiалу v(r) ще можна нехтувати i дiє за-
кон спадання радiальних функцiй (37), характерний
для релятивiстської кулонiвської задачi. Змiна закону
спадання (37) функцiй F (r) i G(r) на (35) при r � r̃
вiдбувається завдяки врахуванню в ЕП U(r, E) квад-
ратичних за σr членiв, якi зi збiльшенням r ростуть
швидше за iншi, вiдiграючи, таким чином, роль збу-
рення, що руйнує асимптотичний режим (37). У ре-
зультатi такого врахування, що використовує квазiк-
ласичне наближення (36) для нормованих радiальних
функцiй F i G при великих r, одержуємо такий вираз
для асимптотичного коефiцiєнта на нескiнченностi:

AF = 2µ0Aкул(1 − 2λ)eγ+1/4σeγ

(
µ2

0

σ

) ξ eE0
µ0
(√

1 − 2λ µ0 + η10

2

)−
ξ eE0
µ0

−eγ

× exp

[
− (

√
1 − 2λ µ − η1)

2

4(1− 2λ)3/2σ

]
. (41)

Перейдiмо тепер до iншого граничного випадку σγ/Ẽ2 � 1, коли вiдцентровий потенцiал γ2/2mr2 не вi-
дiграє iстотної ролi на великих вiдстанях i може бути виключений iз квазiкласичного iмпульсу p(r) = iq(r).
Розкладаючи потiм величину q(r) = |p(r)| за кулонiвським потенцiалом i обчислюючи iнтеґрали в показниках
експонент в (6), (7) з урахуванням умови σγ/Ẽ2 � 1, приходимо в асимптотичнiй областi r → ∞ до формул
типу (35) для F i G, у яких

AF =
(1 − 2λ)1/4

√
T

(
2(1− 2λ)σ

η2

)eγ

exp

[
− 2η2

1 − η2
2

4(1− 2λ)3/2σ
+

ξm̃η2

2
√

1 − 2λ(Ẽ2 − m̃2)
+

ξẼ√
Ẽ2 − m̃2

arccos

(
−η1

η2

)]
, (42)

а перiод T визначається попереднiм виразом (34).

IV. ШИРИНА КВАЗIСТАЦIОНАРНИХ СТАНIВ

У наведеному вище розглядi iгнорувався квазiста-
цiонарний характер штаркiвського спектра. Тут вар-
то нагадати, що при 1/2 < λ 6 1 i будь-якому зна-
ченнi σ 6= 0 U(r, Er) має вигляд потенцiалу з бар’є-
ром, унаслiдок чого, замiсть дискретних рiвнiв, вини-
кають квазiстацiонарнi стани з комплексною енерґiєю
E = Er − iΓ/2. Це результат притягальної дiї члена
−V 2/2, який на великих вiдстанях при 1/2 < λ 6 1
сильно придушує внесок усiх iнших доданкiв у (15) i
перетворює фiнiтну область руху фермiона в iнфiнiт-
ну. Таким чином можна стверджувати, що вплив (до-
мiнуючого на великих вiдстанях) далекодiйного век-
торного поля Vl.r.(r), строго кажучи, проявляється не

тiльки в змiнi енерґетичного спектра системи, але й
приводить до вiдмiнної вiд нуля ймовiрностi її розпа-
ду шляхом просочування фермiона через потенцiаль-
ний бар’єр в ЕП U(r, Er).

Iмовiрнiсть тунельного переходу частинки зi зв’яза-
ного стану (з енерґiєю Er) у стан неперервного спект-
ра визначається уявною частиною комплексної енерґiї
квазiстацiонарних станiв [14, 15]:

Γ = −2 Im[G∗(r)F (r)]r→∞ .

Обчислюючи за допомогою квазiкласичних формул
(8)–(10) потiк частинок, що вiдлiтають на нескiнчен-
нiсть, знаходимо для ширини рiвня Γ такий вираз:

Γ =
1

T
exp [−2 Ω] , (43)
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де

T = 2

b∫

c

Er − V

p
dr, Ω =

a∫

b

(
q − kw

q r

)
dr. (44)

Одержана квазiкласична формула (43) є релятивiс-
тським узагальненням добре вiдомої формули Гамова
для ширини квазiстацiонарного рiвня. Нетривiальним
моментом такого узагальнення є змiна виразу для пе-
рiоду коливань T i поява перед експонентою у виразi
(43) додаткового множника, який залежить вiд зна-
ка квантового числа k i зобов’язаний своєю появою
спiн-орбiтальному зв’язку в сумiшi скалярного S(r) i
векторного V (r) потенцiалiв.

Отже, у квазiкласичному наближеннi задача зво-
диться до обчислення двох характерних фазових iн-
теґралiв T и Ω.

Скориставшись знову позначеннями розд. IV [13],
запишемо величину q, що входить у (44), у зручнiй
для наших цiлей формi

q = |σ|
√

2λ − 1

√
(a − r) (r − b) (r − c) (r − d)

r
,

де параметр λ пробiгає значення вiд 1/2 до 1. Iнтеґра-
ли в правих частинах формул (44) зводяться при на-
лежному (аналогiчному (15), (16)) перетвореннi пiдiн-
теґральних функцiй до повних елiптичних iнтеґралiв.
Ми не будемо вдаватися в деталi зазначених обчис-
лень T i Ω, а наведемо тiльки фiнальний результат:

T =
4

|σ|
√

(a − c) (b − d) (2λ − 1)

[
dẼr + ξ − λσ

(
d2 − (c − d)

2

2 (1 − ν̄)

)
F (χ̄)

+
λσν̄ (c − d)

2

2<̄ E (χ̄) + (c − d)

(
Ẽ − λσ

(
2d +

(c − d) ℵ̄
<̄

))
Π (ν̄, χ̄)

]
, (45)

Ω =
2
√

2λ − 1√
(a − c) (b − d)

[
−|σ| (b − c)

2

<

[
N1F (χ) + N2E (χ) + N3Π (ν, χ) + N4Π

(c

b
ν, χ
)]

+
k

2 (2λ − 1) |σ| [(b − c) (N5Π (ν+, χ) + N6Π (ν−, χ)) + N7F (χ)]

]
. (46)

Наявнi в (45), (46) величини ν, ν±, χ, <, ℵ, Nj (j =
1, 2, . . . , 7) i ν̄, ν̄±, χ̄, <̄, ℵ̄, N̄j визначенi в (Д.1)-(Д.6)
та (18).

Знайденi формули (45), (46) справедливi при ве-
ликих значеннях модулiв фазових iнтеґралiв T , Ω
i разом з (43) вирiшують питання про обчислення
ширин Γ штаркiвських пiдбар’єрних резонансiв при
Umin < Ēr < Umax. Однак цi формули доволi громiз-
дкi i для конкретних розрахункiв не досить зручнi.
Щоб одержати аналiтичний вираз для ширини квазi-
стацiонарного рiвня Γ, викладки для Ẽr < m̃ i Ẽr > m̃
варто проводити окремо.

А. Почнiмо з простiшого в обчислювальному вiд-
ношеннi випадку квазiстацiонарних рiвнiв з Ẽr > m̃

(Ēr < Umax), коли при виконаннi умов σγ � Ẽ2
r , σ > 0

класичнi точки повороту b i a розташованi досить да-
леко вiд пари точок d i c. Асимптотичний розклад для
бар’єрного iнтеґрала Ω можна будувати за допомогою
процедури, дуже близької до тiєї, що була застосова-
на в пунктi А розд. II до iнтеґралiв квантування J1 i
J2 для чисто дискретного спектра. Не вдаючись у де-
талi обчислень, наведемо лише кiнцеву формулу для
ширини квазiстацiонарного рiвня:

Γ ≈ 1

T
exp

[
−2Ω(Ẽr, λ)

]
, (47)

Ω(Ẽr, λ) =
π

2
√

2λ − 1

×



 η2
2

σ(2λ − 1)
+ 2ξλ +

2Ẽrξ
√

2λ − 1√
Ẽ2

r − m̃2



 , (48)

де величина η2 визначена вище в (19). Вiдповiднi роз-
клади для енерґiї Ẽr та перiоду T подано поперед-
нiми формулами (24)–(25) та (34). Аналiтичнi вира-
зи (47), (34) дають змогу за вiдомими залежностями
Er(σ), одержаними за допомогою формул (24)–(25)
або ж числовим розв’язанням трансцендентного рiв-
няння (18), розраховувати ширини пiдбар’єрних резо-
нансiв у “перехiднiй” областi значень напруженостi σ
радiально-постiйного (скалярного i векторного) дале-
кодiйного поля.

Як видно з рис. 2, функцiя Ω(Er, λ) монотонно спа-
дає зi зростанням параметра λ, тому зменшення вiд-
носної ваги (1 − λ) лоренц-скаляра Sl.r.(r) у далеко-
дiйнiй частинi v(r) взаємодiї (13) рiзко збiльшує ймо-
вiрнiсть йонiзацiї квазiстацiонарного рiвня.
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Рис. 2. Функцiя Ω(Er, λ), що визначає експоненцiйний
множник у ймовiрностi йонiзацiї (47), залежно вiд енерґiї
рiвня Er, 0.44 ГеВ< Er < 2 ГеВ.

Коли енерґiя рiвня наближається до вершини ба-
р’єра (Ēr → Umax), квазiкласична формула (47) для
ширини рiвня перестає працювати. З огляду на ефек-
тивний потенцiал це вiдповiдає зближенню точок по-
вороту b i a, внаслiдок чого зникає експоненцiйна ма-
лiсть ширини рiвня Γ. У цьому випадку ЕП U(r, Er)
у пiдбар’єрнiй областi b < r < a переходить у па-
раболiчний i виникає задача, аналогiчна обчисленню

проникностi параболiчного бар’єра у квантовiй меха-
нiцi. Перелiк формул, необхiдних для розгляду цього
випадку, наведено, наприклад, у роботах [26, 27].

Б. При Ẽr < m̃, Umin < Ēr асимптотичнi розкла-
ди T i Ω за додатними степенями малого безрозмiр-
ного параметра σ/ξm̃2 будуються тими ж прийома-
ми, що й у пунктi Б розд. II. Заради стислостi ви-
кладу обмежимося одержанням асимптотичного на-
ближення для iнтеґрала Ω, що визначає бар’єрний
фактор. Припускаючи, що потенцiальний бар’єр в ЕП
U(r, Er) є досить широким, розiб’ємо область iнтеґру-
вання b 6 r 6 a на двi частини точкою r∗ такою, що
b � r∗ � a (це можливо через те, що a → ∞ при
σ → 0). У першiй областi, b 6 r 6 r∗, далекодiйний
потенцiал v(r) можна розглядати як мале збурення,
а в другiй — r∗ 6 r 6 a, навпаки, кулонiвське поле
значно слабше за далекодiйне, i його можна розгля-
дати як мале збурення. Розкладаючи величину q(r)
у кожнiй областi за малим параметром — збуренням,
одержимо в (44) ряд табличних iнтеґралiв, сума яких
дає з точнiстю до члена O(σ/ξm̃2) значення бар’єрно-
го iнтеґрала Ω. Опускаючи деталi, змiст яких зрозу-
мiлий, наведемо асимптотику уявної частини енерґiї
квазiстацiонарного стану в режимi слабкого зв’язку:

Γ ≈ 1

T

(
4µ4

0e

|σ|η20θ0

) 2 eE0ξ

µ0

(
m̃ ξ − µ0 k

m̃ ξ + µ0 k

)1/2
(

Ẽ0 ξ − µ0 γ

Ẽ0 ξ + µ0 γ

)γ

× exp

{
− µη1

σ (2λ − 1)
− 1

|σ|
√

2λ − 1

(
η2
2

2λ − 1
+ 2λ ξ σ

)
arccos

(
−η1

η2
sgn σ

)}
. (49)

Цей результат справедливий як при додатних, так i при вiд’ємних значеннях параметра σ, i знову можна ко-
ристовуватися формулою (31) або (39) для перiоду коливань класичної релятивiстської частинки з енерґiєю Er

у потенцiальнiй ямi c < r < b. Якщо скористатися для перiоду точнiшим виразом (39), отриманим зшиванням
ВКБ-розв’язку (37) з асимптотикою релятивiстської кулонiвської хвильової функцiї при r → ∞, то ширину
квазiстацiонарних рiвнiв (49) можна записати у виглядi

Γ = 2µ0 |Aкул|2
(

2µ2
0

|σ|η20

) 2ξ eE0
µ0

exp

{
−Φ(Ẽ0, λ)

|σ| − 2λµ0ρ

2λ − 1

− 2 sgnσ√
2λ − 1

[
(1 − λ)η20ρ

2λ − 1
+ λξ

]
arccos

(
− η10

η20
sgnσ

)}
, (50)

де Aкул — асимптотичний коефiцiєнт (40) нормованої хвильової функцiї в кулонiвському потенцiалi, а позна-
чення Ẽ0, µ0, η10 та η20 були введенi в (21), (22). Функцiї Φ(Ẽ0, λ) та ρ(Ẽ0, λ), що фiгурують у показнику
експоненти (50), подано формулами

Φ(Ẽ0, λ) = (2λ − 1)−1

{
η2
20√

2λ − 1
arccos

(
−η10

η20
sgnσ

)
+ η10µ0 sgnσ

}
, (51)

ρ(Ẽ0, λ) =
1

2ξm̃2

[(
ξ2m̃2

µ2
0

− k2

)
η10 +

(
2ξ2m̃Ẽ0

µ2
0

− k

)
η20

]
.
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Рис. 3. Функцiя Φ( eE0, λ), що визначає експоненцiйний
множник у ймовiрностi йонiзацiї (50), залежно вiд енерґiї
рiвня E0 (в ГеВ); а) випадок σ < 0, б) випадок σ > 0

Порiвняння з результатами числового рахунку за
допомогою “точних” квазiкласичних формул (43), (45)
та (46) показує, що похибка (50), (51) не перевищує 2%
при |σ| ∼ 10−6−10−4 ГеВ2. Тому формулою (50) зруч-
но користуватися для швидких оцiнок Γ. На рис. 3
зображено графiки залежностi функцiї Φ(Ẽ0, λ) вiд
енерґiї рiвня Ẽ0 для декiлькох значень параметра
змiшування λ. Як видно з рис. 3а (σ < 0), значен-
ня Φ(Ẽ0, λ) збiльшується при заглибленнi рiвня Ẽ0 i
зменшується зi зростанням коефiцiєнта змiшування
λ (1/2 < λ 6 1). Останнiй факт легко пояснити: зi
збiльшенням вiдносної ваги λ (вiд 1/2 до 1) лоренц-
вектора Vl.r.(r) у далекодiйнiй частинi U(r, E0) на ве-
ликих вiдстанях притягання зростає, а ефективна ши-
рина бар’єра скорочується. Це приводить до того, що
при |σ| ∼ 10−6 − 10−4 ГеВ2 збiльшення параметра
λ (1/2 < λ 6 1) приводить до збiльшення ймовiр-
ностi йонiзацiї Γ, а зменшення Ẽ0, тобто заглиблення
зв’язаного рiвня, навпаки, зменшує її (при фiксова-
них значеннях λ i σ). У випадку додатних значень σ

функцiя Φ(Ẽ0, λ) монотонно спадає зi зростанням па-
раметра λ (рис. 3б), тому зменшення вiдносної ваги

(1− λ) лоренц-скаляра Sl.r.(r) у далекодiйнiй частинi
v(r) взаємодiї (13) рiзко збiльшує ймовiрнiсть йонiза-
цiї квазiстацiонарного рiвня (при одному й тому ж
значеннi σ).

Формула (50) є асимптотично точною в границi
σ → 0. При малих σ 6= 0 в (50) суттєву роль вiдiграє
лише експоненцiйний фактор, що вкрай рiзко зале-
жить вiд напруженостi далекодiйного поля i змiнює-
ться на багато порядкiв. Однак область застосовностi
формули (50) є досить вузькою: |σ| . 10−4 ГеВ2.

Як видно з (50), ширина квазiстацiонарного рiвня
пропорцiйна квадратовi асимптотичного коефiцiєнти
Aкул. Це не дивно, оскiльки при σ/ξm̃2 � 1 i Ẽr < m̃
йонiзацiя йде з “хвоста” кулонiвської хвильової фун-
кцiї, а бар’єр є широким.

У тому випадку, коли, окрiм кулонiвського, є тiльки
радiально-постiйне електричне поле (λ = 1), з фор-
мули (50) при V0 = 0, σ < 0 та ξ = Zα (Z — заряд
ядра, α ≈ 1/137 – стала тонкої структури) одержуємо
(~ = m = c = 1):

Γ = 2µ0 |Aкул|2
(

2µ2
0

|σ|

) 2E0Zα

µ0

× exp

[
−Φ(E0)

|σ| + 2Zα arccosE0 − 2ρ
√

1 − E2
0

]
, (52)

де E0 — енерґiя зв’язаного стану за вiдсутностi (σ =
0) зовнiшнього поля, а

ρ =
1

2Zα

[
E0

(
3Z2α2

1 − E2
0

− k2

)
− k

]
.

Функцiя Φ(E0) у показнику експоненти дана виразом

Φ(E0) = arccosE0 − E0

√
1 − E2

0 (53)

i має очевидну властивiсть Φ(−E0) = π − Φ(E0).
Розгляньмо деякi граничнi випадки для отримано-

го виразу (52):
1. Почнiмо з йонiзацiї s-рiвня, зв’язаного корот-

кодiйними (Z = 0) силами, пiд дiєю радiально-
постiйного електричного поля σ < 0. У цьому випадку
з (52) з експоненцiйною точнiстю одержуємо вираз

Γ ∝ exp

[
−Φ(E0)

|σ|

]
, (54)

який з експоненцiйною точнiстю збiгається з резуль-
татом робiт [10] для штаркiвської йонiзацiї s-рiвня,
зв’язаного короткодiйним або δ-потенцiалом (що є хо-
рошим наближенням для йонiзацiї однозарядних вiд’-
ємних йонiв, таких, як H−, Na− i т. д.).

2. За наявностi кулонiвського поля доречно розгля-
нути рiзнi граничнi випадки для величин, що фiгуру-
ють у формулi (52):
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arccosE0 =





(
1 − E2

0

)1/2
+

1

6

(
1 − E2

0

)3/2
+ . . . , E0 → 1,

π

2
− E0 −

1

6
E3

0 + . . . , E0 → 0,

π −
(
1 − E2

0

)1/2 − 1

6

(
1 − E2

0

)3/2
+ . . . , E0 → −1,

(55)

Φ(E0) =





25/2

3
(1 − E0)

3/2

[
1 − 3

20
(1 − E0) + . . .

]
, E0 → 1,

π

2
− 2E0 +

1

3
E3

0 + . . . , E0 → 0,

π − 25/2

3
(1 + E0)

3/2 + . . . , E0 → −1.

(56)

У нерелятивiстськiй границi (E0 → 1, α → 0) фор-
мула (52) переходить у вiдомий вираз [28] для ширини
пiдбар’єрних резонансiв у сферичнiй моделi ефекту
Штарка для атома водню:

Γ = 2µнер |Aнер|2
(

2µ2
нер

|σ|

)2n

exp

(
−

2µ3
нер

3|σ|

)
, (57)

де тепер µнер = Z/n, n — головне квантове число,
Aнер — асимптотичний (на нескiнченностi) коефiцi-
єнт кулонiвської хвильової функцiї вiльного (σ = 0)
нерелятивiстського ВП-атома.

Поправка порядку α у показнику експоненти (52)
трохи збiльшує ймовiрнiсть йонiзацiї порiвняно з вiд-
повiдною нерелятивiстською формулою (57). Множ-
ник Φ(E0) в експонентi (52) монотонно зростає при за-
глибленнi рiвня (так, вiн дорiвнює π/2 i π при E0 = 0
та E0 = −1), що приводить до рiзкого спаду ймовiр-
ностi йонiзацiї.

При E0 → −1, тобто для рiвня, що опустився до ме-
жi нижнього континууму, головний (експоненцiйний)
фактор в (52) стає рiвним exp(−π/|σ|) i збiгається з
вiдповiдним множником в (отриманiй у межах кван-
тової теорiї поля) формулi Швiнґера [29] для ймовiр-
ностi народження електрон-позитронних пар iз ваку-
уму в постiйному електричному полi.

ВИСНОВКИ

Отриманими вище формулами описано спектр ква-
зiстацiонарних рiвнiв для прийнятої гiбридної версiї
СМЕШ. Така модель якiсно передає характернi риси

квазiстацiонарних станiв у сумiшi скалярного й век-
торного потенцiалiв бар’єрного типу (13): 1) дуже си-
льну (при малих σ) залежнiсть Γ вiд енерґiї зв’язку
тунелюючого фермiона та коефiцiєнта змiшування λ;
2) неаналiтичну залежнiсть зсуву та ширини рiвня вiд
“сили” σ скалярної i векторної далекодiйних взаємо-
дiй.

Насамкiнець вiдзначимо, що розглянута вище вер-
сiя СМЕШ могла здатися досить штучною, такою,
що не стосується реальностi. Щодо цього пiдкрес-
лимо, що рiвняння Дiрака з потенцiалами (13) при
1/2 < λ 6 1 може слугувати еталонним рiвнянням
для релятивiстської теорiї квазiстацiонарних станiв зi
скалярно-векторним варiантом взаємодiй. Як вiдомо,
на сьогоднi є всi пiдстави вважати, що такi взаємо-
дiї iснують мiж складовими об’єктами (кварками та
глюонами) в КХД. У ядерних реакцiях тунельного
типу також може проявитися повною мiрою специфi-
ка скалярно-векторного варiанту взаємодiй, яку вар-
то враховувати при обчисленнi ймовiрностi проник-
нення тунелюючих фраґментiв крiзь потенцiальнi ба-
р’єри.

Приклади сильного впливу скалярного поля на
спектри резонансних станiв сильно взаємодiючих час-
тинок дає нам недавнiй аналiз (див., наприклад,
огляд групи ПIЯФ [30]) експериментальних даних ко-
лаборацiї Crystal Barrel з протон-антипротоннної анi-
гiляцiї в польотi з народженням мезонiв у кiнцевому
станi в областi нижче 2400 МеВ. Зокрема, в роботi [30]
зроблено припущення, що iснування легкого σ-мезона
може бути зумовлено синґулярною поведiнкою кварк-
антикваркової взаємодiї при малих переданих iмпуль-
сах, пропорцiйної 1/q4. Це вiдповiдає в координатно-
му просторi лiнiйному зростанню потенцiалу v(r) на
великих вiдстанях.
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Запровадженi в роздiлi II величини мають такий вигляд:

ν =
a − b

a − c
, ν± =

λ± − c

λ± − b
ν, χ =

√
ν

(c − d)

(b − d)
, < = (1 − ν)

(
χ2 − ν

)
, (Д.1)

N1 =
χ2 (b − c)

4
− 3ℵ (b − c)

8 (1 − ν)
−
(
χ2 − ν

)

2
(f + 3c) +

<
(b − c)

2

(
c3 + c2f + cg + h + l/c

)
, (Д.2)

N2 = −ν

2

[
f + 3c +

3

4

(b − c)ℵ
<

]
, (Д.3)

N3 =
1

2

[
3

4

(b − c)ℵ2

< +
2<

(b − c)

(
3c2 + 2cf + g

)
+ (b − c)

((
1 + χ2

)
ν − 3χ2

)
+ ℵ (f + 3c)

]
, (Д.4)

N4 = − <
(b − c)

l

bc
, N5 = [(b − λ+)(λ+ − c)]−1, N6 = [(b − λ−)(λ− − c)]−1, (Д.5)

N7 =
2

(λ+ − c)(λ− − c)

(
c +

Ẽ + m̃

2(1 − 2λ)σ

)
, ℵ = χ2 (3 − 2ν) + ν (ν − 2) . (Д.6)
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THE RELATIVISTIC QUASICLASSICAL THEORY OF TUNNELING IONIZATION
IN AN EXTERNAL SCALAR AND VECTOR FIELDS

V. Yu. Lazur, V. V. Rubish, O. K. Reity
Uzhgorod National University, Department of Theoretical Physics,

54, Voloshyna Str., Uzhgorod, UA–88000, Ukraine

The Bohr–Sommerfeld quantization rule and the Gamow formula for the width of quasistationary level are
generalized with taking into account the relativistic effects, spin and Lorentz structure of the interaction potentials.
The relativistic quasiclassical theory of ionization of the Coulomb system (VCoul = −ξ/r) by radial-constant long-
range scalar (Sl.r. = (1 − λ)(σr + V0)) and vector (Vl.r. = λ(σr + V0)) fields is constructed. In limiting cases
the approximated analytical expressions for the position Er and width Γ of sub-barrier resonances are obtained.
A strong dependence of the width Γ of sub-barrier resonances both on the bound level energy and the mixing
constant λ is detected. Simple analytical formulae for asymptotic coefficients of the Dirac radial wave functions
at zero and infinity also are obtained.
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