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У статтi розв’язано задачу з розрахунку профiлю густини в цилiндричнiй кюветi за умови
дiї пристiнкового потенцiалу та гравiтацiйного поля. Дослiджено особливостi поведiнки такої
системи в близькому околi критичного стану. Показано, що навiть незначний короткодiючий
потенцiал при наближеннi системи до критичного стану може приводити до суттєво неодно-
рiдного розподiлу рiдини в кюветi.
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ВСТУП

Незважаючи на значнi успiхи статистичної теорiї
складних систем (див., наприклад, [1–3]), у тому чис-
лi й рiдких, низка важливих проблем i досi не роз-
в’язана. Серед них задача з розрахунку профiлiв рiв-
новажного розподiлу густини в просторово обмеже-
них рiдких системах пiд дiєю зовнiшнього поля. Ра-
нiше в серiї робiт було запропоновано пiдхiд щодо
розв’язання такої задачi для ряду конкретних випад-
кiв. У них розрахунок профiлю густини виконано в
межах наближення плавної неоднорiдностi (див., на-
приклад, [4–8]). Метод базується на тому, що вираз
для функцiонала вiльної енерґiї розкладається в ряд
за вiдхиленням густини вiд рiвномiрного розподiлу та
її ґрадiєнта до другого порядку включно. Важливою
при цьому є умова незмiнностi загальної маси речо-
вини в кюветi.

На вiдмiну вiд ранiше розв’язаних задач, у цiй стат-
тi розглянуто систему, обмежену в усiх напрямках.
Задачу розв’язано в найзагальнiшому випадку для
поля, що має радiальну симетрiю й залежить як вiд
вiдстанi до осi цилiндра кювети, так i вiдстанi до плос-
ких основ кювети. На основi отриманого загального
розв’язку проаналiзовано частковi випадки.

Щодо практичного застосування результатiв робо-
ти, то вони можуть бути корисними при обробцi екс-
периментiв з рефракцiї нейтронiв рiдкими системами
(див., наприклад, [9–12]). Порiвняно з уже наявними
теоретичними результатами, запропонована система
адекватнiша до реально дослiджуваних зразкiв. Крiм
того, результати роботи можуть бути корисними при
порiвняннi даних числового моделювання методами
Монте-Карло щодо розподiлу густини в рiдких, прос-
торово обмежених системах iз локальним типом мiж-
частинкової взаємодiї й локальними типами пристiн-
кових потенцiалiв [13,14]. Однак слiд вiдразу зазначи-
ти, що наш пiдхiд принципово не дає змоги врахувати
скiнченнiсть розмiрiв частинок рiдини, тому одержанi

тут профiлi розподiлу густини не мiстять осциляцiй,
характерних для результатiв, отримуваних числовим
моделюванням.

I. ВИХIДНА МОДЕЛЬ

Розглядаємо просторово обмежену рiдину з геомет-
рiєю скiнченого цилiндра. Радiус основи цилiндричної
кювети дорiвнює R, а його висота становить h. Поляр-
нi координати r та z змiнюються в межах 0 ≤ r ≤ R
та 0 ≤ z ≤ h (оскiльки поле, згiдно з припущенням,
має радiальну симетрiю, залежнiсть вiд полярного ку-
та не розглядаємо). Як уже зазначалося, порiвняно з
роботою [8], у цьому випадку цилiндр обмежений.

У межах наближення плавної неоднорiдностi при-
пускаємо, що наявнiсть поля U(r, z) призводить до
вiдхилення розподiлу густини вiд рiвномiрного розпо-
дiлу. Позначмо таке вiдхилення через δρ(r, z). Добав-
ку до вiльної енерґiї, зумовлену неоднорiднiстю роз-
подiлу, позначмо через δΦ. Тодi можемо записати так:

δΦ =
1

2

∫

(

a(δρ)2 + b(∇δρ)2 + 2U(r, z)δρ
)

dV. (1)

У цьому виразi iнтеґрування виконуємо за об’ємом
усiєї системи, а параметри a та b є феноменологiчними
параметрами моделi. Задача зводиться до мiнiмiзацiї
функцiонала (1) за додаткової умови

∫

δρ dV = 0, (2)

яка є наслiдком незмiнностi маси рiдини всерединi
зразка.

Загальний розв’язок задачi можна записати у ви-
глядi (δij — символ Кронекера)
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δρ(r, z) = −
1

b

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

(1 − δm0δn0)Unm

κ2 +
(

πm
h

)2

+
(

µn

R

)2

× J0

(µnr

R

)

cos
(πmz

h

)

, (3)

де позначено κ2 = a/b, J0(·) є функцiєю Беселя нульо-
вого iндексу, власнi числа µn є нулями функцiї Беселя
першого iндексу (тобто J1(µn) = 0, причому вважає-
ться, що µ0 = 0), а коефiцiєнти розкладу Unm визна-
чаються спiввiдношенням

Unm =
2 − δm0

πhR2J2
0
(µn)

(4)

×

∫

U(r, z)J0

(µnr

R

)

cos
(πmz

h

)

dV.

У частковому випадку, коли зовнiшнiй потенцiал
U(r, z) є суперпозицiєю потенцiалiв V (r) та W (z), тоб-
то U(r, z) = V (r) + W (z), загальний розв’язок дещо
спрощується i має вигляд:

δρ(r, z) = −
1

b

∞
∑

n=1

Vn

κ2 +
(

µn

R

)2
J0

(µnr

R

)

−
1

b

∞
∑

m=1

Wm

κ2 +
(

πm
h

)2
cos

(πmz

h

)

, (5)

де коефiцiєнти розкладу

Vn =
2

R2J2
0
(µn)

∫ R

0

V (r)J0

(µnr

R

)

rdr (6)

та

Wm =
2

h

∫ h

0

W (z) cos
(πmz

h

)

dz (7)

вiдповiдно.
Тут нас цiкавитиме вплив пристiнкового потенцiа-

лу та ґравiтацiйного поля на розподiл рiдини в сис-
темi за умови, що вона перебуває в близькому околi
критичного стану. Для аналiзу такої критичної пове-
дiнки розгляньмо конкретний вигляд пристiнкового
потенцiалу. Зокрема вважатимемо, що пристiнковий
потенцiал дiє тiльки на вiдстанi d вiд стiнки i є ста-
лим зi значенням U0. Зрозумiло, що такий модельний
потенцiал є суттєвим наближенням, однак для мож-
ливостi його використання iснує декiлька причин.

По-перше, визначення точного вигляду потенцiалiв
прямої взаємодiї — задача надзвичайно складна, тому
обмежуються, як правило, модельними потенцiала-
ми [15]. По-друге, як показують результати числового
моделювання, теоретичнi розрахунки та експеримен-
тальнi дослiдження, для потенцiалiв локального типу
взаємодiї поведiнка рiдких систем слабо залежить вiд
конкретного типу потенцiалу взаємодiї [16–18]. По-
третє, такий тип потенцiалу дає змогу отримати точ-
ний аналiтичний результат, що суттєво спрощує по-
дальший аналiз.

Таким чином, розглядаємо потенцiал U(r, z) у ви-
глядi:

U(r, z) = U0(θ(r + d − R) + θ(d − z) + θ(r + d − h))

+ gz, (8)

де через U0 позначено величину пристiнкового потен-
цiалу, g є прискоренням вiльного падiння, а θ(x) —
функцiя Хевiсайда. Коефiцiєнти розкладу (6) та (7),
що входять у вираз (5), для функцiї розподiлу густи-
ни в такому випадку визначаємо спiввiдношенням:

Vn = −
2U0J1(µn(1 − d/R))

µnRJ0(µn)2
(9)

та

Wm =
2U0

πm

(

sin(πmd/h) − sin(πm(1 − d/h))
)

−
2gh(1− (−1)m)

π2m2
. (10)

Проаналiзуймо, як отриманий розв’язок залежить
вiд параметрiв системи.

II. АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Температурна залежнiсть отриманого розв’язку по-
в’язана насамперед iз залежнiстю вiд температури па-
раметра κ, що входить у вираз (5). Зокрема загально-
прийнятим є припущення про скейлiнґову залежнiсть
цього параметра вiд температури, тобто κ ∼ τ ν , де
позначено через τ = (T − TC)/TC безрозмiрне вiдхи-
лення температури T вiд критичного значення TC, а
ν є критичним iндексом, який для значного класу ор-
динарних рiдин становить величину близько ν ≈ 0.63
(див., наприклад, [19–22]).

Величина κ−1 визначає радiус кореляцiї системи
RC, тобто κ−1 = RC. Фактично, критерiєм того, що
система просторово обмежена, є умова спiввiдноснос-
тi радiуса кореляцiї з лiнiйними розмiрами системи,
тобто в цьому випадку RC ∼ min(R, h). Вплив темпе-
ратури на статистичнi характеристики i, зокрема, на
рiвноважний розподiл рiдини в кюветi будемо дослi-
джувати на рiвнi залежностi розв’язку (5) вiд пара-
метра κ.

Якщо R < h (а розглядатимемо саме такий випа-
док), то система стає просторово обмеженою (тобто
має розглядатися як просторово обмежена), коли ра-
дiус кореляцiї RC порiвняний з характерними лiнiй-
ними розмiрами системи (у цьому випадку це радiус
цилiндра R), тобто RC > R. Тому близькiсть до кри-
тичного стану можна визначати за значенням безроз-
мiрного параметра κR. Загальноприйнято вважати,
що при κR > 1 система перебуває в позакритично-
му станi, а критичний стан буває при κR → 0. Тут
слiд узяти до уваги, що значення κR = 0 вiдповi-
дає критичному стану об’ємної фази, тобто критич-
ному стану просторово необмеженої системи [23]. Для
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просторово обмежених систем вiдбувається зсув кри-
тичних параметрiв (порiвняно з просторово необме-
женими системами), однак тут цей ефект не принци-
повий [16–18]. Проте ще раз наголосимо, що тут i далi
пiд критичним станом маємо на увазi саме критичну
точку об’ємної фази.
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Рис. 1. Розподiл густини (величина ∆n = δρb/R) для
значень κR = 1 (поверхня) та κR = 0 (сiтка). Парамет-
ри d = 0.2R, U0/(gh) = 1, h/R = 5. В критичному станi
(сiтка) розподiл густини бiльш неоднорiдний, нiж в поза-
критичному станi (поверхня).

На рис. 1 наведено профiлi розподiлiв густини для
значень κR = 1 (позакритичний стан) та κR = 0 (кри-
тичний стан об’ємної фази). При розрахунках тут i
далi прийнято геометричний фактор h/R = 5 та пара-
метр дiї пристiнкового потенцiалу d = 0.2R. Величину
потенцiалу U0 вибирали у порiвняннi з характерним
значенням гравiтацiйного потенцiалу. Для наведених
на рис. 1 графiкiв узято спiввiдношення U0/(gh) = 1.
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Рис. 2. Контурний графiк для профiлiв густини (ве-
личина ∆n = δρb/R) для значення κR = 0 (лiвий гра-
фiк) та κR = 1 (правий графiк). Параметри d = 0.2R,
U0/(gh) = 3, h/R = 5.

0

1

2

3

4

5

–1 –0.5 0.5 1

50

40

30

20

30

10
0

-10
-40
-60
-80

-100

10

20
10

0
-10

0

1

2

3

4

5

z/R

–1 –0.5 0.5 1

r/R

40

30

20

30

10
0

-10
-40
-60
-80

10

20
10

0
-10

Рис. 3. Контурний графiк для профiлiв густини (ве-
личина ∆n = δρb/R) для значення κR = 0 (лiвий гра-
фiк) та κR = 1 (правий графiк). Параметри d = 0.2R,
U0/(gh) = 10, h/R = 5.

Що стосується самих даних, то маємо суттєве зрос-
тання неоднорiдностi розподiлу профiлю густини при
наближеннi системи до критичного стану, як i слiд
було очiкувати. Зрозумiло, що збiльшення величи-
ни пристiнкового потенцiалу приводить до того, що
ефект взаємодiї з поверхнями стає домiнуючим порiв-
няно з ґравiтацiйним ефектом, особливо в критичнiй
точцi. На рис. 2 наведено контурнi графiки для про-
фiлiв густини системи при значеннi пристiнкового по-
тенцiалу U0 = 3gh для критичного стану (κR = 0) та
позакритичного стану (κR = 1).

Для порiвняння аналогiчнi залежностi зображено
на рис. 3 для значення пристiнкового потенцiалу U0 =
10gh. Характерним є те, що збiльшення пристiнкового
потенцiалу нiвелює ґравiтацiйний ефект. Для системи
за таких обставин характерною є суттєва неоднорiд-
нiсть розподiлу густини рiдини в широкому iнтервалi
температур.

ВИСНОВКИ

Отже, в роботi знайдено розподiл густини рiдини
для просторово обмеженої системи з геометрiєю об-
меженого цилiндра. Окремо проаналiзовано вплив на
розподiл густини в системi ґравiтацiйного поля та
пристiнкового потенцiалу спецiального виду. Показа-
но, що при наближеннi до критичного стану система
характеризується суттєвою неоднорiднiстю розподiлу
густини. Збiльшення пристiнкового потенцiалу приво-
дить до розширення температурного дiапазону (ши-
рини критичної зони), у якому нерiвномiрнiсть роз-
подiлу значна.

Отриманi результати можуть бути корисними при
обробцi експериментальних даних щодо розсiяння
нейтронiв рiдкими, просторово обмеженими система-
ми.
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DENSITY DISTRIBUTION IN A CYLINDRICAL SAMPLE AT THE CRITICAL STATE
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In this paper we solve the problem of density profile the calculation in a finite-size liquid system of cylindrical
geometry under the influence of external field. We investigate some peculiarities of this distribution in close vicinity
to the critical state of the system. We show that even a short-range potential can cause in the critical state a
significant non-uniformity in distribution of liquid in a sample.
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