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Рiвняння брахiстохрони в неоднорiдному ньютонiвському ґравiтацiйному полi вперше от-
римали Б. Сiнґх i Р. Кумар (з англ. B. Singh and R. Kumar) у 1988 роцi. Ми розрахували
брахiстохрону в метрицi Шварцшiльда, використовуючи закони загальної теорiї вiдносностi.
У цiй статтi ми отримали рiвняння брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi є вздовж таєкторiї,
i рiвняння стосовно далекого спостерiгача, а також рiвняння для часу руху вздовж кривої.
Також, ми одержали рiвняння в релятивiстському випадку для однорiдного ґравiтацiйного
поля. Зроблено порiвняння розрахованих результатiв iз результатами задачi брахiстохрони в
ньютонiвському полi.
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I. ВСТУП

Задачу про брахiстохрону (з грецької: найкоротший
час) уперше сформулював Й. Бернуллi в червнi 1696
року. Її було викладено в “Acta Eruditorum” [1]. По-
становка задачi звучала так:

“Задано двi точки A i B на вертикальнiй площинi.
Яка повинна бути форма траєкторiї, щоб частинка

пiд дiєю ґравiтацiї перемiстилася з точки A в точку
B за найкоротший час?”

У травнi 1697 року в “Acta Eruditorum” було по-
мiщено розв’язок братiв Бернуллi, а також короткий
опис Ляйбнiца, який отримав подiбний результат. Не-
залежно вiд iнших розв’язок отримали Ньютон i Ло-
пiталь. Робота Лопiталя не була опублiкована аж до
1988 року, Джин Пейффер презентував її як додаток.
Метод, який використав Й. Бернуллi, є унiкальним i
ґрунтується на принципi Ферма. Всi цi результати от-
риманi для однорiдного ґравiтацiйного поля, а крива
вiдома з курсу шкiльної геометрiї (циклоїда).

Задачу про брахiстохрону в неоднорiдному слабко-
му ґравiтацiйному полi опублiкували в 1988 роцi [2].
У цiй роботi рiвняння кривої й часу, який необхiд-
ний для перемiщення по цiй кривiй з однiєї точки в
iншу пiд дiєю ґравiтацiї, викладенi в диференцiаль-
нiй формi. Для рiзних положень початквої й кiнцевої
точок чисельним методом отриманi кривi. Iнший цi-
кавий випадок цiєї задачi є в статтi [3]. Тут рiвняння
брахiстохрони розраховане для руху частинки туне-
лем, який гiпотетично може проходити через Землю
чи будь-яке iнше сферично-симетричне тiло (в нью-
тонiвському випадку). Тут рiвняння такого тунелю й
часу руху по ньому одержано в аналiтичному вигля-
дi. На Землi перемiщення таким тунелем зi Львова
до Києва зайняло б близько 9.5 хвилин, а у гранич-
ному випадку спуск з однiєї точки земної кулi в про-
тилежну через центр прямим тунелем — близько 42-х
хвилин. Така дорога мiж Львовом i Києвом мала б
найнижчу точку на глибинi близько 160-и кiлометрiв.
Оскiльки, на глибинi 6–10 кiлометрiв земної кулi по-
чинається гаряча мантiя, то такий тунель у найближ-

чому майбутньому ймовiрнiше залишиться науковою
фантастикою.

Задачу брахiстохрони з незафiксованою кiнцевою
точкою викладено в роботi [4]. Рiвняння релятивiст-
ської брахiстохрони в однорiдному електричному полi
розглянули Г. Ґолдстейн i К. Бенднер в 1985 роцi [5].

Наша задача вiдрiзняється вiд попереднiх тим,
що ми її розв’язали, використовуючи закони за-
гальної теорiї вiдносностi. Завдання полягає в тому,
щоб отримати рiвняння брахiстрохрони у сферично-
симетричному ґравiтацiйному полi. У роздiлi II, вико-
ристовуючи iнтервал Шварцшiльда i закон збережен-
ня енерґiї для стацiонарного поля, отримаємо рiвнян-
ня брахiстохрони в диференцiйнiй формi. У роздiлi
III буде показано, як ми проiнтегрували це рiвнян-
ня. Використовуючи результати з роздiлу II, у роздiлi
IV ми отримаємо рiвняння часу для руху по кривiй
у метрицi Шварцшiльда. Подiбно до ньютонiвського
випадку ми розв’яжемо задачу для однорiдного ґра-
вiтацiйного поля (роздiл V). Також подiбно одержимо
рiвняння брахiстохрони та рiвняння для часу стосов-
но далекого спостерiгача, якi ми помiстимо в роздiл
VI. У роздiлi VII ми подамо результати нашої роботи.

II. РIВНЯННЯ БРАХIСТОХРОНИ

Запишiмо квадрат iнтервалу сферично-симетрич-
ного ґравiтацiйного поля (квадрат iнтервалу Швар-
цшiльда):

(ds)2 = (1 −
rg

r
)c2(dt)2 −

(dr)2

1 − rg

r

− r2[(dθ)2 + sin2 θ(dφ)2], (1)

де c — швидкiсть свiтла; rg = 2GM
c2 — ґравiтацiйний

радiус, тут G — ґравiтацiйна стала, M — маса чорної
дiри. Далi задачу будемо розв’язувати для θ = π

2 (в
площинi), i квадрат iнтервалу можна записати так:

(ds)2 =
(

1 −
rg

r

)

c2(dt)2 −
(dr)2

1 − rg

r

− r2(dφ)2. (2)
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При русi частинки в сталому ґравiтацiйному полi
зберiгається її енерґiя, яка є часовою коварiантною
компонентою чотири-вектора iмпульсу:

ε =
mc2√g00
√

1 − v2

c2

, (3)

m — маса частинки; g00 — “00” компонента метрич-
ного тензора; v = dl√

g00dt
— швидкiсть частинки, яку

вимiряв нерухомий спостерiгач у данiй точцi траєкто-
рiї.

Нехай у початковий момент часу частинка перебу-
ває в точцi з координатами (rs, 0) i з швидкiстю v = 0.
Тодi її енерґiю можна записати так:

ε = mc2
√

g00(rs), (4)

де g00(rs) — “00” компонента метричного тензора на
вiдстанi rs вiд ґравiтацiйного центра. У будь-якiй iн-
шiй точцi (див. рис. 1) енерґiя частинки описується
рiвнянням (3). Вiднiмемо рiвняння (3) вiд рiвняння
(4) i звiдси знайдемо швидкiсть:

v = c

√

1 −
g00

g00(rs)
. (5)

З iншого боку, v = dl
dτ

, а (dl)2 = (dr)2

1−
rg

r

+r2(dφ)2 — прос-

торова компонента квадрата iнтервалу; τ =
√

g00t —
час, який фiксує нерухомий спостерiгач. Звiдси:

dτ =

√

r2 + 1
1−

rg

r

(

dr
dφ

)2

c
√

1− g00

g00(rs)

dφ ≡ L(r)dφ. (6)

rsr fr

grj

Рис. 1. У початковий момент часу частинка перебуває
на вiдстанi rs вiд центра сферично-симетричного ґравiта-
цiйного поля, у будь-який iнший момент часу частинка
ковзає по брахiстохронi й має координати (r,φ).

Тому що L(r) явно не залежить вiд φ, то τ можна
iнтерпретувати як дiю, а L — як лаґранжiан i скласти
аналог гамiльтонiана (E = pr′ − L):

E =
1

√

1− g00

g00(rs)

1
1−

rg

r

(

dr
dφ

)2

√

r2 + 1
1−

rg

r

(

dr
dφ

)2

−

√

√

√

√

√

r2 + 1
1−

rg

r

(

dr
dφ

)2

1 − g00

g00(rs)

. (7)

Пiдставимо в явному виглядi компоненти метричного
тензора g00 i g00(rs), i пiсля деяких спрощень отрима-
ємо наступне рiвняння, яке є диференцiйним рiвнян-
ням брахiстохрони:

dr

dφ
= ±r

√

√

√

√

√





r2

E2
(

1 − g00

g00(rs)

) − 1





(

1 −
rg

r

)

, (8)

де E — стала величина.
Увiвши такi безрозмiрнi величини R ≡ r

rg

i Rs ≡ rs

rg

,

позначення C ≡ rg
2

E2 ≡ const, ми отримаємо остаточно
таке рiвняння для брахiстохрони:

dR

dφ
= ±R

√

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

Rs − R

√

R − 1

R
. (9)

Це рiвняння при великих R прямує до рiвняння бра-
хiстохрони в ньютонiвськiй механiцi (див. [2]):

dR

dφ
= ±R

√

CRsR3 + R − Rs

Rs − R
. (10)

На завершення цього роздiлу перепишiмо C через

Rc, що шукається з умови
(

dR
dφ

)

Rc

= 0:

C =
Rs − Rc

(Rs − 1)Rc
3 , 1 < Rc < Rs. (11)

Rc не може дорiвнювати одиницi, тому що з фiзичних
мiркувань частинка не може вибратися з ґравiтацiй-
ного радiуса (rg).

III. РОЗРАХУНОК БРАХIСТОХРОНИ

Форму кривої будемо шукати так: задамо почат-
кову точку Rs i точку Rc. Оскiльки рiвняння (9) є
симетричним щодо точки Rc, то будемо мати:

φ(R) =

∫ R

Rc

1

R

√

Rs − R

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

×
√

R

R − 1
dR. (12)

У точцi Rc пiдiнтеґральна функцiя має синґуляр-
нiсть. Тому перепишiмо наш вираз так:
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φ(R) =

∫ Rc+δ

Rc

1

R

√

Rs − R

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

×
√

R

R − 1
dR = I1, (13)

φ(R) =

∫ R

Rc+η

1

R

√

Rs − R

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

×
√

R

R − 1
dR = I2. (14)

Тут Rc ≤ R ≤ Rs, а 0 ≤ δ ≤ η. Перший iнтеґрал
описує рiвняння брахiстохрони в околi синґулярностi.

Для iнтеґрала I1 зробiмо замiну змiнних (R = Rc + δ)
i, враховуючи, що δ � R, пiсля простих арифметич-
них перетворень отримаємо:

I1 ≈
√

Rs − Rc
√

(

3Rs

Rc

− 2
)

(

Rc
2 − Rc

)

∫ δ

0

1√
δ
dδ

=

√
Rs − Rc

√

(

3Rs

Rc

− 2
)

(

Rc
2 − Rc

)

2
√

δ, (15)

Iнтеґрал I2 рахуємо чисельним методом.
Межу η будемо шукати так. Iнтеґрал вiд Rc до Rs:

α/2 =

∫ Rc+η

Rc

1

R

√

Rs − R

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

√

R

R − 1
dR

+

∫ Rs

Rc+η

1

R

√

Rs − R

C(Rs − 1)R3 + R − Rs

√

R

R − 1
dR = I1 + I2. (16)

де α — кут, пiд яким брахiстохрону видно з початку координат. Тепер η будемо змiнювати i дивитися, як
при цьому мiняється результат. Область значень η, для якої результат (значення α) не залежить вiд η, можна
використовувати для обчислення iнтеґрала.

Кривi для початкової й кiнцевої точок, якi перебувають на вiдстанi трьох ґравiтацiйних радiусiв (Rs = Rf =
3) для рiзних значень полярного кута мiж напрямком на початкову i кiнцеву точку (α), зображенi на рис. 2 (з
лiвого боку).

IV. РIВНЯННЯ ДЛЯ ЧАСУ

Отримаємо час руху частинки по брахiстохронi. У рiвняння (6) пiдставимо рiвняння (9), враховуючи, що
R = r

rg

, Rs = rs

rg

, i поставимо T = τ c
rg

:

dT =

√

(Rs − Rc) (Rs − 1)

Rc
3

R2

√
Rs − R

√

(Rs − Rc)
R3

Rc
3 + R − Rs

√

R

R − 1
dR. (17)

Час стосовно далекого спостерiгача зв’язаний iз часом, який фiксує спостерiгач у будь-якiй точцi на кривiй
виразом:

dτ =
√

g00dt. (18)

Знерозмiримо цей час TΛ = t c
rg

i отримаємо:

dTΛ =

√

(Rs − Rc) (Rs − 1)

Rc
3

R2

√
Rs − R

√

(Rs − Rc)
R3

Rc
3 + R − Rs

R

R − 1
dR. (19)

Пiдiнтеґральнi функцii в рiвняннях (17) i (19) мають синґулярностi в точках Rc i Rs. Розiб’ємо цi iнтеґрали
так:

dT(Λ) =

∫ Rc+η1

Rc

. . . dR +

∫ Rs−η2

Rc+η1

. . . dR +

∫ Rs

Rs−η2

. . . dR = I1 + I2 + I3. (20)
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Рис. 2. З лiвого боку зображено форми брахiстохрони в ґравiтацiйному полi Шварцшiльда, а праворуч — для нью-
тонiвського поля, при фiксованому значеннi Rs = Rf = 3 i для рiзних значень Rc.
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Рис. 3. (Кольоровий онлайн.) Час, який фiксують спостерiгачi вздовж траєкторiї (T , нижня крива), i час стосовно
далекого спостерiгача (TΛ, верхня крива) руху по брахiстохронi у сферично-симетричному ґравiтацiному полi Шварц-
шiльда для Rs = Rf = 3 залежно вiд полярного кута мiж початковою й кiнцевою точками.

Так само, як у попередньому роздiлi, шукаємо η для
рiвняння кривої i знаходимо η1 i η2. На рис. 3 зображе-
но час, який фiксують спостерiгачi вздовж траєкторiї
(T ), i час стосовно до далекого спостерiгача (TΛ) для
Rs = Rf = 3 залежно вiд полярного кута мiж почат-
ковою й кiнцевою точками.

V. ОДНОРIДНЕ ПОЛЕ

Iсторично склалося, що рiвняння брахiстохрони в
ньютонiвському ґравiтацiйному полi вперше було от-
римано для однорiдного ґравiтацiйного потенцiалу
[1]. Розв’язок цiєї задачi набагато простiший, нiж у
неоднорiдному полi (10) [2]. Крива, яку брати Бер-
нуллi та iншi отримали в 1697 роцi, є циклоїдою. У
нашому випадку так само можна одержати рiвняння
брахiстохрони в однорiдному полi.

s
r

Рис. 4. В однорiдному ґравiтацiйному полi вiдхилення
по x i y дуже малi, тому наближено можна вважати, що
r = rs − y, dφ =

dx
r

.

Щоб спростити розв’язування задачi, перейдiмо в
декартовi координати. Перепишiмо iнтервал Шварц-
шiльда через координати (x, y) при малих вiдхилен-
нях по i y (див. рис. 4). Зв’язок полярних координат
iз декартовими запишiмо так: r = rs − y, dr = −dy,
dφ = dx

r
, тодi квадрат iнтервалу перепишемо:

(ds)2 =

(

1 −
rg

rs − y

)

c2 (dt)
2

−
1

1 −
rg

rs − y

(dy)2 − (dx)2. (21)

Розкладiмо компоненти метричного тензора за мали-
ми вiдхиленнями y й обмежмося лiнiйними членами.
Запишiмо окремо g00 компоненту метричного тензора
i квадрат довжини в такому просторi:

g00 = 1 −
rg

rs

−
rg

r2
s

y (22)

(dl)2 =

1 −
rg

rs

+
rg

r2
s

y

(

1 −
rg

rs

)2 (dy)2 + (dx)2. (23)

Тепер використаймо закон збереження енерґiї (3), i
мiркуючи так само, як у другому роздiлi, ми отрима-
ємо рiвняння брахiстохрони в однорiдному сферично-
симетричному ґравiтацiйному полi:

dx

dy
=

√

y

C − y

√

1 −
rg

rs

+
rg

r2
s

y

1 −
rg

rs

, (24)

де C — це константа iнтеґрування, яку знаходимо з
крайових умов.
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Рис. 5. Лiворуч зображенi брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi розмiщенi вздовж кривої, а праворуч — щодо вiд-
даленого спостерiгача.
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Рис. 6. Час подорожi частинки вздовж брахiстохрони
щодо вiддаленого спостерiгача залежно вiд кута мiж по-
чатковою й кiнцевою точками.

Тепер знайдiмо рiвняння брахiстохрони в однорiд-
ному полi, використовуючи результат рiвняння в не-
однорiдному полi. Пiдставмо в рiвняння (9) R = Rs −
Y , dR = −dY , dφ = dX

R

dX

dY
=

√

Y

C(RS − Y )3 − Y

√

Rs − Y

Rs − Y − 1
, (25)

де X = x
rg

, Y = y
rg

. Тепер пiд першим коренем залишi-
мо в чисельнику i знаменнику лiнiйнi члени по Y , вра-
ховуючи C = Rs−Rc

(Rs−1)R3
c

= Ymax

(Rs−1)R3
c

(Ymax є найнижчою
точкою на кривiй), а пiд другим коренем розкладiмо
вираз у ряд по Y до лiнiйного члена:

dX

dY
=

√

Y

C − Y

√

R2
s − Rs + Y

Rs − 1
. (26)

Це i є рiвняння брахiстохрони в однорiдному ґравi-
тацiйному полi. Звiвши його до розмiрних величин,
одержимо рiвняння (24).

VI. БРАХIСТОХРОНА СТОСОВНО

ДАЛЕКОГО СПОСТЕРIГАЧА

Знайдемо вигляд брахiстохрони стосовно до спосте-
рiгача, який перебуває на великiй вiдстанi вiд ґравiта-
цiйного поля. Швидкiсть щодо далекого спостерiгiча
має вигляд V = dl

dt
. Перепишемо закон збереження

енерґiї (3) через швидкiсть, яку фiксує цей спостерi-
гач:

ε =
mc2g00

√

g00 − V 2

c2

, (27)

Нехай у точцi rs швидкiсть V = 0, тодi:

ε = mc2√g00, (28)

а з формул (27) i (28) отримаємо швидкiсть:

V = c
√

g00

√

1 −
g00

g00(rs)
. (29)

Тепер таким самим методом, який викладений у роз-
дiлi II, одержимо рiвняння брахiстохрони стосовно до
вiддаленого спостерiгача:

dR

dφ
= R

√

R4(Rs − 1)C − (Rs − R)(R − 1)

R(Rs − R)
, (30)

яке iнтеґруємо подiбно до роздiлу III, а C можна пе-
реписати через Rc:

C =
(Rs − Rc)(Rc − 1)

(Rs − 1)Rc
4 , 1 < Rc < Rs. (31)

Це рiвняння в границi (R � 1) прямує до рiвняння
брахiстохрони в ньютонiвському ґравiтацiйному полi
(10).

Так само, як у роздiлi IV, отримуємо рiвняння для
часу руху по траєкторiї:

dT =

√

(Rs − Rc) (Rs − 1) (Rc − 1)

Rc
4

R2
√

R
√

Rs − R
√

(Rs − Rc) (Rc − 1) R4

Rc
4 − (Rs − R)(R − 1)

R

R − 1
dR, (32)

розв’язок якого шукаємо чисельним методом, ураховуючи, що пiдiнтеґральна функцiя в точках Rs i Rc має
синґулярностi. Результати, що стосуються цього роздiлу для початкової й кiнцевої точок, якi приймають зна-
чення Rs = Rf = 3, зображенi на рис. 5 (праворуч) i рис. 6.

VII. РЕЗУЛЬТАТИ

Ми отримали диференцiальне рiвняння брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi є вздовж траєкторiї (9) у
сферично-симетричному ґравiтацiйному полi, виходячи iз засад загальної теорiї вiдносностi. Також iз цього
результату розрахованi рiвняння (17), (19) для часу, який необхiдно частинцi затратити для перемiщення по
кривiй. У роздiлi V представлено диференцiальне рiвняння брахiстохрони (26) в однорiдному полi. В поперед-
ньому роздiлi обчисленi рiвняння брахiстохрони (30) i часу (32) стосовно до далекого спостерiгача.
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Рис. 7. При зменшеннi Rc кут α перевищуватиме 180
o.
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Рис. 8. Час, який фiксують спостерiгачi вздовж траєк-
торiї залежно вiд полярного кута руху по брахiстрохонi.
Прослiдковується майже лiнiйна залежнiсть власного ча-
су вiд кута пiсля α = 200

◦.

Для крайових точок, якi є на вiдстанi Rs = Rf = 3,
ми змiнювали Rc, а отриманi результати зображенi на
рис. 2. На цьому рисунку (лiворуч) зображенi форми
кривих при рiзних Rc, а з правого боку показано ви-
гляд кривих для ньютонiвського представлення ґра-
вiтацiйного поля. При однакових Rc крайовi точки в
полi Шварцшiльда рознесенi на бiльший кут, нiж у
ньютонiвському випадку. Це зумовлено тим, що, на
вiдмiну вiд брахiстохрони, яка реалiзується в ґравi-

тацiйному полi Ньютона (10), релятивiстська (9) має

множник (
√

R−1
R

), що зумовлює це “розширення”.

При подальшому зменшеннi Rc кут α перевищува-
тиме 180◦ (рис. 7), на вiдмiну вiд ньютонiвського ви-
падку [2]. Ми бачимо, що чим ближче буде точка Rc

до ґравiтацiйного радiуса, тим бiльше виткiв мати-
ме крива, i при Rc, що прямує до одиницi, α прямує
до нескiнченностi. Тобто для двох фiксованих точок
Rs = Rf ми будемо мати безлiч трєкторiй iз рiзними
значеннями Rc, але одна траєкторiя буде оптималь-
ною для максимального значення Rc.

Час, який фiксує спостерiгач у данiй точцi траєк-
торiї (17), i час, який фiксує вiддалений спостерiгач
(19) для значень Rs = Rf = 3 залежно вiд поляр-
ного кута мiж цими точками зображено на рис.3. От-
же, щоб знайти реальний час, потрiбно знерозмiрений
час помножити на rg

c
. Значить, що чим бiльшi розмi-

ри чорної дiри, то бiльше часу потрiбно затратити тi-
лу, щоб перемiститися по брахiстохронi з початкової
точки в кiнцеву при фiксованих Rs = Rf i кутi мiж
ними. Тобто точки на кривiй вiддалятимуться вiд по-
чатку координат пропорцiйно до ґравiтацiйного ра-
дiуса (Rrg), i вiдповiдно вiдстань мiж початковою й
кiнцевою точками збiльшуватиметься. На рис. 8 зоб-
ражено власний час руху по брахiстохронi стосовно
до спостерiгачiв уздовж траєкторiї. Приблизно пiсля
α = 200◦ залежнiсть часу вiд кута α можна вважати
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лiнiйною. Це зумовлено тим, що частинка рухається
достатньо великий промiжок шляху майже по коло-
вiй траєкторiї, i через це її швидкiсть по цi траєкторiї
можна вважати сталою.

Подiбно обчислено брахiстохрону щодо вiддаленого
спостерiгача. На рис. 5 зображенi кривi для початко-
вої й кiнцевої точок, якi є на вiдстанi трьох ґравiта-
цiйних радiусiв вiд центра координат (Rs = Rf = 3)
i при рiзному кутi мiж ними. Лiворуч зображенi тра-
єкторiї, якi фiксують спостерiгачi вздовж цих кривих
(9), а праворуч — брахiстохрони стосовно вiддалено-
го спостерiгача (30). Радiальнi координати точок на
траєкторiї стосовно вiддаленого спостерiгача мають
бiльшi значення (крiм крайових точок), нiж у першо-

му випадку. Це зумовлено сповiльненням часу в ґравi-
тацiйному полi (червоне змiщення). Також на рис. 6
зображено час подорожi частинки по брахiстохронi
залежно вiд кута мiж початковою й кiнцевою точка-
ми (α).

VIII. ПОДЯКИ

Автор вдячний науковому керiвниковi, докторовi
фiзико-математичних наук професоровi В. М. Ткачу-
ковi за кориснi консультацiї пiд час дослiдження проб-
леми, а також колективу кафедри теоретичної фiзики
за плiднi дискусiї пiд час семiнарiв.
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12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The brachistochrone problem in a weakly nonuniform gravitational field was obtained for the first time by

Singh and Kumar in 1988. This equation has been obtained using the Newtonian mechanics. We have solved the

brachistochrone problem in the Schwarzschild metric using the laws of general relativity. In this work we have

obtained the brachistochrone equation and the equation for time. Also, we have obtained the relativistic equation

for the uniform gravitational field. These results we have compared with the classical results.
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