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Рiзними теоретичними методами в наближеннi ефективної маси вивчено спектр i хвильовi
функцiї електрона у сферичнiй квантовiй точцi (КТ) з воднеподiбною донорною домiшкою.
Дослiдження виконано для центральної, нецентральної та зовнiшньої домiшок. Оцiнено точ-
ностi енерґiй та хвильових функцiй, отриманих варiацiйним методом, а також результатiв
дослiджень, одержаних у межах теорiї збурень для домiшки, розмiщеної зовнi КТ. Показано
збiжнiсть результатiв варiацiйного методу з точними розв’язками рiвняння Шрединґера для
центральної домiшки та результатами теорiї збурень для зовнiшньої домiшки.

На основi точних розв’язкiв рiвняння Шрединґера для центральної домiшки варiацiйним
методом та методом теорiї збурень розраховано енерґiю основного стану електрона в КТ з
двома донорними домiшками. Показано, що локалiзацiя електрона вiдбувається в околi цент-
ральної домiшки, а у граничному випадку, коли обидвi домiшки перебувають у центрi кван-
тової точки, енерґiя основного стану електрона збiгається з вiдомим результатом для двiчi
йонiзованої домiшки.
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ВСТУП

Перехiд вiд лабораторних дослiджень до практич-
ного використання квантових точок (КТ) у сучас-
них напiвпровiдникових приладах стимулює теоре-
тичнi та експериментальнi дослiдження з метою вдос-
коналення їхнiх характеристик. Дослiдники придiля-
ють значну увагу колоїдним методам вирощування
квантових точок, тому що це найдешевшi техноло-
гiї отримування близьких до сферичних наносистем
iз рiзних напiвпровiдникових матерiалiв. Колоїдними
методами одержують складнi сферичнi багатошаровi
наносистеми, якi застосовують у бiологiї й медицинi
як свiтловипромiнювальнi мiтки та сенсори, в опто-
електронiцi й енерґетицi як джерела випромiнювання
та елементи сонячних батарей.

Наявнiсть домiшок у наноструктурах суттєво впли-
ває на їхнi оптичнi, електричнi й магнiтнi власти-
востi й змiнює фiзичнi характеристики створених на
їхнiй основi приладiв. Домiшки у квантових точках
можуть цiлеспрямовано використовувати для полiп-
шення характеристик напiвпровiдникових приладiв,
а також можуть зменшувати їхню ефективнiсть. То-
му вивчення ролi заряджених домiшок у формуваннi
оптичних властивостей наноструктур усе ще актуаль-
не завдання як теоретичних, так i експериментальних
дослiджень. Велику кiлькiсть таких робiт виконано в
останнi десять рокiв. Найбiльше теоретичних праць
присвячено вивченню впливу центральної мiлкої до-
мiшки на енерґiї основного та збуджених станiв сфе-
ричних квантових точок, виконаних методом ефек-

тивних мас у межах моделей прямокутної [1–5] чи
параболiчної [6] квантових ям. У наближеннi ефек-
тивних мас така задача має точнi розв’язки рiвняння
Шрединґера, що дало змогу розрахувати вплив до-
мiшки на енерґiї та сили осциляторiв квантових пе-
реходiв квазiчастинок [7–8], а також урахувати вплив
зовнiшнiх електричного та магнiтного полiв на енер-
ґiю зв’язку електрона домiшкою, розмiщеною в центрi
КТ [9–10].

Експериментально встановлено, що зарядженi до-
мiшки в колоїдних квантових точках мають власти-
вiсть розташовуватися бiля поверхнi нанокристала.
Зарядженi домiшки також можуть бути в бар’єрно-
му шарi матерiалу, що оточує квантову точку, оскiль-
ки для збiльшення концентрацiї вiльних носiїв заря-
ду часто леґують бар’єрний шар, з якого носiї заряду
потрапляють у потенцiальну яму, залишаючись пiд
впливом кулонiвського потенцiалу зарядженої домiш-
ки. У такому випадку домiшки перебувають за ме-
жами квантових точок, але їхнiй вплив на оптичнi
властивостi наносистеми може бути суттєвим. Крiм
цього, однiєю з перспективних галузей застосування
квантових точок, отриманих у колоїдних розчинах,
є бiологiя й медицина. Колоїднi квантовi точки мо-
жуть бути чутливими сенсорами бiохiмiчних реакцiй,
що супроводжуються утворенням локальних зарядiв.
Такi заряди можна виявляти за змiною енерґiї чи iн-
тенсивностi в спектрах люмiнесценцiї квантових то-
чок [11].

А що точного розв’язку задачi про енерґетичний
спектр квазiчастинок у квантових точках у полi не-
центральної домiшки навiть у межах найпростiших
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моделей немає, то теоретичнi дослiдження виконує-
ться методами теорiї збурень i рiзними варiацiйними
методами [12–15]. Основним результатом таких дослi-
джень було отримання залежностi енерґiї зв’язку ква-
зiчастинки з донорною чи акцепторною домiшкою вiд
її положення у квантовiй точцi. На сьогоднi усе ще
мало дослiджений вплив зовнiшнiх домiшок на енер-
ґетичний спектр та розподiл густини ймовiрностi пе-
ребування електрона в наносистемi. У межах моделi
параболiчної потенцiальної ями взагалi вiдсутня мож-
ливiсть такого розгляду, тому що неможливо зада-
ти геометричнi розмiри КТ i висоту потенцiального
бар’єра. Не виконувалось порiвняння рiзних набли-
жених методiв мiж собою, щоб визначити допустимi
сфери їх застосування. Для цього необхiдно виконати
розрахунки рiзними методами з однаковими парамет-
рами наносистеми. Для випадку, коли квантова точка
мiстить декiлька домiшок, важливо визначити мiру
впливу на оптичнi властивостi наносистеми кожної з
них.

У цiй роботi дослiджено енерґiї та хвильовi функцiї
основного стану електрона в КТ CdS/SiO2 з однiєю та
двома донорними домiшками рiзними методами для
рiзних розмiрiв КТ та положень домiшок. Виконано
порiвняння результатiв, отриманих точним, варiацiй-
ним та двома методами теорiй збурень, яке дає змогу
оцiнити точнiсть i межi застосування цих наближе-
них методiв. Побудовано розподiли густини ймовiр-
ностi перебування квазiчастинок у наносистемах, якi
дають змогу пояснити залежностi їхнiх енерґiй вiд по-
ложення домiшок.

I. РIВНЯННЯ ШРЕДИНҐЕРА ТА ЙОГО
РОЗВ’ЯЗКИ ДЛЯ ЕЛЕКТРОНА У

СФЕРИЧНIЙ КТ З ДОНОРНОЮ ДОМIШКОЮ

Розгляньмо сферичну квантову точку (середовище
0), помiщену в напiвпровiдникову матрицю (середо-
вище 1). На вiдстанi r0 вiд центра КТ перебуває до-
норна домiшка. Систему координат виберiмо так, щоб
її початок збiгався з центром КТ, а вiсь Oz проходила
через положення домiшки. За початок вiдлiку енер-
ґiї виберемо положення дна зони провiдностi напiв-
провiдникового матерiалу квантової точки. Рiвняння
Шрединґера матиме вигляд

−~
2

2
∇ 1

µ(r)
∇Ψn`m (r) +

[

U(r) − e2

ε |r − r0|

]

Ψn`m (r)

= E+
n` Ψn`m (r) , (1)

де

µ(r) =

{

m0, r ≤ R,
m1, r > R ,

U(r) =

{

0, r ≤ R,
V0, r > R.

(2)

Величина ε у загальному випадку є функцiєю ко-
ординат електрона, домiшки та радiуса КТ i вiдi-
грає роль ефективної дiелектричної проникностi, що
враховує особливостi кулонiвської взаємодiї в неод-
норiдному дiелектричному середовищi. Аналiтичний
вигляд цiєї функцiї складний, його можна отримати
з розв’язку рiвняння Пуассона [4]. Iз фiзичних мiр-
кувань зрозумiло, що значення ε перебуває мiж ве-
личинами дiелектричних проникностей напiвпровiд-
никових матерiалiв квантової точки ε0 та матрицi ε1
i ближче до значення дiелектричної проникностi то-
го матерiалу, який бiльшою мiрою екранує взаємодiю
мiж електроном та домiшкою. У випадку невеликої
вiдмiнностi мiж ε0 i ε1, для великих КТ при r0 < R, у
рiвняннi Шрединґера (1) можна покласти ε ≈ ε0, як-
що ж домiшка є далеко за межами КТ, то значення ε
наближається до ε1.

A. Донорна домiшка розмiщена в центрi КТ

Якщо r0 = 0, то розв’язуючи рiвняння Шрединґе-
ра (1), у сферичних координатах отримуємо рiвняння
для радiальної частини хвильової функцiї

~
2

2m0

[

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− `(`+ 1)

r2

]

Rn`(r)

+

(

E+
n` +

e2

ε r

)

Rn`(r) = 0, r ≤ R (3)

~
2

2m1

[

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− `(`+ 1)

r2

]

Rn`(r)

+

(

E+
n` − V0 +

e2

ε r

)

Rn`(r) = 0, r > R. (4)

Використовуючи позначення

ξ0 =

√

8m0(−E+
n`)

~
, η0 = ±2m0 e

2

ε ξ0 ~2
,

ξ1 =

√

8m1(V0−E+
n`)

~
, η1 =

2m1 e
2

ε ξ1 ~2
(5)

(знак “+” для E+
n` > 0, знак “−” для E+

n` < 0).

Розв’язки диференцiальних рiвнянь (3) i (4) матимуть вигляд

Rnl(r) =







A0 exp [ − ξ0 r/2] r` F (`+ 1 − η0, 2`+ 2, ξ0r), r ≤ R,

A1 exp [ − ξ1 r/2] r` G(`+ 1 − η1, 2`+ 2, ξ1r), r > R,
(6)

де функцiї F (a, b, z) та G(a, b, z) — виродженi гiпергеометричнi функцiї першого та другого роду.
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Дискретний енерґетичний спектр електрона у сфе-
ричнiй КТ з центральною донорною домiшкою отри-
муємо з граничної умови

1

m0

∂ ln(R
(0)
n` (r))

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=R

=
1

m1

∂ ln(R
(1)
n` (r))

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=R

, (7)

а коефiцiєнти A0 i A1 — з умов зшивання хвильових
функцiй

R
(0)
n` (r)

∣

∣

∣

r=R
= R

(1)
n` (r)

∣

∣

∣

r=R
(8)

та умови нормування

∫ R

0

∣

∣

∣
R

(0)
n` (r)

∣

∣

∣

2

r2dr +

∫ ∞

R

∣

∣

∣
R

(1)
n` (r)

∣

∣

∣

2

r2dr = 1. (9)

B. Донорна домiшка розмiщена в точцi r0

(варiацiйний метод)

Для основного стану (1s) варiацiйну функцiю ви-
бираємо у виглядi добутку хвильової функцiї основ-
ного стану електрона у сферичнiй КТ без домiшки та
множника e−λ|r−r0|, що описує кулонiвську взаємодiю
електрона з донорною домiшкою

Ψvar
10 (r) =























A
sin(k10 r)

r
exp

[

−λ
√

r2 + r20 − 2rr0 cos θ

]

, r ≤ R,

B
exp(−χ10 r)

r
exp

[

−λ
√

r2 + r20 − 2rr0 cos θ

]

, r > R,

(10)

де

k10 =

√

2m0E10

~
, χ10 =

√

2m1(V0 −E10)

~
, (11)

E10 — енерґiя основного стану електрона в КТ без
домiшки, λ — варiацiйний параметр. Коефiцiєнти А

i В обчислюємо з умов нормування та неперервностi
хвильової функцiї при r = R.

Енерґiю основного стану в КТ з домiшкою знахо-
димо з мiнiмуму функцiонала

Evar
10 = min

λ

∫∫∫

ψvar∗
10 (r)Hψvar

10 (r)d3
r. (12)

Якщо r0 = 0, то iнтеґрали, що входять у (12), розра-
ховуємо аналiтично

Evar
10 = A2 min

λ
[〈T0〉 + 〈T1〉 + 〈U0〉 + 〈U1〉] , (13)

де

〈T0〉 =
π~

2e−2Rλ

2m0

×
[

λ sin2(k10R) − k10 sin(2k10R) − (1 − e2Rλ)k2
10

]

,

〈T1〉 = −π~
2 e−2Rλ

m1
(χ10 + λ) sin2(k10R),

〈U0〉 = −πe
2

ε

×



ln

(

k2
10

λ2
+ 1

)

+ 2

∞
∫

R

exp(−2λr)(1 − cos(2k10r))

r
dr



 ,

〈U1〉 = sin2(k10R) exp(2χ10R)

×
{

V0

χ10 + λ
− 4πe2

ε
Ei [−2(χ10 + λ)R]

}

,

Ei(z) =

∫ ∞

1

ezt

t
dt,

а константу нормування визначаємо виразом

A =
eλR

√
π

(

2 sin2(k10R)

χ10 + λ
(14)

− k2
10(1− e2λR)+2λ2 sin2(k10R)+ k10λ sin(2k10R)

λ(k2
10 + λ2)

)−1/2

.

Якщо r0 6= 0 (нецентральна домiшка), то у виразi
(12) вдається виконати iнтеґрування лише за кутови-
ми змiнними. Отриманого виразу не наводимо через
його громiздкiсть.

C. Донорна домiшка розмiщена в точцi r0

(метод теорiї збурень)

Залежно вiд спiввiдношення мiж r0 та R можна в
рiзний спосiб роздiлити гамiльтонiан на основну час-
тину та збурення.

При великих значеннях r0 кулонiвська взаємодiя є
малою порiвняно з потенцiалом розмiрного кванту-
вання, тому кулонiвський доданок в (1) можна роз-
глядати як збурення до основного гамiльтонiана
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H0 = −~
2

2
∇ 1

µ(r)
∇ + U(r), (15)

який описує електрон у квантовiй точцi без домiшки.
Енерґетичний спектр електрона в КТ з нецентраль-
ною домiшкою визначатимемо формулою Epert1

n`m =

En`m + ∆En`m, де поправки в першому наближен-
нi теорiї збурень, розрахованi на хвильових функцiях
електрона в КТ без домiшки, матимуть вигляд

∆En`m = −
〈

n`m∗

∣

∣

∣

∣

e2

ε|r − r0|

∣

∣

∣

∣

n`m

〉

. (16)

Використовуючи розклад

1

|r − r0|
=

∞
∑

`=0

∑̀

m=−`

4π

2`+ 1

[min(r, r0)]
`

[max(r, r0)]
`+1

Y ∗
`m(θ, ϕ)Y`m(θ0, ϕ0) (17)

для основного стану електрона отримуємо

|∆E100| =
e2N2

ε

[

∫ R

0

sin2(k10 r)
1

max(r, r0)
dr +

∫ ∞

R

exp[2χ10 (R− r)]
sin2(k10 R)

max(r, r0)
dr

]

, (18)

де

N = 2
[

2R+ 2 sin2(k10 r)/χ10 − sin(2k10 r)/k10

]−1/2
, (19)

а величини k10 таχ10 визначаємо з (11).

Якщо r0 � R, то в основний гамiльтонiан вклю-
чимо потенцiальну енерґiю кулонiвської взаємодiї з
центральною домiшкою,

H0 = −~
2

2
∇ 1

µ(r)
∇ + U(r) − e2

ε r
. (20)

Потенцiал збурення матиме вигляд

V =
e2

ε r
− e2

ε |r − r0|
. (21)

Енерґетичний спектр електрона в КТ з нецентраль-
ною домiшкою в першому наближеннi теорiї збурень
визначатимемо формулою Epert2

n`m = E+
n` + ∆E0

n`m +
∆En`m, де

∆E0
n`m =

〈

Ψ∗
n`m

∣

∣

∣

∣

e2

ε r

∣

∣

∣

∣

Ψn`m

〉

. (22)

II. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ
ЕНЕРҐIЙ I ХВИЛЬОВИХ ФУНКЦIЙ

ОСНОВНОГО СТАНУ ЕЛЕКТРОНА В КТ
CdS/SiO2 З ДОНОРНОЮ ДОМIШКОЮ

Числовi розрахунки виконували з параметрами
сферичної наносистеми CdS/SiO2: m0 = 0.2me, m1 =
0.42me — ефективнi маси електрона в кристалi CdS
та SiO2 вiдповiдно, me — маса вiльного електрона,
aCdS = 5.818 Å — стала ґратки, ε0 = 5.5, ε1 = 4.9 —

дiелектричнi сталi нанорозмiрного матерiалу CdS та
матрицi SiO2 вiдповiдно. Змiщення зон провiдностi на
межi подiлу середовищ V0 = 2.7 еВ.

0 10 20 30 40

50

0

50

R, aCdS

E 1
0
,

E 1
0v
a
r ,

E 1
0
,

E10, E10
var

E10

Рис. 1. Залежнiсть енерґiї основного стану електрона
вiд радiуса КТ CdS/SiO2: E+

10 — точний розв’язок (суцiль-
на лiнiя); Evar

10 — варiацiйний метод при r0 = 0 (штрихова
лiнiя); E10 — без домiшки.

Результати числових розрахункiв енерґiї основного
стану електрона у сферичнiй КТ CdS/SiO2 з цент-
ральною домiшкою, виконаних варiацiйним методом
та на основi точних розв’язкiв рiвняння Шрединґе-
ра, наведено на рис. 1. З нього видно, що результати
варiацiйного методу практично збiгаються з точни-
ми розв’язками рiвняння Шрединґера. Оцiнити точ-
нiсть варiацiйного методу можна на основi числових
даних, наведених у таблицi 1. З отриманих числових
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даних видно, що точнiсть варiацiйного методу зрос-
тає зi збiльшенням радiуса квантової точки. Варiацiй-
ний параметр визначає характерний радiус локалiза-
цiї електрона домiшкою a = 1/(2λ). Як видно з таб-
лицi 1, у випадку R > a, розмiрне квантування стає
слабшим за кулонiвську взаємодiю й енерґiя основно-
го стану електрона не залежить вiд радiуса КТ. Подiб-
ний висновок випливає i з аналiзу рис. 2, де наведено

розподiл радiальної ймовiрностi перебування елект-
рона в наносистемi при рiзних розмiрах КТ. З рисун-
ка видно, що наявнiсть домiшки суттєво впливає на
найбiльш iмовiрне положення електрона, особливо це
проявляється для квантових точок, радiус яких бiль-
ший за радiус локалiзацiї домiшкою. Змiни в розподiлi
ймовiрностi перебування квазiчастинки впливають на
сили осциляторiв квантових переходiв [7].

R, aCdS E+
10, меВ Evar

10 , меВ Evar
10 −E+

10 a = 1
2λ , aCdS E10, меВ

3 81.50 90.45 8.95 28.3 401.82

4 −7.78 −2.60 5.18 24.8 250.59

5 −47.86 −44.23 3.63 23.0 170.88

8 −83.31 −81.22 2.09 19.5 73.55

10 −87.97 −86.46 1.51 17.8 48.64

15 −89.87 −89.34 0.53 15.7 22.58

20 −89.95 −89.77 0.18 14.8 12.99

25 −89.95 −89.88 0.07 14.5 8.42

30 −89.950 −89.916 0.034 14.2 5.90

35 −89.950 −89.932 0.018 14.1 4.36

50 −89.950 −89.946 0.004 13.9 2.16

Таблиця 1. Результати числових розрахункiв енерґiй E
+
10 (точний розв’язок), Evar

10 (варiацiйний метод) та E10 (КТ
без домiшки).
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Рис. 2. Розподiл радiальної ймовiрностi перебування електрона в наносистемi: точний розв’язок — суцiльна лiнiя;
варiацiйний метод при r0 = 0 — штрихова лiнiя; квантова точка без домiшки — точкова лiнiя.
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Якщо r0 6= 0, то числовi розрахунки виконували-
ся варiацiйним методом та методом теорiї збурень.
Залежнiсть енерґiї основного стану електрона в КТ
CdS/SiO2 вiд положення домiшки наведено на рис. 3,
з якого видно, що максимальний зсув основного рiв-
ня електрона вiдбувається внаслiдок його взаємодiї з
донорною домiшкою, помiщеною в центрi КТ. Iз вiд-
даленням домiшки вiд центра КТ енерґiя взаємодiї
електрона з домiшкою зменшується.
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Рис. 3. Залежнiсть енерґiї основного стану електрона
в КТ CdS/SiO2 вiд положення донорної домiшки: варiа-
цiйний метод — суцiльна лiнiя; E

pert1
100 — штрихова лiнiя;

E
pert2
100 — штрих-пунктирна лiнiя; без домiшки — точкова

лiнiя. а) R = 5 aCdS, б) R = 20 aCdS.

Якщо домiшка розмiщена ззовнi КТ, то енерґiя
Epert1

100 , розрахована методом теорiї збурення, з висо-
кою точнiстю збiгаються з результатами варiацiйного
методу. Така збiжнiсть проявляється тим краще, чим
меншi розмiри квантової точки, оскiльки зi зменшен-
ням розмiрiв КТ зростає потенцiальна енерґiя роз-
мiрного квантування i кулонiвську взаємодiю можна
вважати збуренням до основного гамiльтонiана.

Енерґетичний зсув основного рiвня електрона внас-
лiдок кулонiвської взаємодiї досягає десяткiв меВ на
вiдстанях декiлькох радiусiв КТ. Причому для кван-
тових точок меншого розмiру цей зсув є бiльшим.

Якщо домiшка розмiщена в околi центра квантової
точки, роль збурення виконує рiзниця потенцiальних
енерґiй взаємодiї електрона з центральною та нецент-

ральною домiшками (21), яка є малою порiвняно з ос-
новним гамiльтонiаном (20), тому енерґiя Epert2

100 бли-
зька до енерґiй E+

10 та Evar
10 . При r0 > 0.1R точнiсть

розрахункiв у першому порядку теорiї збурень рiзко
зменшується, особливо для КТ великих розмiрiв.

Iз рис. 3 також видно, що хоча положення домiшки
суттєво впливає на положення енерґiї основного ста-
ну електрона, але для квантових точок, радiус яких
бiльший за a = 1/(2λ), в околi центра КТ iснує об-
ласть положень домiшки, для яких така залежнiсть є
дуже слабкою.

Вплив розмiрiв КТ та положення донорної домiш-
ки на локалiзацiю електрона можна проаналiзувати
на основi залежностi радiуса локалiзацiї електрона
домiшкою вiд R (рис. 4). З рис. 4 видно, що залеж-
нiсть радiуса локалiзацiї електрона домiшкою вiд ра-
дiуса КТ можна умовно роздiлити на три областi: 1)
R < 3 aCdS; 2) 3 aCdS < R < 15 aCdS; 3) R > 15 aCdS. У
першiй областi кулонiвська взаємодiя слабша за енер-
ґiю розмiрного квантування, тому змiна положення
домiшки в КТ мало впливає на енерґiю основного
стану. У другiй областi кулонiвське притягання порiв-
нянне з енерґiєю розмiрного квантування. При цьому
характерний радiус локалiзацiї електрона домiшкою
бiльший за радiус КТ, тому положення домiшки сут-
тєво впливає на цю локалiзацiю. При r0 = 0.5R на-
явнiсть потенцiальної стiнки сприяє локалiзацiї елек-
трона в областi кулонiвської ями, що проявляється в
меншому радiусi локалiзацiї електрона, нiж у випадку
центральної домiшки. При r0 = 0.9R електрон не мо-
же наблизитися до високого потенцiального бар’єра,
тому вiн слабо зв’язується домiшкою i радiус локалi-
зацiї в цьому випадку бiльший, нiж для центральної
домiшки.

r0 0

r0 0, 9 R

r0 0, 5 R

0 5 10 15 20 25 30
10

20
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40

50

R, aCdS

1
2

,a
C

dS

Рис. 4. Залежнiсть радiуса локалiзацiї електрона до-
мiшкою вiд радiуса КТ при r0 = 0 — суцiльна лiнiя,
r0 = 0.5 R — штрихова лiнiя; r0 = 0.9 R — точкова лiнiя.

У третiй областi розмiри квантової точки бiльшi
за розмiр кулонiвської локалiзацiї (R > a). Енерґiя ос-
новного стану електрона є так глибоко в кулонiвськiй
ямi, що потенцiальнi стiнки квантової точки не впли-
вають на локалiзацiю електрона домiшкою навiть при
r0 = 0.9R. У цьому випадку радiус локалiзацiї не за-
лежить нi вiд розмiрiв КТ, нi вiд положення домiшки.
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III. ЕНЕРҐIЯ ОСНОВНОГО СТАНУ
ЕЛЕКТРОНА У СФЕРИЧНIЙ КТ З ДВОМА

ДОНОРНИМИ ДОМIШКАМИ

На основi точних розв’язкiв рiвняння Шрединґера
для електрона у сферичнiй КТ з центральною донор-
ною домiшкою варiацiйним методом розрахуємо енер-
ґiю основного стану електрона в КТ з двома донор-
ними домiшками (E++

1 ).

Якщо одна з домiшок є в центрi КТ, гамiльтонiан
задачi матиме вигляд

H = H0 −
e2

ε |r − r0|
, (23)

H0 = −~
2

2
∇ 1

µ(r)
∇ + U(r) − e2

ε r
, (24)

де µ(r) та U(r) заданi рiвнянням (2).
Варiацiйну функцiю, що описує взаємодiю елект-

рона з двома донорними домiшками, отримуємо на
основi розв’язкiв (6) при ` = 0 i вона має вигляд:

Ψvar
10 (r) =















Ae−ξ0 r/2F (1 − η0, 2, ξ0r) exp
[

−λ
√

r2 + r20 − 2rr0 cos θ
]

, r ≤ R,

Be−ξ1 r/2G(1 − η1, 2, ξ1r) exp
[

−λ
√

r2 + r20 − 2rr0 cos θ
]

, r > R,

(25)

де λ— варiацiйний параметр, коефiцiєнти А i В обчис-
люємо з умов нормування та неперервностi хвильової
функцiї при r = R. Величини ζ0, η0, ζ1, η1 визначаємо
спiввiдношеннями (5) через енерґiю основного стану
(E+

10) електрона в КТ з центральною домiшкою.
Енерґiю основного стану електрона в КТ з двома

воднеподiбними домiшками розраховуємо з мiнiмуму
функцiонала

E++
10 = min

λ

∫∫∫

ψvar∗
10 (r)H ψvar

10 (r) d3
r. (26)

Якщо кулонiвський доданок взаємодiї електрона
з нецентральною домiшкою розглядати як збурення
до основного гамiльтонiана (23), то, використовуючи
точнi хвильовi функцiї (6), за теорiєю збурень можна
визначити поправки до енерґiї E+

10

∆E++
10 = −

〈

R∗
100

∣

∣

∣

∣

e2

ε|r− r0|

∣

∣

∣

∣

R100

〉

. (27)

Результати розрахункiв наведено на рис. 5, з якого
видно, що енерґiя основного стану електрона в по-
лi двох домiшок, обчислена методом теорiї збурень,
добре збiгається з результатом варiацiйного методу
при r0 > 0.5R. Зi зменшенням r0 енерґiя E++

10 зрос-
тає за абсолютною величиною. З рис. 5 б) видно, що
для квантових точок великих розмiрiв, у яких куло-
нiвський потенцiал переважає потенцiал розмiрного
квантування, при r0 = 0 виконується спiввiдношен-
ня E++

10 = 4E+
10. Це зрозумiло з фiзичних мiркувань,

оскiльки двi донорнi домiшки, що перебувають у цен-
трi КТ рiвноцiннi двiчi йонiзованiй домiшцi, для якої
вiдповiдне спiввiдношення випливає з загальної тео-
рiї [16].

0 1 2 3 4 5 6

-300

-200

-100

0

E
+

10

R=5 a
CdS

r
0
/R

E
+

+

1
0
,

)

0 1 2 3 4

-300

-200

-100

E
+

10

R=20 a
CdS

r
0
/R

E
+

+

1
0
,

)

Рис. 5. Залежнiсть енерґiї основного стану електрона
в КТ CdS/SiO2 з центральною донорною домiшкою вiд
положення iншої донорної домiшки: варiацiйний метод —
суцiльна лiнiя; теорiя збурень — штрихова лiнiя; без дру-
гої домiшки — точкова лiнiя. а)R = 5 aCdS, б) R = 20 aCdS.
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Рис. 6. Розподiл густини ймовiрностi перебування електрона в КТ CdS/SiO2 з двома донорними домiшками
R = 5, 10, 20 aCdS, при рiзних положеннях домiшки: r0 = 0.2; 0.5; 0.9; 1.1.

На рис. 6 зображено розподiл густини ймовiрностi
перебування електрона в КТ CdS/SiO2 з двома донор-
ними домiшками при рiзних значеннях r0. Положен-
ня домiшок позначено точками. З рис. 6 видно, що
незалежно вiд величини r0 найбiльш iмовiрним поло-
женням електрона залишається область у центрi КТ.
Отже, взаємодiя електрона в основному станi з цент-
ральною домiшкою сильнiша за взаємодiю з нецент-
ральною, а при r0 > 0.5R взаємодiю з нецентральною
домiшкою можна розглядати як збурення.

ВИСНОВКИ

Наявнiсть домiшок у квантовiй точцi CdS/SiO2 сут-
тєво впливає не тiльки на енерґетичний спектр елект-
ронiв, але й на розподiл їхньої густини ймовiрностi пе-
ребування в наносистемi. Зсув енерґiї основного стану
електрона, локалiзованого в КТ, внаслiдок взаємодiї
з зовнiшньою донорною домiшкою досягає десяткiв
меВ навiть на вiдстанi кiлькох радiусiв КТ. Якщо ж

електрон локалiзований у КТ з центральною донор-
ною домiшкою, то вплив зовнiшньої домiшки суттє-
во зменшується. Отже для використання колоїдних
квантових точок у якостi сенсорiв зовнiшнiх зарядiв
необхiдно забезпечити вiдсутнiсть заряджених домi-
шок у серединi наноструктур.

Енерґiї i хвильовi функцiї основного стану елект-
рона в КТ з центральною домiшкою, отриманi варi-
ацiйним методом, з великою точнiстю збiгаються з
результатом точного розв’язку рiвняння Шрединґе-
ра в широкiй областi розмiрiв КТ. Метод теорiї збу-
рень дає змогу з задовiльною точнiстю розраховувати
зсув енерґiї основного стану електрона внаслiдок ку-
лонiвської взаємодiї з зовнiшнiм точковим зарядом.
Зменшення розмiрiв КТ приводить до зростання роз-
мiрного квантування i внаслiдок цього — до зростан-
ня точностi та розширення меж застосування методiв
теорiї збурень. У випадку великої концентрацiї домi-
шок, коли зростає ймовiрнiсть близького розмiщення
двох донорних домiшок, глибина залягання домiшко-
вих станiв зростає.
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ENERGIES AND WAVE FUNCTIONS OF THE ELECTRON IN THE CdS/SiO2

SPHERICAL QUANTUM DOT WITH ONE AND TWO HYDROGENIC IMPURITIES

V. Holovatsky, I. Frankiv
Chernivtsi National University, Chernivtsi, Ukraine

E-mail: v.holovatsky@chnu.edu.ua

The electron spectrum and wave functions in the spherical quantum dot with a hydrogenic impurity are
investigated in the effective mass approximation by the variational method as well as that of the perturbation
theory. The investigations are performed for the cases of the on-center, off-center and external impurities. The
estimations of accuracy of the electron energy and wave functions which were obtained by the variation method
are performed. Discussed in the paper is the convergence of the results obtained by the variational method with
exact solutions of the Shrodinger equation for the on-center impurity with the results of the perturbation theory
for external impurity. The electron ground state energy in quantum dot with two donor impurities is calculated
by the variation method and by the method of perturbation theory. It is shown that in the limited case when both
impurities are in the center of the quantum dot the electron ground state energy coincides with the known result
for a doubleionizated impurity.
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