
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

т. 16, № 3 (2012) 3702(7 с.)

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES

v. 16, No. 3 (2012) 3702(7 p.)

ОДНОЕЛЕКТРОННI СТАНИ ОСЦИЛЯТОРНО-КУЛОНIВСЬКОЇ МОДЕЛI
КВАНТОВОЇ ТОЧКИ

Г. В. Понедiлок, М. I. Клапчук
Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”

Iнститут прикладної математики та фундаментальних наук,

вул. С. Бандери, 12, Львiв, 79013, Україна

(Отримано 20 березня 2012 р.; в остаточному виглядi — 11 вересня 2012 р.)

Дослiджено стацiонарнi одноелектроннi стани квантової точки, яка моделюється сферично-
симетричним осциляторно-кулонiвським потенцiалом. Ця модель узагальнює вiдому парабо-
лiчну модель квантової точки. Отримано трансцендентне рiвняння для спектра електронiв,
вирази для вiдповiдних власних функцiй. Вивчено залежнiсть спектра одноелектронної за-
дачi вiд ефективного розмiру квантової точки та iнших параметрiв модельного потенцiалу.
Цi параметри можуть слугувати головними параметрами для оптимiзацiї енерґетичної струк-
тури сферичної квантової точки з метою отримання реальних структур iз наперед заданими
фiзико-хiмiчними властивостями. Визначено умови застосовностi моделi до опису електронних
властивостей металевих та напiвпровiдникових квантових точок. Отриманi результати зiстав-
лено з результатами дослiджень iнших моделей квантової точки — сферичною, прямокутною
та параболiчною.
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I. ВСТУП

Останнiм часом у зв’язку з бурхливим розвитком
технологiчних можливостей створення рiзних нано-
систем зростає iнтерес до всестороннього дослiджен-
ня їхнiх властивостей [1]. Квантовi точки (КТ) є ос-
новними компонентами наноелектронiки [2]. Вони ма-
ють багато атомоподiбних властивостей, наприклад
такi, як специфiчна структура орбiталей. Тому їх на-
зивають ще штучними атомами (ША). Особливу ува-
гу придiляють розрахунку дискретних енерґетичних
станiв у квантових ямах.

Теоретично вивчали стацiонарнi стани електронiв
у квантовiй ямi в багатьох роботах, де запропоновано
модельний потенцiал або у виглядi нескiнченно гли-
бокої потенцiальної ями [3], або параболiчний потен-
цiал [4]. Проте для реальних квантових ям завдяки їх-
нiм скiнченним нанорозмiрам у тривимiрному просто-
рi модельний потенцiал повинен бути скiнченної гли-
бини V0 i радiуса R [5].

Вiднедавна можна говорити про новий клас
сферично-симетричних ША [6] якi моделюються рiв-
номiрно позитивно зарядженою нанокулею радiуса R
з розмiщеними у нiй електронами. Зокрема заслуго-
вує уваги праця [7], де запропонували модель штуч-
ного рiдберґiвського атома (ШРА). У межах цiєї мо-
делi показано, як спектр i розподiл електронної густи-
ни залежать вiд радiуса нанокулi, проведено глибоку
аналогiю з атомом Рiдберґа [8].

У нашiй статтi запропоновано нову узагальнену мо-
дель ША. Приймаємо, що всерединi нанокулi є томсо-
нiвський осциляторний потенцiал, a на великих вiдда-
лях потенцiал має кулонiвський характер. Такий по-
тенцiал, уперше ввiв З. Флюґґе, пiзнiше вiн був успiш-
но застосований для опису енерґетичних рiвнiв мезо-
атомiв [10], де враховано скiнченний об’єм їхнього яд-

ра. Знаходження власних функцiй та власних значень
енерґiї електрона з комбiнованим потенцiалом навiть
такого простого виду є важкою задачею. Вплив роз-
мiру й форми ША особливо сильно позначається на
розташуваннi енерґетичних рiвнiв атомiв iз великим
значенням Z. При цьому влив розмiрiв штучного ато-
ма стає настiльки вагомим, що енерґiя s-рiвня стає в
кiлька разiв меншою, нiж для точкового ША.

У запропонованiй моделi прийнято, що заряд рiвно-
мiрно розподiлений по скiнченному об’єму радiуса R,
тому електроннi рiвнi зсуваються вгору (послаблення
взаємодiї) порiвняно з очiкуваними значеннями для
точкового ША. Покажемо, що врахування розмiрiв
нанокулi є найвагомiшим для s-рiвнiв i менше впли-
ває на p-рiвнi.

У роздiлi II описано узагальнену модель ША, отри-
мано трансцендентне рiвняння для визначення енер-
ґетичних рiвнiв електрона та вираз для радiальної
хвильової функцiї системи. У роздiлi III проаналiзова-
но отриманi рiвняння, а в роздiлi IV граничнi випадки
одержаних спiввiдношень. У роздiлi V проведено чи-
сельнi розрахунки електронних енерґетичних рiвнiв,
електронної функцiї розподiлу для рiзних значень ра-
дiуса R i рiзних значень орбiтального квантового чис-
ла.

II. МОДЕЛЬ СФЕРИЧНОЇ КВАНТОВОЇ
ТОЧКИ

Розглянуто електрон у полi сферично-симетрич-
ного потенцiалу:

V0(r) =















Z e2

2R 3

(

r2 − 3R 2
)

, r ≤ R

−α

r
, r ≥ R,

(1)
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де у границi lim
r→0

V0(r) = −3

2

Ze2

R
= −V0. Тут V0, α > 0

— додатнi константи. Для нанокулi, що має радiус
R i позитивний заряд Z|e|, α = Ze2 з умовою, що
електростатичний потенцiал V (r) є неперервним при
r = R . Для спрощення в (1) не враховано впливу се-
редовища, тобто дiелектрична проникнiсть дорiвнює
одиницi.

Радiальне рiвняння Шрединґера в полi потенцiалу
(1) матиме вигляд

− ~
2

2m

1

r

d2

dr2
(rΦ(r)) +

~
2l(l + 1)

2mr2
Φ(r)

+ V0(r)Φ(r) = EΦ(r). (2)

Оскiльки розв’язати це рiвняння точно неможливо,
тому застосуємо наближений метод, при якому вима-
гається умова неперервностi хвильових функцiй та їх-
нiх перших похiдних на границi r = R:

Φ<(R) = Φ>(R); Φ<′

(R) = Φ>′

(R). (3)

Цей наближений розв’язок широко застосовують для
рiзних задач iз границею роздiлу наносистеми [11–13].

Область r ≤ R.
Знерозмiрене рiвняння Шрединґера в цiй областi

d2Φ<(ρ)

dρ2
+

2

ρ

dΦ<(ρ)

dρ

+

(

− l(l + 1)

ρ2
− ρ2 + 3

(

R

r0

)2

+ ε

)

Φ<(ρ) = 0, (4)

де введено позначення для характерної довжини ρ та
енерґiї ε:

ρ =
r

r0
, r0 =

√

~

mω0
,

ε =
E

E0
, E0 =

~ω0

2
, ω2

0 =
Ze2

mR3
.

Розв’язок шукатимемо у виглядi

Φ<(ρ) = ρl exp

(

−1

2
ρ2

)

ω(ρ),

де невiдома функцiя ω(ρ) задовольняє рiвняння

ω′′(ρ) + 2

(

l + 1

ρ
− ρ

)

ω′(ρ)

+

[

ε − 2

(

l +
3

2
− 3

2

(

R

r0

)2
)]

ω(ρ) = 0.

Пiсля замiни змiнної ρ2 = x отримаємо рiвняння
Куммера [9] i розв’язок (4) запишемо через виродже-
ну гiпергеометричну функцiю M(a, b, x)

Φ<(ρ) = Alρ
le−

1

2
ρ2

M

×
(

1

4
ε − 1

2

(

l +
3

2
− 3

2

(

R

r0

)2
)

, l +
3

2
, ρ2

)

, (5)

тут Al — константа.

Область r ≥ R.

Радiальне рiвняння Шрединґера для цiєї областi

d2Φ>(r)

dr2
+

2

r

dΦ>(r)

dr
(6)

−
[

χ2 − 2χλ

r
+

l(l + 1)

r2

]

Φ>(r) = 0,

де введено такi величини:

χ =

√

2m

~2
|E|, λ =

mα

χ~2
.

Розв’язок шукатимемо у виглядi

Φ>(r) = (χr)le−χru(r).

Пiдставляючи Φ>(r) у рiвняння, отримаємо для невi-
домої функцiї u(r) таке рiвняння:

ru′′(r) + [2(l + 1) − 2χr]u′(r) − 2χ(l + 1 − λ)u(r) = 0.

Увiвши нову змiнну x = 2χr, знайдемо рiвняння Кум-
мера для функцiї u(r) i розв’язок (7) представимо
так [7]:

Φ>(r) = Bl(χr)le−χrU(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χr), (7)

де Bl — константа, а функцiя пов’язана з виродженою
гiпергеометричною функцiєю U(a, b, z) = z1−bM(1 +
a − b, 2 − b, z).

Отже, остаточно отримали такi хвильовi функцiї в
кожнiй областi:

Φ<(r) = Al

(

r

r0

)l

e
−

1

2

(

r

r0

)2

(8)

×M

(

1

4
ε − 1

2

(

l +
3

2
− 3

2

(

R

r0

)2
)

, l +
3

2
,

(

r

r0

)2
)

,

Φ>(r) = Bl(χr)le−χrU(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χr). (9)

Тепер iз системи (3) знайдемо спiввiдношення для ко-
ефiцiєнтiв

Bl =

Ale
χRe

−
1

2

“

R
r0

”

2

M

(

1
4ε − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

(

R
r0

)2
)

, l + 3
2 ,
(

R
r0

)2
)

(χr0)lU(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χR)
(10)
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та знайдемо трансцендентне рiвняння для визначення енерґетичних рiвнiв:

2R

r2
0

M ′

(

1
4ε − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

(

R
r0

)2
)

, l + 3
2 ,
(

R
r0

)2
)

M

(

1
4ε − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

(

R
r0

)2
)

, l + 3
2 ,
(

R
r0

)2
) − 2χ

U ′(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χR)

U(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χR)
+ χ − R

r2
0

= 0. (11)

Хвильову радiальну функцiю системи можна записати за допомогою функцiї Гевiсайда так:

Φ(r) = C















Θ(R − r)

(

r

r0

)l

e
−

1

2



r2−R2

r2
0

ff M

(

1
4ε − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

(

R
r0

)2
)

, l + 3
2 ,
(

r
r0

)2
)

(

R
r0

)l

M

(

1
4ε − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

(

R
r0

)2
)

, l + 3
2 ,
(

R
r0

)2
)















+ C

{

Θ(r − R)e−χ(r−R)
( r

R

)l U(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χr)

U(l + 1 − λ, 2l + 2, 2χR)

}

, (12)

де сталу C знаходимо з умови нормування

+∞
∫

0

drr2Φ2(r) = 1. (13)

III. РIВНЯННЯ ДЛЯ ЕНЕРҐЕТИЧНИХ
РIВНIВ ЕЛЕКТРОНА I ХВИЛЬОВА ФУНКЦIЯ

СИСТЕМИ

Розгляньмо випадок, коли потенцiал (1) збiгаєть-
ся зi скалярним потенцiалом зарядженої сфери при
Z = 1. Використаймо одиницi вимiрювання енерґiї в
рiдберґах i вiддалi в одиницях радiуса Бора, тобто

|E| =
1

2
ξ2Ea, i R = ηa0, (14)

де Ea =
me4

~2
= 2Ry = 27.21 еВ i a0 =

~
2

me2
= 0.053 нм.

Оскiльки η змiнюється в межах 0 ≤ η < +∞ i

|E| ≤ V0, V0 =
3

2

Ze2

R
, умова для ξ:

0 ≤ ξ ≤
√

3

η
.

Пiдставмо цi позначення в дисперсiйне спiввiдношен-
ня (11), тодi

2

ξ
√

η

M ′
(

1
4ξ2η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 3
2 ,
√

η
)

M
(

1
4ξ2η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 3
2 ,
√

η
)

−2
U ′(l + 1 − ξ−1, 2l + 2, 2ξη)

U(l + 1 − ξ−1, 2l + 2, 2ξη)
+ 1− 1

ξ
√

η
= 0. (15)

Використаймо вiдомi правила диференцiювання для
гiпергеометричних функцiй M(a, b, x) U(a, b, x) [9]:

U ′(a, b, x)

U(a, b, x)
= 1 − U(a, b + 1, x)

u(a, b, x)
;

M ′(a, b, x)

M(a, b, x)
= 1 +

a − b

b

M(a, b + 1, x)

M(a, b, x)
.

Тодi рiвняння для визначення енерґетичних рiвнiв
матиме вигляд

2

ξ
√

η

(

1 −
1
4ξ2η3/2 − 1

2 (l + 3
2 − 3

2

√
η)

l + 3
2

)

M
(

1
4ξ2η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 5
2 ,
√

η
)

M
(

1
4ξ2η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 3
2 ,
√

η
)

−2
U(l + 1 − ξ−1, 2l + 3, 2ξη)

U(l + 1 − ξ−1, 2l + 2, 2ξη)
+ 1 − 1

ξ
√

η
= 0. (16)

Цiкаво зауважити, що в цiй системi немає випадкового виродження енерґетичних рiвнiв, що суттєво вiдрiзняє
її вiд “чистого” кулонiвського потенцiалу (атом водню). Параметр ξ є функцiєю радiуса η нанокулi [7]. Цей
параметр також залежить вiд квантового числа l i радiального квантового числа nr = 0, 1, 2, 3 . . .:

ξ = ξl,nr
(η). (17)

Повна радiальна хвильова функцiя системи (12):
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Φl,nr
(ρ) = a

−3/2
0 Cl,nr







































(

ρ
η

)l

e−
√

η

2 (( ρ
η
)2−1)

M

(

1
4ξ2

l,nr
η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 3
2 , ρ2√

η3

)

M
(

1
4 ξ2

l,nr
η3/2 − 1

2

(

l + 3
2 − 3

2

√
η
)

, l + 3
2 ,
√

η
) , ρ < η

(

ρ
η

)l e−ξl,nr ρU(l + 1 − ξ−1
l,nr

, 2l + 1, 2ξl,nr
ρ)

e−ηξl,nr U(l + 1 − ξ−1
l,nr

, 2l + 1, 2ξl,nr
η)

, ρ > η

(18)

що вiдповiдає значенням енерґiї

El,nr
= −ξ2

l,nr
Ry, (19)

тут уведено позначення ρ = r/a0 в одиницях радiуса
Бора.

Константу Cl,nr
визначаємо з умови нормування:

C−2
l,nr

=

η
∫

0

dρ ρ2
{

Φ<(ρ)
}2

+

+∞
∫

η

dρ ρ2
{

Φ>(ρ)
}2

.

IV. ГРАНИЧНI ВИПАДКИ

Обговоримо обидва граничнi випадки i покаже-
мо узгодження з вiдомими результатами: при η →
0 (R → 0) отримаємо розв’язок водневої задачi, при
η → ∞ (R → ∞) — просторовий гармонiчний осциля-
тор.

1) η → 0 (R → 0). Обчислiмо закон дисперсiї (16) та
хвильову функцiю (18) системи в границi η → 0, що
вiдповiдає кулонiвському потенцiалу в (1) при R = 0.

Використаймо вiдомi вирази для гiпергеометрич-
них функцiй M(a, b, z) та U(a, b, z) при z → 0 i b > 2
[9]:

M(a, b, z) → 1,

U(a, b, z) → Γ(b − 1)

Γ(a)
z1−b. (20)

Тодi дисперсiйне спiввiдношення (16) виконується ли-
ше за умови

1

Γ(l + 1 − ξ−1)
= 0. (21)

Беручи до уваги той факт, що полюси Г-функцiї
iснують тiльки для вiд’ємних цiлих значень [9], ми
отримаємо l + 1 − ξ−1 = −nr (nr = 0, 1, 2, . . .) з рiв-
няння (21), звiдки розв’язок (17) при η → 0 знайдемо
у виглядi

ξl,nr
(0) =

1

nr + l + 1
. (22)

Пiдставивши це спiввiдношення в рiвняння (19), ми
остаточно отримаємо спектр водневого атома

El,nr
= − Ry

(nr + l + 1)2
. (23)

Ураховуючи (22), знайдемо границю η → 0 у ви-
разi для хвильової функцiї системи (18) i отримаємо
координатно-залежну частину хвильової функцiї

Φ(ρ) ∼ ρle−ξρu(−nr, 2l + 2, 2ξρ).

Використавши вираз для функцiї U(−n, α + 1, x) =

(−1)nn!L
(α)
n (x) в термiнах полiномiв Лаґґера для n =

0, 1, 2, . . ., отримаємо радiальну хвильову функцiю
атома водню [14]. Зауважимо, що при замiнi ξ → Zξ
i η → Z−1η можна узагальнити цi результати для
Z 6= 1.

2) η → ∞ (R → ∞). Розгляньмо iнший граничний
випадок. Асимптотичнi вирази для гiпергеометрич-
них функцiй при z → +∞, b > 2 [9]

M(a, b, z) → Γ(b)

Γ(a)
ez za−b,

U(a, b, z) → z−a. (24)

Тодi з дисперсiйного спiввiдношення (16) отримає-
мо

1

Γ( 1
4ξ2η3/2 − 1

2 (l + 3
2 − 3

2

√
η))

= 0,

звiдки 1
4ξ2η3/2− 1

2 (l+ 3
2− 3

2

√
η) = −nr (nr = 0, 1, 2, . . .).

Oстаточно спектр просторового гармонiйного осци-
лятора такий:

El,nr
= ~ω0

(

2nr + l +
3

2
− 3

2

(

R

r0

)2
)

= ~ω0

(

N +
3

2
− 3

2

Ze2

R

)

.

У граничному випадку η → +∞, iз ураху-
ванням вигляду енерґетичного спектра отримаємо
координатно-залежну частину хвильової функцiї

Φ(ρ) ∼ ρle−
1

2
ρ2

M(−nr, l +
3

2
, ρ2),

де ρ = r
r0

.
Узявши до уваги вiдомий зв’язок мiж гiпергеомет-

ричною функцiєю та полiномами Лаґґера [9]:

Lα
n(x) =

Γ(α + n + 1)

n!Γ(α + 1)
M(−n, α + 1, x),
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де

Lα
n(x) =

1

n!
exx−α

(

d

dx

)n

xn+αe−x, n = 0, 1, 2, . . . ,

отримаємо радiальну функцiю просторового гармо-
нiйного осцилятора [14]

Φ(ρ) ∼ Γ(l + 3
2 )

Γ(nr + l + 3
2 )

ρle−
1

2
ρ2

L
l+ 1

2

nr (ρ2).

V. ЧИСЕЛЬНI РОЗРАХУНКИ

У цьому роздiлi проаналiзуємо електроннi енерґе-
тичнi рiвнi та електронну функцiю розподiлу нашої
моделi для рiзних значень радiуса нанокулi. Значен-
ня енерґiї ξl,nr

(η) отримано з розв’язку рiвняння (16).
Енерґiю електрона знайдено з (19), значення енерґiї
зв’язку є близько 10−2 Ry.

Рис. 1. Залежнiсть енерґiї основного стану ξ0,0(η) вiд
радiуса нанокулi η. Для порiвняння показано * — резуль-
тати, отриманi в моделi ARA [7].

На рис. 1 показано залежнiсть енерґiї основно-
го стану ξ0,0(η) вiд радiуса нанокулi η. Наприклад,
ξ0,0(0) = 1 для атома водню (η = 0) i ξ0,0(η) при
η = 50 (R = 2.65 nm), η = 100 (R = 5.3 nm), η =
150 (R = 7.95 nm), η = 200 (R = 10.6 nm) для наноку-
лi вiдповiдного радiуса.

Узагальнивши отриманi результати для Z 6= 1, ба-
чимо з рис. 2, що вплив розмiрiв i форми нанокулi
сильно позначається на положеннi енерґетичного рiв-
ня зi зростанням Z. Так, для Z = 1, η = 1, ξ = 0.8775 ,
а для Z = 2, η = 1, ξ = 0.5899. Уже при Z = 3 енерґiя
s-рiвня вдвiчi менша, нiж для точкового атома. Для
η = 50

ξ = 0.16056, Z = 1; ξ = 0.10791, Z = 2;

ξ = 0.08516, Z = 3.

Обраний потенцiал має ту перевагу, що дає змогу
здiйснювати неперервний перехiд вiд його кулонiвсь-
кої частини до гармонiйної, змiнюючи лише величи-
ну радiуса зарядженої кулi η. На рис. 2 показано змi-
ну одноелектронного енерґетичного спектра зi змiною
радiуса.

Рис. 2. Змiна s-симетричних станiв зi змiною заряду на-
нокулi Z для η=5, η=50.

Для областi значень 0 < η < 1 енерґетичний спектр
є водневоподiбним. Зi зростанням радiуса енерґетичнi
рiвнi змiщуються. Це змiщення є найсуттєвiшим для
станiв s-симетрiї. Бачимо, що зi збiльшенням радiуса
енерґетичнi рiвнi стають еквiдистантними. Щобiльше
перший збуджений стан є p-симетрiї, другий збудже-
ний стан вiдповiдає виродженим 2s i 3d станам. Отже,
спектр водневої задачi переходить у спектр гармонiй-
ного осцилятора зi зростанням радiуса нанокулi.

Рис. 3. Залежнiсть енерґiї ξl,nr (η) вiд радiуса нанокулi η.

Нашi результати узгоджуються з даними працi [15],
у якiй одноелектронний енерґетичний спектр отрима-
но з розв’язку рiвняння Шрединґера методом Гартрi–
Фока [16] для водневоподiбного спектра йона Ne9+.
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У статтi [15] також показано, що зi збiльшенням
радiуса нанокулi ймовiрнiсть знайти частинку поза її
межами зменшується (це становить 28% для η = 0, 5 i
12% для η = 1 вiдповiдно). Це означає, що для досить
великих радiусiв нанокулi електрон вiдчуває тiльки
томсонiвський осциляторний потенцiал, тобто лише
параболiчну частину потенцiалу (1). Цей ефект справ-
джується i для хвильових функцiй збуджених станiв.

Функцiя ξl,nr
(η) є монотонно спадною функцiєю η.

Можна зауважити з рис. 3, що енерґетичнi рiвнi при
великих значеннях η є строго впорядкованими для
кожного фiксованого радiуса нанокулi. А саме,

E0,nr
< E1,nr

< E2,nr
< . . .

. . . < E0,nr+1 < E1,nr+1 < E2,nr+1 < . . . .

Отже, тут немає випадкового виродження, яке наяв-
не у випадку чистого кулонiвського потенцiалу (точ-
ковий атом).

Iз прикладного погляду важливою є енерґiя ∆E(η)
— рiзниця мiж першим збудженим i основним енерґе-
тичними рiвнями:

∆E(50) = 3, 67 · 10−4Ry,

∆E(100) = 1, 06 · 10−4Ry,

∆E(150) = 0, 42 · 10−4Ry,

∆E(200) = 0, 29 · 10−4Ry.

Отже, частота переходу, що вiдповiдає збудженим
станам, є порядку ТГц у цiлому дiапазонi змiни радi-
уса нанокулi (2.65 nm–10.6 nm). Оскiльки тривалiсть
збудженого рiвня пропорцiйна (∆ω)3, можна зробити
висновок, що перший збуджений стан у нашiй моделi
також має тривалий час життя за аналогiєю з рiд-
берґiвським атомом [7]. Для дослiдження збуджених
станiв побудуємо радiальну густину розподiлу ймо-
вiрностi положення електрона в стацiонарному станi
(n, l)

Dn,l(ρ) = ρ2Φ2
n,l(ρ).

На рис. 4 показано радiальний розподiл електронної
густини ймовiрностi для нанокулi з радiусом R =
10.6 nm (η = 200) i l = 0 для nr = 0, 1, 2. Як видно
з цих графiкiв, електронна хмара (ρ ≈ 400) є в сотнi
разiв бiльшою, нiж для атома водню (ρ ≈ 3). Оскiльки
електронна хмара пов’язана з дипольними матрични-
ми елементами, як показує теорiя атома Рiдберга [8],
то збiльшення розподiлу електронiв спричиняє збiль-
шення дипольних матричних елементiв i, вiдповiдно,
пiдвищує чутливiсть системи до зовнiшнiх збурень.
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Рис. 4. Радiальний розподiл електронної густини
Dn,l(ρ), nr = 0, 1, 2.

ВИСНОВКИ

На завершення зауважимо, що запропонована мо-
дель дає змогу розв’язати задачу про знаходження
спектра та хвильових функцiй електрона у сферич-
нiй квантовiй точцi (СКТ). Отримане трансцендентне
рiвняння для спектра залежить вiд розмiрiв та форми
нанокулi. Показано, що зi збiльшенням її радiуса роз-
мiри електронної хмари збiльшуються, тодi як енер-

3702-6



ОДНОЕЛЕКТРОННI СТАНИ ОСЦИЛЯТОРНО-КУЛОНIВСЬКОЇ МОДЕЛI КВАНТОВОЇ ТОЧКИ

ґiя основного та збуджених станiв зменшується. Та-
кож показано, що вплив розмiрiв та форми квантової
точки особливо сильно позначається на розташуваннi
енерґетичних рiвнiв при зростаннi її заряду Z.

У цiй моделi не враховано рiзницi ефективних мас
електрона в областi квантової точки та навколишньо-
го середовища, а також рiзницi дiелектричних про-
никливостей рiзних середовищ гетеросистеми. Цi ве-
личини є функцiями вiддалi до центра квантової точ-
ки:

m(r) =

{

m0, r < R,
m1, r > R

, ε(r) =

{

ε0, r < R,
ε1, r > R.

У роботi [17] розглянуто цi ефекти для СКТ
GaAs/Al0.2Ga0.8As, результати показують, що ефек-
том рiзних ефективних мас можна знехтувати при
R > aD, aD = m1/m0εaB, тобто в режимi слабко-
го конфайнменту, що зумовлено малим проникненням
електронiв в область бар’єра. У роботi [18] показано

добре узгодження з експериментальними даними для
малих КТ CdS, умiщених у силiкатне скло.

Урахування змiни дiелектричної сталої на границi
КТ приводить до виникнення поляризацiї [3]. У ви-
падку Si/SiO2 наноструктури нанокристал iз бiльшою
дiелектричною сталою (Si) вводиться в дiелектричне
середовище (SiO2) з меншою дiелектричною сталою.
Тодi внаслiдок поляризацiї електрони вiдштовхують-
ся вiд границi КТ i змiщуються до центра КТ, що
спричиняє бiльшу локалiзацiю електронiв усерединi
КТ. Вивчено поляризацiйнi ефекти для сферичних ге-
тероструктур Si/SiO2 та β-HgS/CdS у роботi [19], де
показано, що врахування поляризацiї збiльшує ефек-
тивну заборонену зону. Якщо дiелектричнi константи
обох матерiалiв тiльки незначно вiдрiзняються мiж
собою, як у GaAs/AlxGa1−xAs наноструктури з ма-
лим умiстом Al, поляризацiйнi ефекти є незначними
i ними можна знехтувати.

[1] S. M. Reinmann, M. Manninen, Rev. Mod. Phys. 74,
1283 (2002).

[2] S. Tarucha, Japan Nanonet Bull. 13, 4 (2004).
[3] D. Babic’, R. Tsu, R. F. Greene, Phys. Rev. B 45, 14150

(1992).
E. Räsänen, H. Saarikovski et al. Phys. Rev. B 67,
235307 (2003).

[4] O. Steffens, Europhys. Lett. 42, 529 (1998).
[5] S. Bednarek, B. Szafran, J. Adamowski, Phys. Rev. B

59, 13036 (1999).
[6] S. K. Gray, B. G. Sumpter, Chem. Phys. Lett. 333, 308
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ONE-ELECTRON STATES IN THE OSCILLATOR-COULOMB MODEL OF THE

QUANTUM DOT

G. V. Ponedilok, M. I. Klapchuk
National University “Lvivska Politekhnika”,

Institute of Applied Mathematics and Fundamental Sciences,

12, S. Bandery St., Lviv, UA–79013, Ukraine

One-electron states of the quantum dot modelled by a spherically symmetric oscillator-Coulomb potential
are studied. The proposed model generalizes the known parabolic model of the quantum dot. The transcendental
equation for the electron spectrum and expressions for the wave functions are obtained. The dependence of the one-
electron spectrum on the quantum dot effective size and other parameters of the model potential are found. These
parameters can serve as control parameters to optimize the energy structure of a spherical quantum dot in order to
obtain real structures with predetermined physical and chemical properties. The conditions of applicability of the
model to describe electronic properties of metallic and semiconducting quantum dots are studied. The obtained
results are compared with other models of the quantum dot — spherical, rectangular and parabolic.
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