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Дослiджено основний стан моделi “бозе-рiдина плюс домiшковий атом” варiацiйним мето-
дом з пробною хвильовою функцiєю в наближеннi парних кореляцiй. На прикладi домiшки
3He обчислено енерґiю занурення при рiзних густинах бозе-рiдини. Знайдено одночастинкову
матрицю густини системи.
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I. ВСТУП

Вивчення домiшкових станiв у квантових рiдинах
починається з робiт [1, 2]. Значну увагу придiляють
побудовi мiкроскопiчної теорiї для опису систем з рiз-
ним типом статистики. Зокрема вивчення впливу до-
мiшок на поведiнку бозе-систем є важливим завдан-
ням при дослiдженнi сумiшей 3He − 4He. Актуальни-
ми є дослiдження, присвяченi вивченню впливу рiз-
ної концентрацiї домiшок 3He (дефектiв) на харак-
теристики твердого 4He [3]. Систематично проводять
експерименти з виявленням конденсатної фракцiї для
багаточастинкових систем, що перебувають у паст-
ках [4]. На сьогоднi достатньо теоретичних праць,
де розглянуто газ взаємодiючих бозонiв з домiшко-
вими атомами в потенцiальних пастках. Автори пра-
цi [5] в наближеннi середнього поля знайшли хвильову
функцiю основного стану системи тотожних бозонiв,
що є в пастцi (подвiйна потенцiальна яма) залежно
вiд величини бозон-домiшкової взаємодiї та дослiди-
ли вплив одного домiшкового атома на наявнiсть бозе-
конденсату. У роботi [6] дослiджено ефект тунелюван-
ня бозе-частинок у пастцi у випадку сильної бозонно-
домiшкової взаємодiї. Близькою експериментальною
реалiзацiєю цього є оптична ґратка системи багатьох
бозонiв плюс один домiшковий атом [7]. Проте бiль-
шiсть робiт, у яких дослiджують вплив домiшкових
атомiв на поведiнку бозе-систем, ґрунтуються на ва-
рiацiйному методi, що запропонував Фiнберг [9].

Домiшковi стани є реперною задачею при дослi-
дженнi двокомпонентних розчинiв 3He, D2, Ne, Ar в
надплинному гелiї [8]. Зокрема, низка праць присвя-
чена розрахунковi динамiки окремих атомiв 3He в рiд-
кому 4He. До прикладу, у статтi [9] розглянуто взає-
модiю одного атома 3He з бозе-частинками при абсо-
лютному нулi температури. Для знаходження основ-
них характеристик такої системи (енерґiї занурення,
ефективної маси, диференцiального об’ємного коефi-
цiєнта) автор використав теорiю збурень Брiллюена–
Вiґнера. Вплив парних та тричастинкових кореляцiй
на властивостi розчинiв квантових рiдин розглянуто в
роботi [9] варiацiйним методом з певним вибором фун-
кцiї основного стану дослiджуваної системи. Завдя-
ки певному добору пробної хвильової функцiї систе-

ми варiацiйним методом у працi [10] отримано спектр
елементарних збуджень квазiчастинок розчину, який
добре узгоджується з експериментальними даними, i
звернуто увагу на його неквадратичну поведiнку в об-
ластi хвильових векторiв порядку 3 Å−1. Унаслiдок
сильних багаточастинкових кореляцiй та через велике
значення ефективної маси 3He в 4He, яка близька до
сумарної маси 3He i 4He, утворюються зв’язанi стани
атомiв 3He−4He,4He−4He [11]. Пiдтвердженням цього
є експериментальнi роботи [12]. У працi [13] шляхом
вдалого вибору хвильової функцiї у виглядi добутку
детермiнанта Слетера, що описує фермi-систему (ато-
ми 3He), та множника, що враховує взаємодiю мiж
атомами 3He i 4He, знайдено фермi-рiдинну поправку
до ефективної маси. А також при рiзних густинах 4He
знайдено зсув матрицi розсiяння в розчинах 3He−4He
та критичну температуру фазового переходу фермi-
рiдини з нормального в надплинний стан iз куперiв-
ським спарюванням атомiв 3He в розчинi 3He− 4He в
границi наднизьких температур.

Для моделi “одновимiрнi бозони плюс домiш-
ка” в границi сильного вiдштовхування мiж бозе-
частинками (δ-вiдштовхування) у працi [14] отримано
рiвняння для визначення енерґiї основного стану сис-
теми. Рiвняння розв’язано для випадку притягання
мiж бозе-частинками й домiшковим атомом; показано
iснування зв’язаних станiв системи. У працi [15] взає-
модiя мiж атомами 4He та домiшкою задається потен-
цiалом Ленарда-Джонса. Для дослiдження основного
стану домiшки в рiдкому 4He автори, скориставшись
гiперланцюговим наближенням iнтеґральних рiвнянь
у теорiї рiдкого стану, знайшли хiмiчнi потенцiали,
об’ємнi коефiцiєнти та кореляцiйнi функцiї домiшко-
вих атомiв.

Вплив позитивних йонiв на поведiнку бозе-рiдини
розглянуто в працях [16]. Зокрема, автори показали,
що якщо для йонiв лужних металiв їхня рухливiсть
зменшується зi збiльшенням атомного номера, то для
лужноземельних — навпаки, збiльшується. Активно
вивчають властивостi домiшкових атомiв 3He та iзо-
топiв водню в плiвках 4He. Унаслiдок сильної вiд-
штовхувальної взаємодiї мiж атомами 4He та iзотопа-
ми водню та їхньою значно меншою масою порiвняно
з атомами 3He, ця система не утворює сумiшей, проте

4601-1



I. О. ВАКАРЧУК, Г. I. ПАНОЧКО

iснують квазiдвовимiрнi сумiшi, якi вивченi з мiкро-
скопiчного погляду в роботi [17]. У працi [18] проведе-
но оцiнку вимiрювання тривалостi життя дейтерiю в
камерi, стiнки якої вкритi насиченим 4He, визначено
хiмiчний потенцiал та обговорено можливiсть оцiнки
ефективної маси домiшки.

Наша стаття присвячена дослiдженню основного
стану системи “бозе-рiдина плюс домiшковий атом”
варiацiйним методом. Стани такої системи ми посту-
люємо хвильовою функцiєю в зображеннi колектив-
них змiнних. Цей метод дає змогу вiдтворити енер-
ґiю основного стану отриманою стандартною теорi-
єю збурень як чистої бозе-рiдини [19], так i розчи-
ну 3He − 4He в границi однiєї домiшки 3He. Вира-
зивши фур’є-образ потенцiалу взаємодiї мiж бозе-
частинками та домiшкою через статичний структур-
ний фактор чистої бозе-рiдини, у термодинамiчнiй
границi знайшли ефективну змiну об’єму. Для порiв-
няння наведено чисельнi результати, отриманi мето-
дом Монте-Карло в роботi [21]. Важливими є резуль-
тати щодо розподiлу за iмпульсами частинок систе-
ми та кiлькостi бозе-конденсату, одержанi з означення
одночастинкової матрицi густини системи.

II. ВИХIДНI РIВНЯННЯ

Розгляньмо сукупнiсть N безспiнових бозе-
частинок маси m з координатами r1, . . . , rN , що пе-
редбачають в об’ємi V , та домiшковий атом маси M з
координатою r. Гамiльтонiан такої модельної системи
запишiмо у виглядi суми: гамiльтонiана бозе-рiдини,
кiнетичної енерґiї домiшки та енерґiї взаємодiї домiш-
ки з частинками бозе-рiдини:

Ĥ = ĤB +
P̂2

2M
+

N
∑

j=1

V (|rj − r|), (2.1)

де гамiльтонiан бозе–рiдини:

ĤB =

N
∑

j=1

p̂2
j

2m
+
N(N − 1)

2V
ν0 +

1

2

∑

k6=0

ρνk(ρkρ−k − 1),

(2.2)
тут νk — фур’є-образ потенцiалу парної взаємодiї
Φ(R) мiж атомами бозе-рiдини:

νk =

∫

Φ(R)eikRdR, (2.3)

P̂ — оператор iмпульсу домiшки, p̂j — оператор iм-
пульсу j-ї бозе-частинки; ρ = N/V — рiвноважна гус-
тина рiдини. Енерґiя взаємодiї домiшки з N атомами
рiдини дорiвнює:

N
∑

j=1

V (|rj − r|) =
N

V
ν̄0 +

1√
N

∑

k6=0

ρν̄kρke
ikr, (2.4)

де

ν̄k =

∫

V (R)eikRdR (2.5)

— коефiцiєнт Фур’є енерґiї взаємодiї домiшкового ато-
ма з атомом рiдини, а величини ρk є коефiцiєнтами
Фур’є флуктуацiї густини бозе–частинок:

ρk =
1√
N

N
∑

j=1

e−ikrj . (2.6)

Нашим завданням є знайти розв’язок стацiонарного
рiвняння Шрединґера для основного стану системи
бозе-рiдина плюс домiшка. Для цього ми використає-
мо варiацiйний принцип.

Виберiмо хвильову функцiю основного стану сис-
теми “бозе-рiдина плюс домiшка” у виглядi добутку
хвильової функцiї основного стану бозонiв на фактор,
що враховує наявнiсть домiшки в рiдинi:

Ψ(r1, . . . , rN , r) =
1√
C
ψB(r1, . . . , rN )eU , (2.7)

тут стала C забезпечує умову нормування хвильової
функцiї на одиницю:

C =

∫

dr1 . . . drN

∫

dr |Ψ(r1, . . . , rN , r)|2. (2.8)

Невiдому варiацiйну функцiю U оберiмо так, щоб во-
на вiдтворювала структуру оператора взаємодiї (2.4):

U =
1

2
√
N

∑

k6=0

λi(k)ρke
ikr, (2.9)

вона є дiйсною додатною функцiєю й залежить вiд ва-
рiацiйного параметра λi(k), який ми знайдемо з умо-
ви мiнiмуму енерґiї. Варiацiйну хвильову функцiю ос-
новного стану бозонiв ψB(r1, . . . , rN ) знайдено в [19] у
наближеннi парних кореляцiй:

ψB(r1, . . . , rN ) =
1√
CB

exp



−1

4

∑

k6=0

λ(k)ρkρ−k



 ,

(2.10)
CB — стала нормування хвильової функцiї рiдини, а
коефiцiєнт λ(k) обчислено у [19] у так званому набли-
женнi “однiєї суми за хвильовим вектором”:

λ(k) = αk − 1 +
1

2N

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

k1+k2=0

(

1 − 1

αk1

) (

1 − 1

αk2

)

×
[

k1k2

k2αk

+

(

1 − 1

αk

)]

, (2.11)

тут через αk позначено боголюбiвський фактор:

αk =
√

1 + 2ρνk/εk (2.12)

Скориставшись зв’язком боголюбiвського фактора зi
структурним фактором, який означається як серед-
ньоквадратична флюктуацiя, в RPA-наближеннi αk =
1/S(k), запишемо:
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λ(k) =
1

S(k)
− 1 (2.13)

+
1

2N

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

k1+k2=0

(1 − S(k1)) (1 − S(k2)) .

Енерґiю основного стану системи, тобто власне зна-
чення гамiльтонiана (2.1), шукатимемо шляхом усе-
реднення за хвильовою функцiєю дослiджуваної сис-
теми:

E =

∫

dr

∫

dr1 . . . drNΨ∗(r1, . . . , rN , r)

× ĤΨ(r1, . . . , rN , r). (2.14)

Енерґiю бозе-рiдини разом з домiшковим атомом зна-
ходитимемо в наближеннi двох сум за хвильовим век-
тором — це вiдповiдатиме другому порядку стацiо-
нарної теорiї збурень (де збуренням є потенцiальна
енерґiя взаємодiї домiшки з атомами рiдини) [20]. Але
оскiльки ми у варiацiйному пiдходi беремо хвильову
функцiю залежну лишень вiд одного параметра, то
доданки, пов’язанi з впливом домiшки, враховувати-
мемо в наближеннi однiєї суми. “Домiшковi” доданки
порядку двох сум за хвильовим вектором не давати-
муть суттєвого внеску у вираз для енерґiї основного
стану системи.

III. ВАРIАЦIЙНА ХВИЛЬОВА ФУНКЦIЯ

Спершу запишемо сталу нормування хвильової
функцiї (2.7) згiдно з означенням:

C =

∫

dr1, . . . , drN

∫

dr |ψB(r1, . . . , rN )|2e2U , (3.1)

розглядаємо цей вираз, як середнє за основним ста-
ном бозе-рiдини:

C = 〈e2U 〉B; (3.2)

тут ламанi дужки означають таке усереднення:

〈(. . .)〉B =

∫

dr1 . . . drN (. . .)ψ2
B, (3.3)

де ψB нормована на одиницю. Для обчислення серед-
нього у виразi для сталої нормування ми скористає-
мось розкладом за незвiдними середнiми:

∫

dr1 . . . drN |ψB|2e2U = exp
[

∑

n≥1

Mn

n!

]

, (3.4)

обмежимось урахуванням лише перших кiлькох ку-
мулянтiв, оскiльки працюємо в наближеннi однiєї су-
ми за хвильовим вектором:

M1 = 〈2U〉B,M2 = 〈(2U)
2〉B − 〈2U〉B, (3.5)

коли ми усереднюємо за станами рiдини, то середнє
〈2U〉B = 0, тому третiй i четвертий кумулянт запише-
мо так:

M3 = 〈(2U)3〉B,M4 = 〈(2U)4〉B − 3〈(2U)2〉2B, . . . (3.6)

зауважимо, що цi кумулянти мiстять “домiшковi” вне-
ски порядку двох сум. Тому:

C = V N exp









1

2N

∑

k6=0

λ2
i (k)S(k) +

1

6N2

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

λi(k1)λi(k2)λi(k3)S3(k1,k2,k3)

+
1

8N2

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

k1+k2=0

λ2
i (k1)λ

2
i (k2)

(

〈ρk1
ρ−k1

ρk2
ρ−k2

〉B − S(k1)S(k2)
)









, (3.7)

тут S(k) = 〈ρkρ−k〉B–рiдинний парний структурний
фактор, який екпериментально вимiрють у дослi-
дах iз розсiяння нейтронiв чи рентґенiвських про-
менiв. Саме цю величину, а не потенцiал мiжчас-
тинкової взаємодiї, ми вiзьмемо як вихiдну iнфор-
мацiю для проведення чисельних розрахункiв. Та-
кож ми скористались тим, що середнє 〈ρk1

ρk2
ρk3

〉B =
1√
N
S3(k1,k2,k3) є тричастинковим структурним

фактором.

Останнiй доданок у квадратних дужках з
урахуванням розщеплення 〈ρk1

ρ−k1
ρk2

ρ−k2
〉B =

〈ρk1
ρ−k1

〉B〈ρk2
ρ−k2

〉B дорiвнюватиме нулевi, тому й
надалi його не братимемо до уваги.

IV. ЕНЕРҐIЯ ОСНОВНОГО СТАНУ

Середнє значення енерґiї основного стану нашої
системи згiдно з означенням (2.13), з урахуванням ви-
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разу для хвильової функцiї (2.7) пiсля деяких простих
перетворень можна записати так:

E = − ~
2

4m

N
∑

j=1

〈∇2
jU〉 − ~

2

4m

N
∑

j=1

〈∇2
j lnψB〉

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

1

2

∑

k6=0

ρνk

(

〈ρkρ−k〉 − 1
)

(4.1)

− ~
2

4M
〈∇2U〉 +

N

V
ν̄0 +

1√
N

∑

k6=0

ρν̄k〈ρkeikr〉,

тут середнi означають усереднення за повною хвильо-
вою функцiєю (2.7). Пiдставивши явний вигляд фун-
кцiї U , з (3.4), матимемо:

E = EB +
1

4

∑

k6=0

εk

[

− λ(k) + 2ρνk/εk

]

×
(

〈ρkρ−k〉 − S(k)
)

+ ρν̄0 (4.2)

+
1

4
√
N

∑

k6=0

εk

[

λi(k)(1 +
m

M
) + 4ρν̄k/εk

]

〈ρkeikr〉,

де EB — енерґiя основного стану бозе-рiдини, яка в
нульовому наближеннi збiгається з енерґiєю Боголю-
бова:

EB =
N(N − 1)

2V
ν0 −

1

4

∑

k6=0

εk

(

αk − 1
)2

+ ∆EB, (4.3)

а поправку до цiєї енерґiї вперше знайдено у [23], i
вона дорiвнює:

∆EB =
1

8N

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

εk1

(

1 − 1

αk1

)

×
(

1 − 1

αk2

)(

1 − 1

αk3

)

. (4.4)

Запишемо повнi середнi 〈ρkρ−k〉, 〈ρkeikr〉, що вхо-
дять у вираз для енерґiї основного стану (4.2), через

варiацiйнi похiднi вiд сталої нормування (3.1):

〈ρkρ−k〉 =
δ2C

δλi(k)δλi(−k)
, (4.5)

〈ρkeikr〉 =
√
N
δ lnC

δλi(k)
. (4.6)

Обчисливши їх, отримаємо:

〈ρkρ−k〉 = S(k) +
1

N
λ2

i (k)S
2(k) +

1

N2
λi(k)S(k)

×
∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

k1+k2=0

λi(k1)λi(k2)S3(k1,k2,k);

1√
N

〈ρkeikr〉 =
[ 1

N
λi(k)S(k) (4.7)

+
1

2N2

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

k1+k2=0

λi(k1)λi(k2)S3(k1,k2,k3)
]

.

Пiдставивши одержанi повнi середнi у вираз (4.2),
матимемо енерґiю основного стану системи, залежну
вiд варiацiйного параметра, який шукатимемо з умо-
ви мiнiмуму енерґiї:

δE

δλi(k)
= 0. (4.8)

У результатi розв’язку цього рiвняння отримаємо:

λi(k) = − 2ρν̄k/εk

1 +m/M + S(k)[2ρνk/εk − λ(k)]
, (4.9)

а сама енерґiя основного стану системи “рiдина плюс
домiшковий атом” у наближеннi двох сум за хвильо-
вим вектором, з урахуванням цього виразу, буде та-
кою:

E = EB − 1

4N

∑

k6=0

εk

(2ρν̄k/εk)2S(k)

1 +m/M + S(k)[2ρνk/εk − λ(k)]
+
N

V
ν̄0 (4.10)

− 1

8N2

(

1 +
m

M

)

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

λi(k1)λi(k2)λi(k3)S3(k1,k2,k3).

Для аналiзу цiкавiшою є енерґiя занурення домiшки в бозе-рiдину, що є рiзницею цiєї повної енерґiї E та
енерґiї чистої рiдини EB, позначатимемо цю величину Ei. Головним доданком в енерґiї занурення є той, що
мiстить одну суму за хвильовим вектором.

Варiацiйний параметр, з урахуванням нульового наближення для коефiцiєнта λ(k) = αk − 1, запишемо так:

λi(k) = − 2ρν̄k/εk

αk +m/M
(4.11)

i вiдповiдно, енерґiя занурення:
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Ei = ρν̄0 −
1

N

∑

k6=0

εk

(ρν̄k/εk)2

αk(αk +m/M)
(4.12)

+
1

N2

(

1 +
m

M

)

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

εk1

ρν̄k1
/εk1

αk1
+m/M

ρν̄k2
/εk2

αk2
+m/M

ρν̄k3
/εk3

αk3
+m/M

S3(k1,k2,k3).

Оскiльки наша дослiджувана система складаєть-
ся з N бозе-частинок та одного домiшкового атома,
то замiнимо цей атом частинкою того ж сорту, що
й частинки рiдини, тодi енерґiю системи N + 1 бозе-
частинок розкладемо в ряд заN i одержимо так звану
енерґiю замiщення системи:

∆E = Ei −
(

∂EB

∂N

)

T

,

яка в явному виглядi в наближеннi однiєї суми за хви-
льовим вектором дорiвнює:

∆E = − 1

4N

(

1 − m

M

)

∑

k6=0

εk

(2ρν̄k/εk)2

αk(αk + 1)

1

αk +m/M
.

Використовуючи вираз для повної енерґiї системи,
можна отримати рiвняння стану системи. Для чис-
тої бозе-рiдини воно є вiдомим, а почисливши похiд-
ну вiд енерґiї занурення в наближеннi однiєї суми за
хвильовим вектором, оскiльки ми працюємо в набли-
женнi парних кореляцiй, матимемо змiну тиску при
наявностi в системi домiшки. Власне, саме з тим тис-
ком пов’язаний коефiцiєнт

α =
ρ

mc2

(

∂∆E

∂ρ

)

T

, (4.13)

який дає змогу оцiнити ефективну змiну об’єму в сис-
темi “бозе-рiдина плюс домiшка”, коли замiнити один
атом 4He домiшковим атомом при сталiй температурi,
тобто

α = − V

mc2

(

∂∆E

∂V

)

T

, (4.14)

пiдставивши у (4.14) ∆E, одержимо:

mc2α = − 1

8N

(

1 − m

M

)

(4.15)

×
∑

k6=0

εk

(2ρν̄k/εk)2

α3
k

(

1 − αk(αk − 1)

αk +m/M

)

.

Зауважимо, що означений у такий спосiб коефiцiєнт
α збiгається з коефiцiєнтом α у працi [21] i пiсля пе-
ретворень збiгається з формулою, яку запропонував
Бейм [1]:

α =
ρ

mc2

(

∂Ei

∂ρ

)

T

− 1, (4.16)

mc2α = Ei −mc2 +
1

8N

∑

k6=0

εk

(

αk − 1

αk

)3

× 2αk +m/M

(αk +m/M)
2 . (4.17)

V. ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ

Для чисельної оцiнки енерґiї занурення запишiмо
фур’є-образ потенцiалу взаємодiї мiж бозе-рiдиною та
домiшкою ν̄k через боголюбiвський фактор αk чи че-
рез парний структурний фактор чистої бозе-рiдини.
Тобто приймемо, що νk = ν̄k для домiшки 3He. Таке
припущення буде правдивим для елементiв, у яких
повнiстю заповнена s-оболонка (насамперед, це iнер-
тнi гази). Для iншого типу домiшок не завжди мож-
на забезпечити рiвнiсть цих коефiцiєнтiв, оскiльки не
для всiх потенцiалiв взаємодiї iснує фур’є-образ (для
взаємодiї типу Ленарда-Джонса його потрiбно до-
означувати). Коефiцiєнт Фур’є взаємодiї ν̄0 при k → 0
виразимо через швидкiсть першого звуку в рiдкому
4He (при T = 0 K c = 238.2 м/с ρ0 = 0.0218 Å−3), як
у випадку виключення фур’є-образу потенцiалу вза-
ємодiї мiж бозе-частинками ν0, використовуючи спiв-
вiдношення:

mc2 = N
∂2EB

∂N2
,

пiсля обчислення похiдної, беручи до уваги лише ну-
льове наближення для енерґiї чистої рiдини (4.3),
отримаємо зв’язок мiж швидкiстю звуку та фур’є-
образом потенцiалу взаємодiї ν̄0:

ν̄0 =
mc2

ρ
+

1

16π2ρ2

∫ ∞

0

k2εkS(k)

(

S(k) − 1

S(k)

)2

dk.

(5.1)
Зрозумiло, що для густин, не рiвних рiвноважнiй

густинi ρ0 рiдкого гелiю, а вiдповiдно й iншого зна-
чення швидкостi звуку, Фур’є-образ ν̄0 є мiкроскопiч-
ним параметром i має залишатися сталим. Не змiню-
ватиметься також коефiцiєт ν̄k залежно вiд густини
бозе-рiдини.

При чисельних розрахунках енерґiї занурення для
густин не рiвних рiвноважнiй густинi ρ0 рiдкого ге-
лiю, доцiльно перенормувати боголюбiвський фактор
у виразi для енерґiї занурення (4.12). Ця процеду-
ра полягає в його перерахунку через експерименталь-
но вимiрюваний структурний фактор Sexp(k) у дослi-
дах з розсiяння нейтронiв при нормальнiй густинi ρ0

гелiю-4 [24]. Отже:

α2
k = 1 +

ρ

ρ0

(

1

S2
exp(k)

− 1

)

. (5.2)

Оскiльки ми працюємо в наближеннi парних коре-
ляцiй, то структурний фактор при iнших густинах до-
рiвнює:
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1

S2(k)
= 1 +

ρ

ρ0

(

1

S2
exp(k)

− 1

)

. (5.3)

Рис. 1. Перенормований структурний фактор 4He при
рiзних густинах (виколотими кружечками позначено екс-
периментально вимiряний структурний фактор за нор-
мальних умов рiдкого гелiю).

Отже, у термодинамiчнiй границi (N → ∞, V → ∞;
ρ = const) при переходi вiд пiдсумовування до iнтеґ-
рування за всiма хвильовими векторами

∑

k6=0(. . .) →
V/(2π)

3 ∫

(. . .)dk енерґiю занурення запишемо так:

Ei = ρν̄0 −
1

8π2ρ

∫ ∞

0

k2εk

(1 − S2(k))2

S3(k)(1/S(k) +m/M)
dk

+ ∆Ei, (5.4)

тут ∆Ei — поправка до енерґiї занурення поряд-
ку двох сум за хвильовим вектором. Для її обчис-
лення потрiбно скористатися конволюцiйним набли-
женням для структурного фактора, коли тричастин-
ковий структурний фактор розщеплюють на пар-
нi структурнi фактори бозе-рiдини: S(k1,k2,k3) =
S(k1)S(k2)S(k3). Узагалi кажучи, така факторизацiя
нiвелює вплив три- та чотиричастинкових кореляцiй,
але ми в розрахунках ураховуємо лише парнi кореля-
цiї. Тому:

∆Ei =
1

64π4ρ2

(

1 +
m

M

)

∫ ∞

0

k1 dk1

∫ ∞

0

k2 dk2

×
∫ k1+k2

|k1−k2|

k dk f(k, k1, k2),

де

f(k, k1, k2) = εk

1/S2(k) − 1

1/S(k) +m/M

1/S2(k1) − 1

1/S(k1) +m/M

× 1/S2(k2) − 1

1/S(k2) +m/M

— внесок цього доданка у вираз для енерґiї поряд-
ку 0.001 K, тому надалi не братимемо його до уваги.

Зауважимо, що у формулi (5.4) структурний фактор
беремо з (5.2), а обчислюючи коефiцiєнт ν̄0, вважати-
мемо, що ρ = ρ0 i S(k) = Sexp(k) для всiх густин.

Аналогiчно в термодинамiчнiй границi можна запи-
сати енерґiю замiщення:

∆E = − 1

8π2ρ

(

1 − m

M

)

∫ ∞

0

k2εkS(k) [1/S(k)− 1]
2

× 1/S(k) + 1

1/S(k) +m/M
dk. (5.5)

В експериментальних роботах зазвичай вимiрюють
енерґiю роздiлення B, яка у працi [9] для системи
(N − 1) бозе-частинок та одного домiшкового атома
означено як рiзницю повної енерґiї цiєї системи, пора-
хованої теорiєю збурень Брiллюена–Вiґнера, та енер-
ґiї бозе-рiдини з розрахунком на одну частинку за ста-
лої густини, тобто це та енерґiя, яка потрiбна для ви-
далення домiшкового атома з розчину 3He−4He . При
рiвноважнiй густинi ρ0 = 0.0218 Å−3 ї ї значення для
однiєї домiшки 3He дорiвнює Bexp = 2.76 K.

Мовою наших позначень зв’язок мiж енерґiями роз-
дiлення та занурення такий:

−B = ∆E +EB/N.

Наводимо чисельнi результати для енерґiй у випадку
домiшки 3He:

ρ, Å−3 EB/N, K Ei, K ∆E, K B, K B[9], K

0.0218 −5.21 8.70 3.19 2.02 1.39

0.0226 −5.30 9.66 3.25 2.05 1.15

0.0234 −5.39 10.71 3.30 2.09 0.88

0.0242 −5.44 11.77 3.35 2.09 0.51

0.0250 −5.46 12.82 3.41 2.05 0.13

0.0258 −5.45 13.88 3.47 1.98 −0.36

VI. РОЗПОДIЛ ЗА IМПУЛЬСАМИ

Насамперед знайдiмо одночастинкову матрицю гус-
тини системи згiдно з означенням:

F1(r|r′) =
V

ZN

∫

dr1 . . . drN (6.1)

× Ψ∗(r1, . . . , rN , r
′)Ψ(r1, . . . , rN , r),

тут ZN — статистична сума системи “бозе-рiдина
плюс домiшка”:

ZN =

∫

dr1 . . . drN

∫

dr (6.2)

× Ψ∗(r1, . . . , rN , r)Ψ(r1, . . . , rN , r).

Для цього врахуємо явний вигляд хвильової функ-
цiї та розрахуємо iнтеґрал (6.1), усереднюючи за ста-
нами бозе-рiдини:
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F1(R) = exp

[

1

4N

∑

k6=0

λ2
i (k)S(k)(coskR − 1) (6.3)

+
1

8N2

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

λi(k1)λi(k2)λi(k3)S3(k1,k2,k3)(cosk1R− 1)

]

,

тут R = r − r′.
Якщо припустити, що взаємодiя мiж атомами рiдини є такою ж, що й мiж бозе-частинками, тобто (ν̄k =

νk), i покласти, що їхнi маси рiвнi (M = m), то обчислена одночастинкова матриця густини збiгається з
одночастинковою матрицею багатобозонної системи, отриманою в роботi [19] у наближеннi парних кореляцiй.

Зауважимо, що F1(0) = 1, а коли ж у виразi для матрицi густини спрямувати R → ∞, то

F1(∞) = exp

[

− 1

4N

∑

k6=0

λ2
i (k)S(k) − 1

8N2

∑

k1 6=0

∑

k2 6=0

∑

k3 6=0

k1+k2+k3=0

λi(k1)λi(k2)λi(k3)S3(k1,k2,k3)

]

. (6.4)

Якщо домiшковий атом — це частинка такої ж ма-
си, що й частинки бозе-рiдини, то розклад у ряд екс-
поненти в лiнiйному наближеннi формально збiгаєть-
ся з кiлькiстю бозе-конденсату в рiдкому гелiї:

F1(∞) = 1 − 1

4N

∑

k6=0

(1 − αk)
2

αk

.

Такий вираз можна отримати, обчисливши варiацiй-
ну похiдну за вiльночастинковим спектром домiшки
~

2k2/2M вiд вiльної енерґiї системи, яка при абсолют-
ному нулi температури збiгається з енерґiєю основно-
го стану системи “бозе-рiдина плюс домiшка” (5.4). На
рис. 2 зображено поведiнку функцiї F1(R).

Рис. 2. Одночастинкова матриця густини системи “бо-
зе-рiдина плюс домiшковий атом” порiвнянно з матрицею
густини чистої бозе-рiдини (суцiльна лiнiя): 1 — для до-
мiшки 6He, 2 — для домiшки 3He.

Рис. 3. Iмовiрнiсть знайти домiшковий атом з нульо-
вим iмпульсом. Точки: 1. — 6He, F1(∞) = 0.21; 2. — 4He,
F1(∞) = 0.26; 3. — 3He, F1(∞) = 0.31.

Для знаходження густини ймовiрностi того, що до-
мiшковий атом має iмпульс ~q, запишiмо фур’є-образ
одночастинкової матрицi густини:

ωq =

∫

eiqRF1(R)dR, (6.5)

забезпечмо збiжнiсть цього iнтеґрала, додавши та вiд-
нявши значення одночастинкової матрицi на безмеж-
ностi:

ωq =

∫

eiqR[F1(R) − F1(∞)]dR + (2π)3δ(q)F1(∞),

(6.6)
тодi перший доданок — це густина ймовiрностi того,
що домiшковий атом має хвильовий вектор q 6= 0.
Пiдсумування за всiма хвильовими векторами q дає
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повну ймовiрнiсть знайти частинку в просторi хви-
льових векторiв:

1

V

∑

q

ωq = 1. (6.7)

Пiдставмо сюди розподiл ωq i запишiмо ймовiрнiсть
знайти домiшковий атом iз iмпульсом, вiдмiнним вiд
нуля:

p =
1

V

∑

q6=0

∫

eiqR[F1(R) − F1(∞)] dR, (6.8)

а тодi величину F1(∞) трактуватимемо як iмовiр-
ность того, що домiшковий атом має iмпульс, рiвний
нулевi. Для знаходження ймовiрностi того, що час-
тинка є в станi спокою, обчислiмо її значення (6.4), ви-
ходячи з тих мiркувань, що й при розрахунковi енер-
ґiї занурення. Зобразимо графiчно (рис. 1) залежнiсть
iмовiрностi знайти домiшковий атом з нульовим iмпу-

льсом для рiзних спiввiдношень мiж масами домiшко-
вих атомiв. У важких домiшках (атомна маса зростає
зi збiльшенням атомного номера елемента в перiодич-
нiй системi) вiдношення m(4He)/M ' 0.01 i величина
F1(∞) є суттєво малими. Якщо домiшка — це атом
4He (вiдношення мас дорiвнює одиницi), то це є своє-
рiдною перевiркою для значення вiдносної кiлькостi
бозе-конденсату чистого гелiю F1(∞) = 0.26.

Чисельно оцiнiмо розподiл за iмпульсами для рiз-
них значень мас домiшкового атома. Для початку у
виразi (6.8) перейдiмо вiд пiдсумовування за хвильо-
вим вектором q до iнтеґрування та спростiмо його:

p =
1

2π2

∫ ∞

0

q dq

∫ ∞

0

R sin qR[F1(R) − F1(∞)] dR.

(6.9)
Чисельнi результати для ймовiрностi знайти домiшко-
вий атом з не нульовим iмпульсом є такими: p = 0.74
(для домiшки 4He); p = 0.69 (для домiшки 3He);
p = 0.80 (для домiшки 6He).
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IMPURITY STATES IN A MANY-BOSON SYSTEM

I. O. Vakarchuk, G. I. Panochko
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The ground state of the model “Bose-liquid + impurity atom” is studied in the approximation of pair correla-
tions using the variational method with a trial wave function. With 3He impurity as an example, the immersion
energy at different densities of the Bose-liquid is calculated. The one-particle density matrix of the system “Bose-
liquids + impurity” is found.
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