
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

т. 17, № 1 (2013) 1901(24 с.)

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES

v. 17, No. 1 (2013) 1901(24 p.)

ВЗАЄМОДIЇ ЧАСТИНОК, ПРИСКОРЕНИХ У ЗАЛИШКАХ НАДНОВИХ ЗIР.
ПРОЦЕСИ ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ

О. Петрук, В. Бешлей
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача,

вул. Наукова, 3б, 79060, Львiв

(Отримано 30 серпня 2012 р.; в остаточному виглядi — 13 лютого 2013 р.)

Подано систематичний огляд основних процесiв та методiв розрахунку гамма-
випромiнювання заряджених частинок високої енерґiї в залишках наднових зiр, а саме: обер-
нений Комптон-ефект, нетеплове гальмiвне випромiнювання електронiв та випромiнювання
внаслiдок непружних протон-протонних зiткнень.

Ключовi слова: гамма-випромiнювання, залишки наднових зiр.

PACS number(s): 95.30.Gv, 98.38.Mz, 95.85.Pw

ЗМIСТ

ВСТУП 1

I Оберненiй Комптон-ефект 2

A Взаємодiя електрона з моноенерґетичними фо-
тонами поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

B Розрахунок гамма-випромiнювання. Пiдхiд А:
фiксований спектр електронiв . . . . . . . . . . 4

C Розрахунок гамма-випромiнювання. Пiдхiд Б:
планкiвський спектр фонових фотонiв . . . . . 4

D Наближення “δ-функцiї” для оберненого
Комптон-ефекту . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1 Границя Томсона . . . . . . . . . . . . . . . . 6

E Енерґетичнi втрати електронiв унаслiдок
оберненого Комптон-ефекту . . . . . . . . . . . 7

II Нетеплове гальмiвне випромiнювання 7

A Електрон-електронне гальмiвне випромiню-
вання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

B Електрон-протонне гальмiвне випромiнювання 11

C Енерґетичнi втрати електронiв унаслiдок га-
льмiвного випромiнювання . . . . . . . . . . . . 14

D Значущiсть (ee) та (ep) внескiв у гальмiвне ви-
промiнювання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

III Адронне гамма-випромiнювання 16

A Перерiз утворення нейтральних пiонiв унаслi-
док pp-зiткнень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

B Спектр нейтральних пiонiв . . . . . . . . . . . . 17

C Розрахунок гамма-випромiнювання. Пiдхiд А:
наближення спектра пiонiв δ-функцiєю . . . . . 18

D Розрахунок гамма-випромiнювання. Пiдхiд Б:
докладнiший опис спектра пiонiв . . . . . . . . 19

E Енерґетичнi втрати протонiв унаслiдок не-
пружних зiткнень . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

ВСТУП

Протягом останнiх десяти рокiв значного розвит-
ку досягли методи астрономiчних спостережень висо-
коенерґетичного (рентґенiвського та гамма-) випро-
мiнювання. Тепер данi супутникiв та наземних екс-
периментiв астрофiзики високих енерґiй дають змогу
тестувати теорiї прискорення елементарних частинок
в околi ударних хвиль.

Нетепловий компонент рентґенiвського випромiню-
вання залишкiв наднових зiр є наслiдком синхро-
тронного випромiнювання релятивiстських електро-
нiв, прискорених на фронтах ударних хвиль у цих
об’єктах до енерґiй ∼ 30 ÷ 300 ТеВ. Електрони з
такими енерґiями повиннi випромiнювати також в
гамма-дiапазонi шляхом оберненого ефекта Комптона
та нетеплового гальмiвного випромiнювання. Гамма-
фотони виникають i пiд час розпадiв пiонiв, породже-
них зiткненнями релятивiстських протонiв iз прото-
нами нижчих енерґiй. Виявлення такого випромiню-
вання — єдиний спосiб отримати експериментальнi
пiдтвердження про прискорення протонiв сильними
нерелятивiстськими хвилями в астрофiзичних об’єк-
тах.

Залишки наднових зiр є одними з прiоритетних об’-
єктiв спостережень орбiтальною гамма-обсерваторiєю
iменi Фермi, яка реєструє кванти з енерґiями ∼ 0.1–
100 ГеВ, як також i наземними експериментами зi
спостереження черенковського випромiнювання ат-
мосфери вiд гамма-фотонiв з енерґiями в дiапазонi
∼ 0.1–100 ТеВ (H.E.S.S., MAGIC, VERITAS та iн.).
Гамма-випромiнювання виявлено в кiлькох десятках
ЗН iз близько трьохсот галактичних ЗН. Iз 2004 року
наджорстке гамма-випромiнювання зафiксовано вiд
двох десяткiв залишкiв. Запущена 2008 року орбi-
тальна гамма-обсерваторiя iменi Фермi зареєструва-
ла гамма-випромiнювання вiд низки залишкiв. Перша
карта ЗН у гамма-променях, одержана 2004 року сис-
темою черенковських гамма-телескопiв H.E.S.S., за-
початкувала зображувальну гамма-астрономiю; вiд-
тодi отримано карти ще декiлькох залишкiв наднових
зiр.

Сучаснi спостережуванi данi мають суттєвою спек-
тральну та просторову деталiзацiєю. Тому слiд ви-
користовувати детальнi пiдходи до моделювання ви-
промiнювання. Слiд вiдзначити, однак, що засто-
сування точного формалiзму до процесiв гамма-
випромiнювання в астрофiзичних джерелах потребує
в багатьох випадках суттєвих комп’ютерних ресурсiв,
оскiльки вимагає обчислення складних багатократ-
них iнтеґралiв. Тому моделювання призводить до ви-
нятково довгих обчислень навiть на сучасних клас-
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терах. У такiй ситуацiї в пригодi стають аналiтичнi
наближення.

У пропонованому оглядi подано систематичний ви-
клад процесiв гамма-випромiнювання високоенерґе-
тичних електронiв i протонiв, методiв їх точного роз-
рахунку та вiдповiдних наближень. Описанi пiдходи,
окрiм залишкiв наднових зiр, можна застосовувати
також для моделювання iнших астрономiчних об’єк-
тiв, у яких зарядженi елементарнi частинки набува-
ють релятивiстських енерґiй, таких, як туманностi
пульсарного вiтру, активнi ядра галактик тощо.

Маси спокою, тривалiсть життя деяких частинок i
значення низки сталих, якi використовуємо далi, на-
веденi в табл. 1.

c 2.9979× 1010 см/с
e 4.8032× 10−10 од. заряду СГСЕ
ro = e2/mec

2 2.8179× 10−13 см
α = e2/~c 1/137.037
σT = 8πr2

o/3 6.6524× 10−25 см2

mp 938.28 МеВ/c2

me± 0.51100 МеВ/c2

mπ0 134.98 МеВ/c2

tπ0 8.4 · 10−17

mπ± 139.57 МеВ/c2

tπ± 2.603 · 10−8

mµ± 105.66 МеВ/c2

tµ± 2.197 · 10−6

mη 547.85 МеВ/c2

mp/me 1836.2
1 од. заряду СГСЕ (10c)−1 Кл
1 барн 10−24 см2

1 а.о.м. 931.49 МеВ/c2

1 еВ 1.6022× 10−12 ерг
1 еВ 1.6022× 10−19 Дж
1 кеВ 2.4180× 1017 Гц
1 кеВ 1.1605× 107 К
αr2

o 0.5794 mb

Таблиця 1. Деякi властивостi елементарних частинок та
значення ряду сталих [1, 2].

I. ОБЕРНЕНИЙ КОМПТОН-ЕФЕКТ

Високоенерґетичний електрон може взаємодiяти з
низькоенерґетичним фотоном. Фотон пiд час такої
взаємодiї отримує частину кiнетичної енерґiї елект-
рона. Такий ефект розсiяння електронiв на фотонах
називають оберненим Комптон-ефектом (ОК).

Диференцiйна (за енерґiєю фотонiв Eγ) випромi-
нювальна здатнiсть1 унаслiдок ОК, тобто кiлькiсть
енерґiї, яку випромiнює елемент об’єму плазми з по-
пуляцiєю електронiв зi спектром N(E)dE за одиницю

часу в iнтервалi енерґiй вiд Eγ до Eγ +dEγ , задається
виразом [3–5]:

P (Eγ) = cEγ

∫ ∫

nph(ε)σKN (Eγ , ε, Ee)

× N(Ee) dEedε, (1)

де Ee = γmec
2 i γ — повна енерґiя й Лоренц-фактор

налiтаючого електрона вiдповiдно, N(Ee) — енерґе-
тичний спектр електронiв, ε i Eγ — енерґiї фотона до
й пiсля взаємодiї, nph(ε) — розподiл фотонiв, на яких
вiдбувається розсiяння. Приймаємо, що розподiл на-
лiтаючих електронiв та фотонiв поля є iзотропним;
анiзотропний ОК розглянуто в роботах [6–8]. Проiн-
теґрований за кутами перерiз взаємодiї шляхом обер-
неного Комптон-ефекту є [3, 5]

σKN (Eγ , ε; γ) =
3σT

4εγ2
G (q, η) , (2)

де σT — ефективний перерiз томсонiвського розсiю-
вання електромагнiтного випромiнювання,

G (q, η) = 2q ln q + (1 + 2q)(1 − q) + 2ηq(1 − q), (3)

i

q =
Eγ

Γ(γmec2 − Eγ)
, Γ =

4εγ

mec2
, η =

εEγ

(mec2)2
. (4)

Останнiй член у G вiдповiдає за ефект Кляйна–
Нiшiни; вiддачу враховано в параметрi q. Ефект
Кляйна–Нiшiни домiнує при Γ ≥ 1 [9]. Кiнематика
процесу вимагає, щоб (4γ2)−1 ≤ q ≤ 1 [5]. Поклада-
ючи q рiвним його мiнiмальному та максимальному
значенням, знаходимо обмеження на енерґiї вiдлiта-
ючих фотонiв:

Eγ,min =
γmec

2Γ

4γ2 + Γ
, (5)

Eγ,max =
γmec

2Γ

1 + Γ
, (6)

що спрощується до

Eγ,min = ε, Eγ,max = 4γ2ε (7)

в наближеннi томсонiвського розсiювання (Γ � 1; да-
лi: границя Томсона) й до

Eγ,min = ε(1 � Γ � 4γ2), Eγ,max = γmec
2 (8)

у далекiй границi Кляйна–Нiшiни (Γ � 1). Умова
q ≤ 1 обмежує мiнiмальний фактор Лоренца

γmin =
Eγ

2mec2

[

1 +

(

1 +
(mec

2)2

εEγ

)1/2
]

, (9)

1У публiкацiях часом йдеться про функцiю джерела (source function) S, яка вказує на кiлькiсть фотонiв. Диференцi-
альна випромiнювальна здатнiсть P [ерг см−3 с−1 еВ−1] пов’язана з S [см−3 с−1 еВ−1] так: P = EγS.
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який повинен мати електрон для того, щоби змiнити
енерґiю фотона з ε до Eγ . Функцiю γmin(Eγ) можна
наближено записати двома виразами:

γmin =

{

E
1/2
γ /

(

2ε1/2
)

, for η � 1
Eγ/

(

mec
2
)

, for η � 1
. (10)

Обрiзання Кляйна–Нiшiни є нехтовним для η � 1,
як це видно з виразу (3). Точка, де можна наближено
перейти вiд γmin ∝ E

1/2
γ до γmin ∝ Eγ , є

Eγ,∗ =

(

mec
2
)2

4ε
. (11)

Видiлемо такi границi ОК: η � 1 — томсонiвська
границя, η ≤ 1 — ближня границя Кляйна–Нiшiни й
η � 1 — далека границя Кляйна–Нiшiни.

Рис. 1. Розподiл фотонiв Go(x,Γ), випромiнених уна-
слiдок ОК, x ≡ Eγ/Eγ,max. Кривi побудованi для кiлькох
значень комптонiвського параметра Γ [10].

A. ВЗАЄМОДIЯ ЕЛЕКТРОНА З
МОНОЕНЕРҐЕТИЧНИМИ ФОТОНАМИ ПОЛЯ

Спектральний розподiл енерґiї, випромiненої за
одиницю часу внаслiдок взаємодiї одного електрона
з енерґiєю Ee на моноенерґетичних фотонах nph =
noδ(ε − εo), отримуємо з (1) [10]:

P (Eγ , γ) =
3σTcEγno

4εoγ2
Go, (12)

де Go обчислюється з (3) для εo. Вираз (12) дiйс-
ний для εo ≤ Eγ ≤ γmec

2Γ/(1 + Γ). Рис. 1 пока-
зує функцiю розподiлу вiдлiтаючих фотонiв Go(x, Γ)
для рiзних значень комптонiвського параметра Γ, де
x ≡ Eγ/Eγ,max. Кривi на рис. 1 є унiверсальними в
термiнах x i комптонiвського параметра Γ, тобто за-
лежать лише вiд цих змiнних. Справдi, з (4)

q =
x

1 + Γ − xΓ
, η =

xΓ2

4(1 + Γ)
. (13)

У томсонiвськiй границi (Γ � 1) зi зростанням x
розподiл плавно спадає вiд 1 до 0 на Eγ,max = 4γ2εo.

Вiн не мiстить яскравого максимуму. Проте можли-
во розрахувати середню енерґiю випромiненого фото-
на [3]:

〈Eγ〉 =

∫

∞

0 EγP (Eγ)dEγ
∫

∞

0 P (Eγ)dEγ

= (14)

= 4γ2εo

∫ 1

0
q(1 + q − 2q2 + 2q ln q)

∫ 1

0 (1 + q − 2q2 + 2q ln q)
=

4

3
γ2εo.

Попри те, що широкий плавний розподiл (12) у томсо-
нiвськiй границi не мiстить якоїсь видiленої характе-
ристичної енерґiї фотонiв, його запропоновано пред-
ставляти у виглядi “монохроматичної” апроксимацiї
[3, 11]:

Pmono (Eγ) ' Pmδ (Eγ − 〈Eγ〉) , (15)

де

Pm =

∫

∞

0

P (Eγ) dEγ =
4

3
cσTγ2ω, (16)

ω = εono — густина енерґiї фотонiв поля.
У дальнiй границi Кляйна–Нiшiни (Γo � 1) ситу-

ацiя вiдрiзняється. Функцiя Go(S) добре апроксимує-
ться виразом [10]

Go(S) ≈ 1 +
S
(

Γ − (Γ + 1)S
)

2Γ(1 − S)2
, (17)

де S = Eγ/Ee — нормована енерґiя фотона, Smax =
Γ/(1 + Γ). Для малих значень S � 1 функцiя Go ≈ 1.
Go є близьким до цього значення майже для всiх енер-
ґiй Eγ , окрiм областi, близької до Smax, де з’являєть-
ся рiзкий пiк (рис. 1, де x = S/Smax). Пiдставляючи
S = Smax − ξ в (17), отримаємо для ξ � 1:

Go(ξ) ≈ 1 +
ξ

2
(

ξ + 1/(Γ + 1)
)2 . (18)

Функцiя Go(ξ) має максимум Gmax(ξo) = (Γ + 1)/8 на
ξo = 1/(Γ+1) та швидко спадає по обидва боки цього
максимуму. Енерґiя фотона, вiдповiдна ξo, є

Eγ,o = (Smax − ξo)γmec
2 = γmec

2 Γ − 1

Γ + 1
. (19)

Сильний контраст у дальнiй границi Кляйна–Нiшiни
мiж потужностями випромiнювання P на Eγ,o та
Eγ,min � Eγ,o, а саме

P (Eγ,o)

P (εo)
=

γ2

2
, (20)

може забезпечувати за певних умов мiмiкрiю спектра
ОК пiд гамма-лiнiї, як це запропоновано в [10, 12].
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B. РОЗРАХУНОК
ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ. ПIДХIД А:

ФIКСОВАНИЙ СПЕКТР ЕЛЕКТРОНIВ

Рогляньмо спершу найпоширенiший пiдхiд до об-
числення випромiнювання електронiв унаслiдок ОК
(напр. [4, 5]). У цьому пiдходi приймаємо, що енерґе-
тичний спектр електронiв має певну типову форму, а
важливим є розглянути розсiяння на фотонах зi спе-
цифiчним спектром nph(ε). Тодi використовуємо ви-
раз (1), записаний у термiнах енерґiї фотонiв поля,
тобто розраховуємо iнтеґруванням за енерґiєю розсi-
юючих фотонiв ε:

P (Eγ) = cEγ

∫

dε nph(ε)

∫

dγN(γ)σKN (Eγ , ε, γ) .

(21)
Для степеневого розподiлу електронiв

N(γ) = Noγ
−s, γmin < γ < γmax, γmin � γmax

(22)

вираз (21) зводиться до такого вигляду [3, 5]:

P (Eγ) = 3 × 2s−2cσTNoE
−(s−1)/2
γ

×
∞
∫

0

dε ε(s−1)/2nph(ε)M [η(Eγ , ε), s], (23)

де M [η(Eγ , εph), s] — безрозмiрна функцiя, яка задає-
ться спiввiдношенням:

M [η, s] =

1
∫

0

dq q(s−1)/2 2q ln q + 1 + q − 2q2 + 2ηq(1 − q)

(1 + ζ)s+2(1 + ηq)(s+3)/2
,

(24)

ζ =
(

ηq/(1 + ηq)
)1/2

.
Для η � 1 та η ≤ 1 запропонована апроксимацiя

виразу (24). Так, розклавши пiдiнтеґральний вираз за
степенями (qη)1/2, слiд зберегти члени до 4-го поряд-
ку в розкладi [13]. Тодi вираз (24) добре наближується
такою формулою [3,13]:

M [η, s] = M0(s)

[

1 − (s2 + 6s + 16)(s + 1)(s + 3)2(s + 5)

(s2 + 4s + 11)(s + 4)2(s + 6)
η1/2 +

(s4 + 12s3 + 62s2 + 164s + 209)(s + 1)(s + 3)

2(s2 + 4s + 11)(s + 5)(s + 7)
η

− (s4 + 14s3 + 84s2 + 296s + 576)

6(s2 + 4s + 11)(s + 4)(s + 6)2(s + 8)
(s + 1)(s + 2)(s + 3)2(s + 5)η3/2

]

. (25)

Член нульового порядку

M0(s) =
4(s2 + 4s + 11)

(s + 1)(s + 5)(s + 3)2
(26)

описує асимптотику для η � 1 й не залежить вiд η. Iз
ним отримуємо вiдоме наближення для (23) в границi
Томпcона:

P (Eγ) =
3 × 2s(s2 + 4s + 11)

(s + 1)(s + 5)(s + 3)2
cσTNoE

−(s−1)/2
γ

×
∞
∫

0

dε ε(s−1)/2nph(ε), (27)

яке є степеневою функцiєю Eγ зi спектральним iндек-
сом (s − 1)/2.

Для далекої границi Кляйна–Нiшiни, η � 1, ефек-
тивнiсть ОК сильно спадає (так зване “обрiзання
Кляйна–Нiшiни”). Тодi справедливе наближення [5]:

M [η, s] = 2−(s+1)η(s+1)/2 (ln η + C(s)) , (28)

де C(s) — параметр близько одиницi. З цим M випро-
мiнювальна здатнiсть PKN ∝ E−s

γ , що значно крутiше,

нiж у томсонiвському режимi PT ∝ E
−(s−1)/2
γ .

Аналогiчнi наближення можна отримати й в iн-
шому важливому випадку, коли енерґетичний спектр
електронiв представляється формулою з обрiзанням
на високих енерґiях

N(γ) = Noγ
−s exp (− [γ/γmax]

α) . (29)

Тодi вираз (21) можна звести до (23) з

M [η, ηmax, s] =

1
∫

0

dq q(s−1)/2

× 2q ln q + 1 + q − 2q2 + 2ηq(1 − q)

(1 + ζ)s+2(1 + ηq)(s+3)/2
(30)

× exp

(

−
[

η
(

1 + ζ−1
)

2ηmax

]α)

,

де ηmax = γmaxε/(mec
2). Якщо параметр ηmax ≥ 10,

то для умов η ≤ 1 можна використати апроксимацiю
(25). Якщо η � 1, слiд використовувати такий вираз:

M [η, s, ηmax] = 2−(s+1)η−(s+1)/2 (ln η + C(s))

× exp (− (η/ηmax)
α
) . (31)

C. РОЗРАХУНОК
ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ. ПIДХIД Б:

ПЛАНКIВСЬКИЙ СПЕКТР ФОНОВИХ
ФОТОНIВ

Вiдомо, що умови, за яких ОК-фотони випромiню-
ються електронами, що поширюються в iзотропному
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полi фотонiв iз чорнотiльним енерґетичним розподi-
лом, часто бувають в астрофiзичних джерелах. Зо-
крема, для залишкiв наднових зiр можна розглядати
такi розподiли з рiзними температурами, якi вiдповi-
дають космiчному мiкрохвильовому, iнфрачервоному
та оптичному випромiнюванням; до того ж, густина
енерґiї мiкрохвильового поля переважно домiнує. З
iншого боку, форма енерґетичного спектра електронiв
на енерґiях, якi важливi для гамма-випромiнювання,
може суттєво вiдрiзнятися вiд степеневої, особливо
якщо розглядати випромiнювання електронiв з енер-
ґiями бiля максимально можливого значення.

Тому розгляньмо вираз (1), записаний у термiнах
енерґiї налiтаючих електронiв Ee:

P (Eγ) = cEγ

∫

dγ N(γ)

∫

dε nph(ε)σKN (Eγ , ε, γ) .

(32)
Вiн дає змогу моделювати випромiнювання електро-
нами з енерґетичним спектром, вiдмiнним вiд степе-
невого [14].

Уважатимемо фоновi фотони iзотропними з план-
кiвським спектром

nph(ε) =
1

π2~3c3

ε2

exp (ε/εc) − 1
(33)

з εc = kT .
Перепишiмо (32) у виглядi

P (Eγ) =

∫

dγ N(γ)p(γ, Eγ), (34)

де спектральний розподiл потужностi ОК-
випромiнювання “одного” електрона з Лоренц-
фактором γ

p (γ, Eγ) = cEγ

∫

dε nph(ε)σKN (Eγ , ε, γ) . (35)

За використання виразу (2) для σKN

p(γ, Eγ) =
3σTm2

ec
2εc

4π2~3
γ−2I(ηc, ηo) =

2e4εc
π~3c2

γ−2I(ηc, ηo)

(36)
з функцiєю I(ηc(Eγ), ηo(γ, Eγ))

I(ηc, ηo) =

∫

(η/ηc)G(ηo/η, η)

exp (η/ηc) − 1
dη, (37)

ηc =
εcEγ

(mec2)
2 , ηo ≡ qη =

E2
γ

4γmec2(γmec2 − Eγ)
.

(38)
Iнтеґрал I має важливу властивiсть. Його можна

записати у виглядi суми I = I1 + I2 з двома iнтеґра-
лами, якi допускають масштабування:

I1(aηc, aηo) = aI1(ηc, ηo), I2(aηc, aηo) = a2I2(ηc, ηo).
(39)

Така властивiсть дає змогу отримати аналiтичну ап-
роксимацiю I. Вона також зумовлює високу точнiсть

цiєї апроксимацiї для широкого дiапазону параметрiв.
Використовуючи a = η−1

c у законах масштабування
(39), одержуємо

I1(ηc, ηo) = ηcI1(1, ηo/ηc), I2(ηc, ηo) = η2
cI2(1, ηo/ηc).

(40)
Це означає, що достатньо перевiрити, наскiльки точ-
ними є наближенi вирази I1(1, x) й I2(1, x), i ми зна-
тимемо їхню точнiсть для будь-яких ηc та ηo. Деталь-
нi розрахунки досить точно наближуються вираза-
ми [14]:

I1 ≈ π2

6
ηc exp

[

−2ηo

3ηc
− 5

4

(

ηo

ηc

)1/2
]

, (41)

I2 ≈ π2

3
ηcηo exp

[

−2ηo

3ηc
− 5

7

(

ηo

ηc

)0.7
]

, (42)

як це видно з рис. 2.

10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100 101 102

x

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

I1(1,x)

I2(1,x)

Рис. 2. Порiвняння iнтеґралiв I1(1, x), I2(1, x) (суцiльнi
лiнiї) з їхнiми наближеннями (41) i (42) (точковi лiнiї).
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Рис. 3. Спектр p(Eγ) (36) розрахований iз iнте-
ґралом I (суцiльнi лiнiї) та з його наближенням
(штриховi лiнiї) для електронiв iз Лоренц-фактором
γ = 3·(106, 107, 108, 109, 1010) (починаючи лiворуч), що вiд-
повiдає енерґiям Ee = 1.5 · (1012, 1013, 1014, 1015, 1016) еВ.
Хрестики вiдповiдають положенню Eγ,max(γ, εc). Обчис-
лення зроблено для поля фотонiв iз планкiвським розпо-
дiлом iз температурою T = 2.75 K.
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Масштабна властивiсть (39) зумовлює те, що сума
наближень (41) i (42)

I(ηc, ηo) ≈
π2

6
ηc

(

exp

[

−5

4

(

ηo

ηc

)1/2
]

(43)

+ 2ηo exp

[

−5

7

(

ηo

ηc

)0.7
]

)

exp

[

−2ηo

3ηc

]

є достатньо точною для розрахункiв I у будь-якому
режимi, вiд томсонiвської границi до дальньої границi
Кляйна–Нiшiни [14].

Рис. 3 демонструє спектральний розподiл випромi-
нювання електронiв у полi фотонiв з чорнотiльним
розподiлом у розрахунку на один електрон.

D. НАБЛИЖЕННЯ “δ-ФУНКЦIЇ” ДЛЯ
ОБЕРНЕНОГО КОМПТОН-ЕФЕКТУ

Рис. 3 показує, що електрони з Лоренц-фактором γ,
розсiянi фотонами з планкiвським енерґетичним роз-
подiлом, випромiнюють основну частину своєї енерґiї
у фотонах iз деякою характеристичною енерґiєю Eγm.
Тому можна запропонувати наближення “δ-функцiї”
для оберненого Комптон-ефекту [14] на додачу до
класичного “монохроматичного наближення” (пiдроз-
дiл I A), де електрон розсiюється фотонами з фiксо-
ваною енерґiєю εo.

А саме, можна наближено вважати, що електрон,
який розсiюється на фотонах iз планкiвським розпо-
дiлом, випромiнює всi фотони на енерґiї Eγm:

p(γ, Eγ) ≈ pm(γ)δ(Eγ − Eγm), (44)

де

pm(γ) =

∞
∫

0

p(γ, Eγ) dEγ , (45)

pm — енерґетичнi втрати електрона внаслiдок ОК
(пiдроздiл I E).

Чисельнi розрахунки показують (рис. 3), що

Eγm(γ) ≈ Eγ,max(γ, εc) (46)

де Eγ,max(γ, ε) дано виразом (6). У границi Томсона
це

Eγm(γ) ≈ 4εcγ
2. (47)

У “монохроматичному” наближеннi середнє значен-
ня 〈Eγ〉 = (4/3)εoγ

2 широкого розподiлу використо-
вують для оцiнок енерґiї “монохроматичних” фото-
нiв, випромiнених електроном унаслiдок оберненого
Комптон-ефекту в томсонiвському режимi.

1. Границя Томсона

У границi ηo � ηc, еквiвалентнiй до томсонiвської
границi Γ(εc) � 1, iнтеґрал (37) можна отримати ана-
лiтично:

IT(ηc, ηo) = ηc

∞
∫

0

η′ dη′

exp(η′) − 1
=

π2ηc

6
. (48)

Використання (48) у (36) дає змогу записати вираз
для випромiнювальної здатностi в цiй границi. Спек-
тральний розподiл потужностi випромiнювання “од-
ного” електрона шляхом оберненого Комптон-ефекту
є [14]

pT(γ, Eγ) =
σTε2c
8~3c2

Eγ

γ2
=

πe4ε2c
3~3c2

Eγ

E2
, Eγ ≤ Eγ,lim,

(49)
де Eγ,lim — характеристична максимальна енерґiя,
означена нижче. Цей вираз ураховує iнтеґрування за
всiма можливими енерґiями фотонiв поля ε.

Розподiл pT(γ, Eγ) є зростаючою функцiєю Eγ , то-
дi як p(γ, Eγ) спадає досить швидко пiсля максимуму
(рис. 3). Означимо енерґiю Eγ,lim через умову [14]

Eγ,lim
∫

0

pT(γ, Eγ) dEγ = pmT(γ), (50)

де pmT(γ) = (4/3)cσTωγ2 — енерґетичнi втрати елект-
рона внаслiдок оберненого Комптон-ефекту в границi
Томсона (пiдроздiл I E). З означення (50) випливає,
що

Eγ,lim =
4

π
εcγ

2





2

3

∞
∫

0

z3 dz

exp(z) − 1





1/2

= 2.65εcγ
2. (51)

Зауважимо, що Eγ,lim мало вiдрiзняється вiд
Eγ,max(εc) = 4εcγ

2.
Випромiнювальну здатнiсть електронiв, розподiле-

них згiдно з (22), запишемо так [14]:

P (Eγ) =
σTε2c

8~3c2(s + 1)
NoEγγ

−(s+1)
min . (52)

Як видно з (10), для Eγ <∼Eγ,∗, мiнiмальний Лоренц-

фактор γmin = E
1/2
γ /(2ε

1/2
∗ ). Вiдтак можна наближено

переписати (34) в границi Томсона у виглядi

P (Eγ) =
2s−2σTε2cε

(s+1)/2
∗

~3c2(s + 1)
NoE

−(s−1)/2
γ , (53)

з вiдомими нахилом P (Eγ) ∝ E
−(s−1)/2
γ . Значення ε∗

можна знайти порiвнянням (53) з (27); тобто, ε∗ =
A(s)εc з

A(s) =





12

π2

(s2 + 4s + 11)

(s + 5)(s + 3)2

∞
∫

0

z(s+3)/2 dz

exp(z) − 1





2/(s+1)

.

(54)
Чисельно, A(1.8) = 0.665, A(2) = 0.710, A(2.2) =
0.755.

1901-6



ВЗАЄМОДIЇ ЧАСТИНОК, ПРИСКОРЕНИХ У ЗАЛИШКАХ НАДНОВИХ ЗIР. . .

E. ЕНЕРҐЕТИЧНI ВТРАТИ ЕЛЕКТРОНIВ
УНАСЛIДОК ОБЕРНЕНОГО

КОМПТОН-ЕФЕКТУ

Щоб отримати вираз для втрат енерґiї електрона
при ОК на фотонах iз розподiлом nph(ε), потрiбно
проiнтеґрувати (35) за енерґiями розсiяних фотонiв:

(

dEe

dt

)

ic

= mec
2

(

dγ

dt

)

ic

= −
Eγ,max
∫

0

p(γ, Eγ) dEγ .

(55)
У загальному випадку, використавши (2) та те, що
q = 1 для Eγ = Eγ,max (див. (13)), отримаємо [3]:

−
(

dEe

dt

)

ic

=
3cσT

(

mec
2
)2

4

∞
∫

0

dε ε−1nph(ε)

×
1
∫

0

dq
Γ2q

(1 + Γq)3
G(q, Γ). (56)

У границi Томсона, Γ � 1, iнтеґрал за q у формулi
(56) дорiвнює Γ2/9 [3]. Тому

−
(

dEe

dt

)

T

=
4

3
cσTωγ2, (57)

де ω =
∫

εnph(ε)dε — густина енерґiї фотонiв поля.
У границi Кляйна–Нiшiни, Γ � 1, iнтеґрал за q в

(56) одержано в [5, 15]. Тодi

−
(

dEe

dt

)

KN

=
3

8
cσT

(

mec
2
)2

(58)

×
∞
∫

0

dε ε−1nph(ε)

(

ln Γ − 11

6

)

.

Енерґетичнi втрати електронiв у цiй границi зроста-
ють лише логарифмiчно з Ee (тобто майже сталi),

на вiдмiну вiд томсонiвської границi, де вони про-
порцiйнi до E2

e . Така особливiсть викликана якiсною
вiдмiннiстю процесу взаємодiї в обох випадках. Так,
у томсонiвському режимi електрони втрачають енер-
ґiю поступово, малими порцiями, а в режимi Кляйна–
Нiшiни витрати енерґiї електроном пiд час кожної
взаємодiї сумiрнi зi значною частиною його початко-
вої енерґiї.

II. НЕТЕПЛОВЕ ГАЛЬМIВНЕ
ВИПРОМIН ВАННЯЮ

Нетепловий електрон iз повною енерґiєю Ee =
Ee,kin + mec

2, що гальмується в електростатичному
полi iншого електрона, протона, iншого атома чи йо-
на, випромiнює фотон. Спектр гальмiвного випромi-
нювання таких нетеплових електронiв (в англомовнi
лiтературi “nonthermal bremstrahlung”) переважно зу-
мовлений внеском двох компонент: коли нетепловий
електрон гальмується на iншому електронi (електрон-
електронне (ee) гальмiвне випромiнювання) та коли
електрон гальмується на протонi (електрон-протонне
(ep) гальмiвне випромiнювання) чи iншому атомi.
Тобто випромiнювальна здатнiсть елемента об’єму

P (Eγ) =

∞
∫

Ee,min(Eγ)

N(Ee)pee(Ee, Eγ) dEe

+

∞
∫

Eγ

N(Ee)pep(Ee, Eγ) dEe, (59)

де pee(Ee, Eγ) та pep(Ee, Eγ) — спектральнi розподi-
ли випромiнювання одного електрона з енерґiєю Ee,
Ee,min — мiнiмальна енерґiя набiгаючого електрона,
за якої вiн здатен випродукувати гамма-квант iз енер-
ґiєю Eγ . Для електрон-електронної взаємодiї Eγ зв’я-
зане з Ee,min виразом2:

Eγ =

(

Ee,min − mec
2
)

mec
2

Ee,min + mec2 −
√

(Ee,min − mec2)(Ee,min + mec2)
, (60)

де me i c — маса електрона i швидкiсть свiтла. На рис. 4 наведено залежнiсть Ee,min(Eγ), розраховану за цим
виразом.
Iз формули (60) випливає, що в граничних випадках

Ee,min =







Eγ , Ee � mec
2 ,

2Eγ + mec
2, Ee → mec

2 .
(61)

Для (ep)-механiзму добрим наближенням є Ee,min,kin = Eγ [16].
Спектральний розподiл енерґiї, випромiненої одним релятивiстським електроном за одиницю часу, визнача-

ємо формулою

2Цей вираз отримуємо з (68)
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pee = veEγneσee(Ee, Eγ),

(62)

pep = veEγnpσep(Ee, Eγ),

де σee, σep — проiнтеґрований за кутами фотона й вiд-
лiтаючого електрона диференцiальний (на одиницю
енерґiї) перерiз гальмiвного випромiнювання для (ee)
i (ep) механiзмiв вiдповiдно, ne, np — концентрацiя
електронiв або протонiв, якi зумовлюють гальмуван-
ня, ve — швидкiсть електрона щодо розсiюючого цен-
тра. Часто такi центри можна вважати нерухомими;
так, якщо розсiюючi частинки є тепловими та розпо-
дiленi за законом Максвелла з температурою T , то їх-
нiм рухом можна знехтувати, якщо kT � (γ−1)mec

2.

Рис. 4. Мiнiмальна повна енерґiя налiтаючого електро-
на Ee,min, необхiдна для ґенерування фотона з енерґiєю
Eγ у процесi нетеплового гальмiвного (ee) випромiнюван-
ня.

Якщо електрон розсiюється не лише на електронах,
але й на iнших атомах чи йонах (позначимо їх iндек-
сом j), то

pej(Ee, Eγ) = veEγ

∑

j

njσej(Ee, Eγ). (63)

Так, для гальмiвного випромiнювання на електронах,
протонах та альфа-частинках,

pe = veEγ [(np + 4nHe)σep + neσee] , (64)

тут множник 4 зумовлений тим, що перерiз σep засто-
совуємо як до протонiв, так i для альфа-частинок iз
множником Z2, де Z — заряд атома (за вiдсутностi
екранування; роздiл II B).

Коли енерґiї налiтаючої та розсiюючої частинок
сумiрнi, то при розсiяннi на ядрах з великим Z
та частково-йонiзованих йонах опис ускладнюється
[17, 18].

A. ЕЛЕКТРОН-ЕЛЕКТРОННЕ ГАЛЬМIВНЕ
ВИПРОМIНЮВАННЯ

Загальну формулу для розрахунку диференцiаль-
ного перерiзу гальмiвного випромiнювання електро-
нiв у полi електронiв, яка задає кутовий розподiл та

енерґетичний спектр випромiнених фотонiв, отрима-
но в роботi [19] у Борнiвському наближеннi (коли вза-
ємодiї розглядають як малi збурення, що достатньо
для опису (ee)-процесу [17]). У коварiантнiй формi,
чиннiй у будь-якiй системi вiдлiку, формулу записує-
мо як

dσee

dΩ
=

αr2
oε

π2ω%

√

%2 − 4

ω2 − 4
Ψ(ε, θ), (65)

де ε = Eγ/mec
2, ro = e2/mec

2 — класичний радiус
електрона, α = e2/~c — стала тонкої структури. Внас-
лiдок симетрiї процесу тiлесний кут для вилiтаючих
фотонiв записуємо просто як dΩ = 2π sin θdθ; кут θ
вимiрюємо вiд вектора моменту pe = γmeve налiтаю-
чого електрона. ω2 i %2 є квадратами сум 4-iмпульсiв
налiтаючого та розсiюючого електронiв до i пiсля вза-
ємодiї вiдповiдно. Вираз для функцiї Ψ

√

%2 − 4/π на-
ведено в додатку до роботи [19]; вiн громiзкий, тому
тут його не наводимо.

У лабораторнiй системi (у якiй розсiюючий елект-
рон перебуває у станi спокою)

ω2 = 2(γ + 1), %2 = 2[γ + 1− ε(γ + 1− ρ cos θ)], (66)

де γ = Ee/mec
2 (Ee — повна енерґiя електрона),

ρ = pe/mec — нормований iмпульс електрона, ρ =
√

γ2 − 1. Застосування цих виразiв у (65) дає змо-
гу отримати формулу для перерiзу та виявити основ-
нi властивостi випромiнювання в лабораторнiй систе-
мi [19]. У цiй системi фотони випромiнюються в кону-
сi з максимальним кутом розхилу θo. Для фотонiв з
енерґiями (γ − 1)/(γ + 1 + ρ) < ε ≤ (γ − 1)/(γ + 1− ρ)
його задаємо виразом

cos θo =
(γ + 1)ε − (γ − 1)

ερ
. (67)

Фотони менших енерґiй можуть розлiтатися в будь-
якому напрямку: 0 ≤ θ ≤ π. Максимально можлива
енерґiя фотона залежить вiд кута, визначається умо-
вою %2 = 4 i становить

εmax =
γ − 1

γ + 1 − ρ cos θ
(68)

з абсолютним максимумом уздовж напрямку руху на-
лiтаючого електрона (при θ = 0). Зi збiльшенням ε,
конус стає все бiльш i бiльш звуженим. Для ультра-
релятивiстського випадку фотони випромiнюються в
суттєво вузькому конусi вздовж напряму руху набi-
гаючого електрона; кут, у якому потiк випромiнюван-
ня досягає половини максимуму, ∼ (2γ)

−1, подiбно до
(ep) гальмiвного випромiнювання. Максимальна енер-
ґiя фотона в такому випадку εmax ∼ γ. Рис. 5, 6 i 7
демонструють залежнiсть перерiзу dσee/dΩ вiд кута θ,
енерґiї налiтаючих електронiв i випромiнених фотонiв
у лабораторнiй системi. З рис. 7 видно, що наближено
σee ∝ ε−1.1 для низьких ε.
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Рис. 5. Залежнiсть перерiзу dσee/dΩ електрон-електронного гальмiвного випромiнювання для налiтаючих електронiв
iз кiнетичними енерґiями 300 кеВ (лiворуч) i 300 МеВ (праворуч) вiд напрямку, для фотонiв рiзних енерґiй у лабора-
торнiй системi.

Рис. 6. Залежнiсть перерiзу dσee/dΩ електрон-електронного гальмiвного випромiнювання в лабораторнiй системi для
фотонiв iз енерґiями 10 кеВ (лiворуч) та 10 МеВ (праворуч) вiд кiнетичної енерґiї випромiнюючого електрона, для кутiв
θ = 0◦, 5◦ i 10◦.

Рис. 7. Залежнiсть перерiзу dσee/dΩ електрон-елект-
ронного гальмiвного випромiнювання в лабораторнiй сис-
темi вiд енерґiї фотонiв, для електрона з кiнетичною енер-
ґiєю 30 МеВ i кутiв θ = 0◦, 5◦ i 10◦.

Рис. 8. Залежнiсть проiнтеґрованого за кутами перерi-
зу σee в лабораторнiй системi вiд енерґiї фотонiв для елек-
тронiв рiзних кiнетичних енерґiй, розрахована за точними
формулами [19,21] (суцiльнi лiнiї) та аналiтичними апрок-
симацiями (69), (72) (штрих-пунктирнi та штриховi лiнiї
вiдповiдно).
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Розрахунок перерiзу σee, диференцiального лише за
енерґiєю фотона, потребує складного iнтеґрування за
кутом θ, яке неможливо провести в коварiантнiй фор-
мi. Таке iнтеґрування здiйснене в працi [20] для сис-
теми центра мас, а в працi [21] — для лабораторної
системи3. Так, у системi вiдлiку нерухомих фонових
(розсiювальних) електронiв перерiз σee, розрахований
за проiнтеґрованою формулою, показано на рис. 8.
Для фотонiв низьких енерґiй кривi є близькими до
степеневої залежностi σee ∝ ε−1.1, як це видно й у
наведенiй нижче апроксимацiї (72), де функцiя F (x)
слабо залежить вiд x: F (x) ∝ x−0.1 для x � 1. Де-
тальний вираз, отриманий у [21], усе ж залишається
незручним: вiн дуже громiздкий та мiстить члени, що
вимагають чисельного iнтеґрування.

У практичних застосуваннях найчастiше вико-
ристовують наближення для нерелятивiстської та
сильно-релятивiстської енерґiй налiтаючого електро-
на. Такi наближення для нерелятивiстської границi
розробленi в працях [22, 23]4 й можуть бути застосо-
ванi для Ee,kin < 10 кеВ [17]. В ультрарелятивiстсь-
кому випадку вираз для перерiзу σee в лабораторнiй

системi виведено в [24]; вiн збiгається з ультрареляти-
вiстською границею для σep (85) i його можна засто-
совувати для Ee > 1 ГеВ з похибкою менше 1% [17,19].
Для системи центра мас ультрарелятивiстське набли-
ження отримано в [25]. Уведення коректуючих чле-
нiв [9, 16] розширює можливостi використовувати ап-
роксимацiї на промiжнi енерґiї Ee.

В ультрарелятивiстськiй границi формула для по-
перечного перерiзу електрон-електронного гальмiвно-
го випромiнювання з поправкою для менших реляти-
вiстських енерґiй має вигляд [9, 16]:

σee = (σ1 + σ2)A(ε, γ) см2 еВ−1, (69)

де функцiї σ1(ε, γ), σ2(ε, γ) та A(ε, γ) задаються вира-
зами:

σ1(ε, γ) =
4αr2

o

ε

{

1 +

(

1

3
− ε

γ − 1

)(

1 − ε

γ − 1

)}

×
[

ln

(

2(γ − 1)
γ − 1 − ε

ε

)

− 1

2

]

, (70)

σ2 =
αr2

o

3ε











































16(1− ε + ε2) ln
(γ

ε

)

− 1

ε2
+

3

ε
− 4 + 4ε − 8ε2

−2(1 − 2ε) ln(1 − 2ε)

(

1

4ε3
− 1

2ε2
+

3

ε
− 2 + 4ε

)

, ε ≤ 1

2

2

ε

[(

4 − 1

ε
+

1

4ε2

)

ln(2γ) − 2 +
2

ε
− 5

8ε2

]

, ε >
1

2
,

й поправка

A(ε) = 1 − 10(γ − 1)1/5

3(γ + 1)

(

ε

γ

)1/3

. (71)

Похибка цiєї апроксимацiї, порiвняно з точними розрахунками [19,21], не перевищує 10% для енерґiй електрона
≥ 5 МеВ. Тому її можна використовувати для обчислення внеску нетеплового гальмiвного випромiнювання в
гамма-випромiнювання ЗН. Проте її не можна застосувати для рентґенiвського та м’якого гамма-дiапазону,
куди потрапляє випромiнювання налiтаючих електронiв iз нерелятивiстськими енерґiями.

У нерелятивiстськiй границi достатньо точною є iнша апроксимацiя. З поправками, якi розширюють її ви-
користання на енерґiї, вищi за суттєво нерелятивiстську границю, вона має вигляд [9]:

σee =
4αr2

o

15ε
F

(

4ε

γ2 − 1

)

, 0 < ε < (γ2 − 1)/4, (72)

де для 0 < x < 1,

F (x) = B(γ)

[

17 − 3x2

(2 − x)2
− C(γ, x)

]√
1 − x +

[

12(2− x) − 7x2

2 − x
− 3x4

(2 − x)3

]

ln

(

1 +
√

1 − x√
x

)

, (73)

3При зiткненнi релятивiстського електрона зi стацiонарним електроном центр мас рухається зi швидкiстю vc =
c
p

ρ/(γ + 1).
4Це формули, iдентичнi до (72)–(73) з B ≡ 1 and C ≡ 0
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а поправки визначаються формулами

B(γ) = 1+
1

2

(

γ2 − 1
)

, C(γ, x) =
10xγβ(2 + γβ)

1 + x2(γ2 − 1)
, (74)

де β = v/c = ρ/γ. Для суттєво нерелятивiстських
енерґiй B = 1, C = 0 й вираз для F (x) не мiстить
γ, а лише x; для x ≤ 0.03 наближено F (x) ∝ x−0.1 й
σee ∝ ε−1.1. Граничне наближення (72) вiдтворює ре-
зультати з [19,21] з похибкою в межах 10% для енерґiй
електрона Ee ≤ 500 кеВ. Її точнiсть не набагато гiрша
й для енерґiй до кiлькох МеВ.

Отож, перемикаючись мiж двома граничними ре-
жимами наближеного розрахунку перерiзу σee на
Ee = 2 МеВ [9], можна розраховувати електрон-
електронне гальмiвне випромiнювання для всiх енер-
ґiй налiтаючого електрона. На рис. 8 апроксимацiю
(69)-(74) показано в порiвняннi з точними розрахун-
ками.

Слiд вiдзначити, що для перерiзiв (ee) i (ep) проце-
сiв iснують так званi кулонiвськi поправки. Така по-
правка є важливою для низьких енерґiй налiтаючого
електрона тодi, коли вiд нього до фотона передаєть-
ся значний iмпульс (тобто коли p2 → 0 чи, iнакше,
% → 2; така взаємодiя називається коротко-хвильовою
або високо-частотною границею). Взаємодiї тодi вiд-
буваються на масштабах, сумiрних iз радiусом роз-
сiюючого електрона чи атома, вiдтак слiд урахову-
вати вiдхилення конфiґурацiї поля на таких масшта-
бах вiд кулонiвської, а кулонiвське вiдштовхування
зумовлює те, що електрони мають менше часу на вза-
ємодiю. Для (ep) гальмiвного випромiнювання така
поправка забезпечується фактором Елверта (див. пiд-
роздiл II B), а для (ee) випромiнювання — фактором
Максона–Кормана (докладнiше див. роздiл 3 в [19] та
с.4-5 в [17]); обидвi поправки мають фiзичний змiст
вiдношення ймовiрностей знайти налiтаючий i вiдлi-
таючий електрони в точцi розташування розсiюючого
центра. Фактор Максона–Кормана [26] записуємо так:

fMC =
a′

a

exp(2πa) − 1

exp(2πa′) − 1
, (75)

де a = α/β12, a′ = α/β′

12, а вiдноснi швидкостi елект-
ронiв до i пiсля взаємодiї, в одиницях c, даються ви-
разами:

β12 =
ω
√

ω2 − 4

ω2 − 2
, β′

12 =
%
√

%2 − 4

%2 − 2
. (76)

Фактор fMC залежить вiд кута вiдлiтаючого фото-
на θ; аналiтичнi iнтеґрування за кутами, описанi ви-
ще, не враховують цього фактора. fMC є важливим
для низьких енерґiй електрона. Проте в системах,
де низько-енерґетичнi електрони гальмуються як на
електронах, так i на протонах чи iнших атомах, фак-
тор fMC не вiдiграє жодної ролi, оскiльки перерiз (ee)
взаємодiї є нехтовним порiвняно з (ep) перерiзом (пiд-
роздiл II D). Окрiм того, fMC є нехтовним для висо-
ких енерґiй, тому в астрофiзичних застосуваннях для
рентґенiвського та гамма-дiапазонiв переважно не за-
стосовується [17, 19].

B. ЕЛЕКТРОН-ПРОТОННЕ ГАЛЬМIВНЕ
ВИПРОМIНЮВАННЯ

Розгляньмо нетеплове гальмiвне випромiнювання
електрона в полi йона [18, 27]. Вважатимемо, що вiд-
хиляючi йони повнiстю йонiзованi, тому поправки на
екранування не потрiбнi. Оскiльки йон значно важ-
чий за електрон, то iмпульс системи електрон-фотон
не зберiгається: йон може прийняти на себе будь-який
iмпульс. Проте енерґiю такої системи йон не змiнює:
E′

e + Eγ = Ee.
Диференцiальний за енерґiєю перерiз σep визначає-

ться формулою Бете–Гайтлера [28], яка визначає ймо-
вiрнiсть того, що вiдхилення релятивiстського елек-
трона в неекранованому полi йона випродукує фо-
тон [29, 30]:

σep =
Z2r2

oα

ε

ρ′

ρ

{

4

3
− 2γ′γ

ρ′2 + ρ2

ρ′2ρ2

+
ηγ′

ρ3
+

η′γ

ρ′3
− ηη′

ρρ′
+ Lx

}

, (77)

де

x =
8γγ′

3ρρ′
+

ε2(γ2γ′2 + ρ2ρ′2)

ρ3ρ′3

+
ε

2ρρ′

[

η
γγ′ + ρ2

ρ3
− η′

γγ′ + ρ′2

ρ′3
+

2εγγ′

ρ2ρ′2

]

, (78)

η = ln
γ + ρ

γ − ρ
, η′ = ln

γ′ + ρ′

γ′ − ρ′
, (79)

L = 2 ln
γγ′ + ρρ′ − 1

ε
. (80)

У цих рiвняннях γ, γ′, ρ, ρ′ — енерґiя й iмпульс елек-
трона до i пiсля гальмування на йонi, Z — заряд йо-
на. Енерґiю вiдлiтаючого електрона розраховуємо як
γ′ = γ − ε. Вираз (77) для перерiзу отримано в бор-
нiвському наближеннi; у ньому не враховано спотво-
рення хвильової функцiї електрона кулонiвським по-
лем ядер, взаємодiю налiтаючого електрона розгляда-
ємо як мале збурення, iмовiрнiсть взаємодiї розклада-
ємо в ряд за степенями Ze2 й зберiгаємо лише члени
першого порядку розкладу. Такий пiдхiд дає корек-
тнi результати, коли кiнетичнi енерґiї налiтаючого й
вiдлiтаючого електронiв є високими: 2παZγ/ρ � 1 i
2παZγ′/ρ′ � 1. Для iонiв з малим зарядом Z (напри-
клад, водню та гелiю, якi домiнують в астрофiзичних
системах) ця умова виконується завжди, коли енерґiя
налiтаючого електрона є релятивiстською [18]. Винят-
ком є вузький iнтервал частот, коли електрон вiддає
майже всю свою енерґiю фотона й має малу швид-
кiсть пiсля взаємодiї. У цiй областi коротких хвиль
(p′ → 0) перерiз полiпшується введенням коректую-
чого множника Елверта [31, 32]:

fE =
ξ′

ξ

1 − exp(−ξ)

1 − exp(−ξ′)
, (81)
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ξ = 2πα
Zγ

ρ
, ξ′ = 2πα

Zγ′

ρ′
. (82)

Множник Елверта добре працює в усьому дiапазонi
енерґiй для ядер iз малим значенням Z, якi переважа-
ють в астрофiзичних системах [32,33]. Тому всi вирази

для σep слiд множити на fE. (Роль цього множника
є суттєвою для електронiв зi швидкостями, меншими
за c/10 [9]; таку середню швидкiсть мають електрони,
розподiленi за законом Максвелла з температурою 2
кеВ.) Випадки малих початкових швидкостей чи тяж-
ких ядер розглянуто в [18, 27].

Рис. 9. Залежнiсть перерiзу σep вiд енерґiї фотонiв
для електронiв рiзних кiнетичних енерґiй, розрахова-
на за точною формулою (77) (суцiльнi лiнiї) та ана-
лiтичними апроксимацiями (83) (штриховi лiнiї), (85)
(штрих-пунктирнi лiнiї) та (87) (на рисунку не вiдрiзня-
ється вiд суцiльних лiнiй). Усi вказанi вирази домноженi
на фактор Елверта.

Деколи зручнiше використовувати простiшi фор-
мули, якi отримуємо з повного виразу (77) в гра-
ничних випадках. У нерелятивiстськiй границi (p �
mec) формула (77) значно спрощується (наприклад,
[29, 32]) i може бути записана у виглядi:

σep =
16Z2r2

oα

3ερ2
ln

ρ + ρ′

ρ − ρ′
. (83)

Звiдси, за використання для налiтаючого електрона
формули Ekin = p2/2me, перерiз

σep ∝ 1

EγEkin
ln

√
Ekin +

√

Ekin − Eγ

Eγ
. (84)

Бачимо, що в нерелятивiстськiй областi ймовiрнiсть
випромiнити фотон iз енерґiєю Eγ приблизно пропор-
цiйний до 1/Eγ , а для максимально можливої енерґiї
кванта Eγ = Ekin (короткохвильова границя) вiн пе-
ретворюється в нуль. При Eγ → 0 вираз для iнтен-
сивностi Eγσep(Eγ) логарифмiчно розбiгається (цей
ефект буває лише для кулонiвського поля ядра та
борнiвського наближення); проте врахування екрану-
вання поля ядра атомними електронами усуває цю
розбiжнiсть [27].

Використовувати просту формулу (83) зручно для
аналiтичних перетворень. Проте її точнiсть швидко
падає зi зростанням енерґiї налiтаючого електрона;
так, уже для Ee > 30 кеВ вiдносна похибка стає бiль-
шою за 10% [32]. Зображення повного перерiзу σee ря-
дом до порядку ρ6, ρ′6 дає змогу розширити межi за-
стосування наближення (83) до перехiдних релятивiс-
тських енерґiй; похибка такого розкладу перевищує
10% уже при Ee > 470 кеВ [32].

Рис. 10. Залежнiсть перерiзу dσep/dΩ електрон-прот-
онного гальмiвного випромiнювання (88) для налiтаючих
електронiв iз кiнетичними енерґiями 300 кеВ (лiворуч)
i 300 МеВ (праворуч) вiд напрямку, для фотонiв рiзних
енерґiй.

Вiдомою є також ультрарелятивiстська границя
формули Бете–Гайтлера (наприклад, [29, 32]):

σep =
2Zr2

oα

ερ2

(

4

3
γγ′ + ε2

)(

2 ln
2γγ′

ε
− 1

)

. (85)

Iз формулою ρ = γ/c це переписуємо як

σep ∝
(

1 − ε

γ
+

3

4

[

ε

γ

]2
)

(

ln
[

2γ
(γ

ε
− 1
)]

− 1

2

)

.

(86)
Бачимо, що ймовiрнiсть випромiнення електроном
певної частини своєї енерґiї (тобто при фiксованому
вiдношеннi γ/ε) приблизно пропорцiйна лоґарифму γ.
При Eγ → 0 вираз Eγσep(Eγ) розбiгається також i в
ультрарелятивiстському випадку [27].
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Рис. 11. Залежнiсть перерiзу dσep/dΩ електрон-протонного гальмiвного випромiнювання (88) для фотонiв з енерґiями
10 кеВ (лiворуч) та 10 МеВ (праворуч) вiд кiнетичної енерґiї випромiнюючого електрона, для кутiв θ = 0◦, 5◦ i 10◦.

Використання комбiнацiї формули (85) i згаданого вище розкладу перерiзу до членiв порядку ρ6 i ρ′6, а саме
формули

σep =
2Zr2

oα

ερ2

{

4

3
γγ′ + ε2 − 7

15

ε2

γγ′
− 11

70

ε2
(

ρ2 + ρ′2
)

(γγ′)
4

}

(87)

×
{

2 ln
γγ′ + ρρ′ − 1

ε
− ρρ′

γγ′

[

1 +
1

γγ′
+

7

20

ρ2 + ρ′2

(γγ′)
3 +

(

9

28
ε2 +

263

210
ρ2ρ′2

)

1

(γγ′)
3

]}

,

надає можливiсть наближати перерiз електрон-протонного випромiнювання (77) для всiх енерґiй, iз найбiль-
шою похибкою 6% (в областi Ee1 = 1800 кеВ) [32]. Зауважимо, що, застосовуючи цю формулу, слiд використо-
вувати релятивiстський вираз для моментiв електронiв до i пiсля взаємодiї: pc =

√

E2
e − m2

ec
4 чи ρ =

√

γ2 − 1.
Наближення (83), (85), (87) порiвняно з (77) на рис. 9 (варто ще раз зверути увагу, що для розрахункiв цi

вирази слiд множити на фактор Елверта).
Перерiз нетеплового гальмiвного електрон-протонного випромiнювання, диференцiального за енерґiями та

кутами породженого фотона, задається формулою Заутера [34] з фактором Елверта [29, 32, 35]:

dσep

dΩ
= fE

Z2r2
oα

πε

{

2γ2 + 1

ρ2u4
sin2 θ − 1

ρ2u2

(

γ2 + 1 +
1

2
γ′ρ cos θ

)

− ρ(ρ − ε cos θ)

2u2P 2
− ln(γ′ + ρ′)

uρ′

+
1

ρ′P
ln

P + ρ′

P − ρ′

[

1

2u2
− ε

u
+

ε2

2uP 2
(ε − ρ cos θ)

]

(88)

+
1

ρρ′
ln

γγ′ + ρρ′ − 1

ε

[

γ(3ε− γ′ρ2)

ρ2u4
sin2 θ +

γ2 + γ′2 − 1/2

u2
− ε

u2ρ2
(2γ + γ′/2) +

ε

2u

(

γγ′

ρ2
+ 1

)]}

,

де θ — кут мiж напрямком руху налiтаючого елект-
рона та випромiненого фотона,

u = γ − ρ cos θ, P = (ρ2 + ε2 − 2ρε cos θ)1/2. (89)

Ця формула отримана також у борнiвському набли-
женнi та дiйсна для будь-яких енерґiй електронiв [35].
Використовувати нерелятивiстську границю цiєї фор-
мули в (59) не слiд, оскiльки вклад високоенерґе-
тичних електронiв є важливим навiть для фотонiв
низьких енерґiй [35]. У нерелятивiстському випадку
максимум випромiнювання перебуає в напрямку, пер-
пендикулярному до площини руху електрона (p,p′).
Зi збiльшенням енерґiї налiтаючого електрона макси-

мум у кутовому розподiлi фотонiв наближається до
напрямку p й для релятивiстських енерґiй цей мак-
симум стає значним. Справдi, при γ � 1 значення
iмпульсу ρ → γ, тому значення u в знаменниках фор-
мули (88) прямує до нуля для малих θ, зумовлюю-
чи суттєвий максимум перерiзу довкола вектора по-
чаткового моменту електрона. В ультрарелятивiстсь-
кiй границi майже все випромiнювання зосереджено
в малому кутi ∼ 1/γ вiд напрямку руху налiтаючого
електрона [18]. Особливостi кутової залежностi (ep)
гальмiвного випромiнювання показано на рис. 10–12.
В загальних рисах цi властивостi подiбнi до власти-
востей (ee) випромiнювання (порiвн. з рис. 5–7).
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Рис. 12. Залежнiсть перерiзу dσep/dΩ електрон-прот-
онного гальмiвного випромiнювання в лабораторнiй систе-
мi вiд енерґiї фотонiв, для електрона з кiнетичною енерґi-
єю 30 МеВ i кутiв θ = 0◦, 5◦ i 10◦. Для широкого дiапазону
ε, наближено σep ∝ ε−1.1.

C. ЕНЕРҐЕТИЧНI ВТРАТИ ЕЛЕКТРОНIВ
УНАСЛIДОК ГАЛЬМIВНОГО

ВИПРОМIНЮВАННЯ

Енерґетичнi втрати електрона внаслiдок галь-
мiвного випромiнювання є сумою втрат унаслiдок
електрон-електрон та електрон-протонної взаємодiї.
Так, у загальному випадку:

(

dE

dt

)

br

= −
∫

pej(E, Eγ)dEγ , (90)

де pej задається виразом (63).
Утрати енерґiї електрона на (ee) випромiнювання

обчислюється як [17]

(

dγ

dt

)

ee

= −vene

εmax
∫

0

εσeedε, (91)

де εmax задається (68) з θ = 0, а швидкiсть мож-
на виразити через безрозмiрнi енерґiю та iмпульс:
ve = cρ/γ. За використання перерiзу

Φee =
1

γ − 1

εmax
∫

0

εσeedε, (92)

який описує вiдношення випромiненої енерґiї до по-
чаткової кiнетичної енерґiї електрона, вираз (91) пе-
реписується у виглядi

(dγ/dt)ee = −vene(γ − 1)Φee. (93)

Вирази для Φee одержуємо аналiтично в граничних
випадках γ − 1 � 1 i γ � 1. За використання нереля-
тивiстської границi для перерiзу σee [19], яка задаєть-
ся виразом (72) з B ≡ 1, C ≡ 0 (її можна застосовува-
ти для γ ≤ 10 кеВ, окрiм короткохвильової границi),
отримуємо [36]:

Φee =
10

3
αr2

o

(

11

3
− π2

4

)

≈ 4.00αr2
o ≈ 2.32 mb. (94)

Для ультрарелятивiстського випадку [17]:

Φee = 4αr2
o

(

ln(2γ) − 1

3

)

. (95)

У загальному випадку, для розрахунку Φee слiд чи-
сельно iнтеґрувати вираз (92) iз громiздкою форму-
лою для σee, отриманою в роботi [21], та врахуванням
кулонiвської поправки (75). Такi розрахунки подано
в [17, 37], де запропоновано також аналiтичну апрок-
симацiю:

Φee ≈ αr2
o























































γ + 1

γ

(

0.6664 + 43.935ρ− 2.272ρ2 − 3.055ρ3
)

(

1 − e2παγ/ρ
)

, Ee,kin ≤ 100 кеВ,

γ + 1

γ
(0.5754 + 1.4492γ − 0.0665γ2), 100 кеВ ≤ Ee,kin ≤ 1 МеВ,

(γ + 1)
4.181γ ln(γ + ρ) − 2.676γ − 2.256

γ2 + 1.022γ − 3.871
, 1 МеВ ≤ Ee,kin ≤ 500 МеВ,

4

(

ln(2γ) − 1

3

)

, Ee,kin > 500 МеВ.

(96)

Перерiз Φee та двi його границi показано на рис. 13 лiворуч.
Утрати енерґiї електрона на (ep) випромiнювання записуємо як [18,27]

(

dγ

dt

)

ep

= −venp

ε−1
∫

0

εσepdε ≡ −venpγΦep, Φep =
1

γ

ε−1
∫

0

εσepdε, (97)
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За використання повного виразу (77) для σep аналiтично отримуємо [29,38], що

Φep = Z2αr2
o

{

(12γ2 + 4)

3γρ
ln(γ + ρ) − (8γ + 6ρ)

3γρ2
[ln(γ + ρ)]2 − 4

3
+

2

γρ
F
(

2ρ(γ + ρ)
)

}

. (98)

Рис. 13. Угорi: Перерiз Φee, розрахований за (96), су-
цiльна лiнiя та його граничнi випадки (94) i (95) показа-
нi штрихованою та штрих-пунктирною лiнiями вiдповiд-
но. Суцiльна лiнiя дещо знижується порiвняно зi штрихо-
ваною, оскiльки (94) не враховує кулонiвської поправки,
на вiдмiну вiд (96). Внизу: Перерiз Φep, розрахований за
(104), та його граничнi випадки (102) i (103); кулонiвської
поправки не враховано.

У цiй формулi не враховано множника Елверта, F (x)
— дилоґарифм:

F (x) =

x
∫

0

ln(1 + y)

y
dy . (99)

Для наближень використовуємо границi функцiї
F (x): для малих x вживаємо розклад у ряд

F (x) = x − x2

4
+

x3

9
− x4

16
+ ... , (100)

а для великих x — точну формулу

F (x) =
π2

6
+

(ln x)2

2
− F

(

1

x

)

. (101)

У нерелятивiстськiй та ультрарелятивiстськiй грани-
цi перерiз Φep (без множника Елверта) записуємо вiд-
повiдно як [29,38]

Φep =
16

3
Z2αr2

o ≈ 3.09Z2 mb, (102)

Φep = 4Z2αr2
o

(

ln(2γ) − 1

3

)

. (103)

Бачимо, що ультрарелятивiстськi границi для пере-
рiзу гальмiвного випромiнювання електрона в полi
електрона Φee i в полi протона Φep збiгаються.

У практичних застосуваннях, щоб уникнути чи-
сельного розрахунку F (x), корисно використовувати
наближення [37]:

Φep ≈ 8Z2αr2
o

γ2

γ2 + ρ2
(104)

×
{

γ

ρ
ln(γ + ρ) − 1

3
+

ρ2

γ6

(

2

9
γ2 − 19

675
γρ2 − 0.06

ρ4

γ

)}

.

Цей вираз можна використовувати в усьому дiапазо-
нi енерґiй. Його вiдносна похибка нiде не перевищує
0.54%; однак це наближення не враховує кулонiвсь-
кої поправки, тому перерiз має насправдi бути дещо
меншим для низьких енерґiй налiтаючого електрона.

Перерiз Φep та двi його границi показано на рис. 13
праворуч.

D. ЗНАЧУЩIСТЬ (ee) ТА (ep) ВНЕСКIВ У
ГАЛЬМIВНЕ ВИПРОМIНЮВАННЯ

Вiдносну важливiсть внескiв (ee) i (ep) процесiв у
нетеплове гальмiвне випромiнювання електронiв по-
казано на рис. 14.

Для нерелятивiстських енерґiй налiтаючих елект-
ронiв основний внесок у спектри дає гальмiвне ви-
промiнювання на протонах, а у випадку релятивiст-
ських електронiв випромiнювання в обох процесах є
сумiрним (рис. 14). Спектр (ee) випромiнювання реля-
тивiстських електронiв є дещо крутiшим, нiж спектр
їхнього (ep) випромiнювання, тому σee є трохи ви-
щим за σep на низьких Eγ [21]. Оскiльки ультраре-
лятивiстськi границi σee i σep збiгаються, то випро-
мiнювальна здатнiсть залежить вiд заряду розсiю-
вальної частинки, а не вiд її маси. Тому вiдношення
електрон-електронного до електрон-йонного внескiв
до нетеплового гальмiвного випромiнювання в плаз-
мi, яка складається з електронiв, протонiв та альфа-
частинок, буде5 (np + 2nHe)/(np + 4nHe) для фотонiв
з енерґiями, вищими за ∼ 10 МеВ [9].

5Це вiдношення дорiвнює 0.86 для плазми з nHe = 0.1nH.
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Рис. 14. Вiдношення σee/σep для випадкiв, показаних
суцiльними лiнiями на рис. 8 та 9.

Роль (ee) випромiнювання в енерґетичних утратах
випромiнювальних електронiв зростає зi збiльшенням
їхньої енерґiї

γ̇ee

γ̇ep
=

γ − 1

γ

ne

np

Φee

Φpp
. (105)

Для Ee,kin > 1 МеВ його внесок перевищує 30%. При
Z = 1 у нерелятивiстськiй границi Φee/Φpp ≈ 0.75, а
для ультрарелятивiстських енерґiй Φee = Φpp.

III. АДРОННЕ ГАММА-ВИПРОМIН ВАННЯЮ

Зiткнення релятивiстських протонiв та протонiв-
мiшеней зi значно меншою енерґiєю (наприклад, теп-
лових) зумовлює ряд перетворень елементарних час-
тинок. Так, зокрема, при непружних зiткненнях та-
ких протонiв утворюються з приблизно однаковою
ймовiрнiстю π0, π+ i π− мезони; цi пiони i є майже
всiма продуктами такої реакцiї [1].

Зарядженi пiони π+ та π− за час tπ± = 2.6 · 10−8

з iмовiрнiстю 0.99988 розпадаються за схемами π+ →
µ+νµ, π− → µ−ν̄µ. Вiдтак мюон та антимюон за час
tµ± = 2.2 · 10−6 стають джерелами електронiв та по-
зитронiв (рис. 15) завдяки реакцiям µ+ → e+νeν̄µ,
µ− → e−ν̄eνµ, якi реалiзуються практично в усiх ви-
падках; з iмовiрнiстю 0.014 реакцiї вiдбуваються за
тими ж схемами, але з додатковим утворенням γ-
кванта; iмовiрнiсть iнших розпадiв менша за 3× 10−5

[1, c.27]. Цi реакцiї повиннi зумовлювати потiк нейт-
рино вiд ЗН.

Нейтральнi пiони за час tπ0 = 8.4 · 10−17 с розпа-
даються на два γ-кванти за схемою π0 → 2γ. Iмо-
вiрнiсть такого розпаду становить 0.98823, у 0.01174
випадках нейтральний пiон розпадається за схемою
π0 → γe−e+; iмовiрнiсть iнших реакцiй є меншою
за 4 × 10−5 [1, c.31]. Ґенерацiя гамма-квантiв унаслi-
док розпаду нейтральних пiонiв домiнує в адронному6

гамма-випромiнюваннi.

В астрофiзичних застосуваннях важливим може
бути також внесок в адронне гамма-випромiнювання
й вiд розпадiв η-мезонiв, якi вiдбуваються за рiзними
схемами, основними з яких є η → 2γ (39.31%), η →
3π0 (32.57%), η → π+π−π0 (22.7%) and η → π+π−γ
(4.60%) [1, c.31]. Пiд час розпаду η-мезонiв утворю-
ються в середньому (в розрахунку на один розпад)
приблизно 3.2 γ-фотона; середня енерґiя, яка переда-
ється всiм цим фотонам становить 0.81Eη [39].
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Рис. 15. Схематичне зображення основних процесiв пе-
ретворення частинок унаслiдок зiткнення релятивiстсько-
го протона з протоном значно нижчої енерґiї.

A. ПЕРЕРIЗ УТВОРЕННЯ НЕЙТРАЛЬНИХ
ПIОНIВ УНАСЛIДОК pp-ЗIТКНЕНЬ

Повний поперечний перерiз утворення π0 ме-
зонiв пiд час непружного (“inelastic”) зiткнення,
σπo(Ep), пов’язаний iз диференцiйним перерiзом
dσπo(Eπ , Ep)/dEπ таким виразом [40]:

σπo(Ep) =

∫ Eπ,max

0

dσπo(Eπ , Ep)

dEπ
dEπ . (106)

З метою використання експериментальних даних
з перерiзу σπo(Ep) диференцiйний перерiз записуємо
як [41,42]

dσπo(Eπ , Ep)

dEπ
= σπo(Ep)F̃π(Eπ , Ep), (107)

де F̃π(Eπ , Ep) — нормований спектр нейтральних пi-
онiв, тобто

∞
∫

0

F̃π(Eπ, Ep)dEπ = ñ, (108)

де ñ = 1 (параметр ñ може дещо вiдрiзнятися вiд
одиницi; його введено в [39] для нормування спектра
випромiнювання; див. деталi далi).

6Адрони — це барiони (найвiдомiшими з барiонiв є протони й нейтрони), утворенi з трьох кваркiв, та мезони, що
складаються з кварка й антикварка.
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У публiкацiях величини перерiзу часто подають
для певних значень iнварiанта

√
s. За означенням

s = E2
CMS, де ECMS — повна енерґiя системи взаємо-

дiючих частинок (налiтаючої a i мiшенi b) в системi
вiдлiку центра мас (у цiй системi повний iмпульс до-
рiвнює нулевi). Повна енерґiя системи до взаємодiї в
лабораторнiй системi вiдлiку (в цiй системi мiшень пе-
ребуває в станi спокою) є W = ELAB + mbc

2, де ELAB

— повна енерґiя налiтаючої частинки. Отож, s =
(mac

2)2 + (mbc2)2 + 2(mbc2)ELAB. Тому для протон-
протонного зiткнення енерґiю налiтаючого протона в
лабораторнiй системi перераховують згiдно з

Ep =
(
√

s)
2

2mpc2
− mpc2 (109)

або Ep = 533 (
√

s)2 (ТеВ), якщо
√

s � mpc2.
Експериметальнi данi з перерiзу непружних

протон-протонних зiткнень наведено на рис. 16. Вони
показують, що повний перерiз σπo(Ep) швидко зрос-
тає з порогової енерґiї Ep,kin ' 0.3 ГеВ до 28-30 mb
на Ep,kin ≤ 2 ГеВ; вiдтак зростає лише лоґарифмiчно
(рис. 16). Це демонструє просте наближення [45]:

σπo(Ep) = 30 ·
[

0.95 + 0.06 ln(Ep,kin/1 ГеВ)
]

mb (110)

(1 mb = 10−27 см2), яке можна використати для
Ep,kin ≥ 1 ГеВ, а для менших енерґiй брати σπo(Ep) =
0.

Детальнiшу апроксимацiю перерiзу для Ep < 1 ГеВ,
як наприклад у [42], не змiнює помiтно гамма-потокiв
навiть на малих енерґiях фотонiв, якщо спектр про-
тонiв простягяється понад 10 ГеВ, й тому повний по-
тiк зумовлений, в основному, протонами з енерґiєю
бiльше вiд кiлькох ГеВ. Вiдомi й iншi апроксимацiї,
наприклад, кусково-степеневi ( [43] чи формула (3)
в [42], остання продовжена на вищi енерґiї в роздi-
лi 2.2 роботи [41]). Порiвняння кiлькох параметриза-
цiй диференцiального та повного перерiзiв проведено
в додатку до роботи [44].

Однiєю з останнiх апроксимацiй, яка вiдтворює екс-
периметальнi данi до Ep ≈ 20 ТеВ та чисельнi резуль-
тати (програма SIBYLL) до Ep ∼ 104 ТеВ, наведе-
на в роботi [39] та на рис. 16 (лiнiя з довгим пунк-
тиром). Як бачимо, ця апроксимацiя дещо переоцi-
нює перерiз на найвищих енерґiях. Змiна в нiй двох
коефiцiєнтiв7 робить її бiльш вiдповiдною сучасним
експериментальним даним. Iз цими змiнами вона ви-
глядає так:

σπo(Ep) =
(

34.3 + 1.68L + 0.21L2
)

[

1 −
(

Eth

Ep

)4
]2

mb,

(111)
де L = ln (Ep/1 ТеВ); σπo = 0 для Ep < Eth (рис. 16,
суцiльна лiнiя).

Рис. 16. Експериментальнi данi з перерiзу σπo (Ep)
(темнi кружечки з похибками) та апроксимацiї: штрихо-
вана лiнiя з коротким пунктиром (110) [45], штрихована
лiнiя з довгим пунктиром [39], суцiльна лiнiя (111). Данi
експериментiв з енерґiями до Ep ≈ 2 ТеВ взято з [39], для
Ep ≈ 2 ТеВ−20 ПеВ з [46–48]; вищi енерґiї досягаються на
Великому адронному колайдерi [49–52].

B. СПЕКТР НЕЙТРАЛЬНИХ ПIОНIВ

Спектр нейтральних пiонiв узагалi розрахувати до-
волi складно. Для цього використовують спецiалiзо-
ванi програми, наприклад, SIBYLL [53], QGSJET [54],
PYTHIA [55] та iн.; вони базуються на моделях вза-
ємодiй та експериментальних даних. Проте iснують
певнi параметеризацiї, якi зручно використовувати
для задач, де їхня точнiсть є прийнятною. Так, роз-
подiли Fπ , розрахованi програмою SIBYLL, апрокси-
муються виразом [39]

Fπ(xπ , Ep) = 4αBπxα−1
π

(

1 − xα
π

1 + rxα
π (1 − xα

π)

)4

(112)

×
(

1

1 − xα
π

+
r(1 − 2xα

π)

1 + rxα
π(1 − xα

π)

)(

1 − mπ

xπEp

)1/2

з параметрами

Bπ = a + 0.25, α =
0.98√

a
, r =

2.6√
a

(113)

a = 3.67+0.83L+0.075L2, L = ln(Ep/1 ТеВ). (114)

Кiлькiсть π0 мезонiв в iнтервалi енерґiй (Eπ, Eπ+dEπ)
на одне pp зiткнення протона з енерґiєю Ep визнача-
ється як

F̃π(Eπ , Ep)dEπ = Fπ(Eπ , Ep)dEπ/Ep = Fπ(xπ , Ep)dxπ ;
(115)

7У роботi [39] коефiцiєнти бiля L та L2 були вiдповiдно 1.88, 0.25.
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слiд зауважити, що повна кiлькiсть нейтральних пiо-
нiв становить [39]

∫ 1

0

Fπ(xπ, Ep) dxπ = Bπ(Ep). (116)

У роботi [39] наведено також апроксимацiю Fπ , яка
розраховується програмою QGSJET. Варто зазначи-
ти, що результати рiзних чисельних розрахункiв дещо
рiзняться мiж собою, оскiльки експериментальнi данi,
на яких вони базуються, мiстять систематичнi похиб-
ки (див. рис. 3 в роботi [39]; на енерґiях xπ >∼ 4× 10−2

обидвi програми добре узгоджуються). Автори працi
[39] надають перевагу використанню даних SIBYLL.

Для врахування внеску в гамма-випромiнювання
вiд розпадiв η-мезонiв зручно використати апрокси-
мацiю розподiлу Fη [39]

Fη(xη , Ep) = (0.55+0.028 lnxη)

(

1 − mη

xηEp

)

Fπ(xη , Ep)

(117)
i Fη = 0 для xη < mηc2/Ep, де xη = Eη/Ep.

Для xπ ≥ 10−3, у дiапазонi 0.1 ≤ Ep ≤ 105 ТеВ,
апроксимацiя (112) вiдтворює чисельнi результати в
межах похибки 10%; точнiсть (117) дещо менша, але
достатня для застосувань, оскiльки домiнує розпад π0

мезонiв (рис. 17).

Рис. 17. Спектри пiонiв i мезонiв, одержанi програмою SIBYLL (гiстограми) та з аналiтичних апроксимацiй (112) i
(117) (суцiльнi лiнiї). Розрахунки наведено для кiлькох значень енерґiї Ep налiтаючого протона [39].

C. РОЗРАХУНОК
ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ. ПIДХIД А:

НАБЛИЖЕННЯ СПЕКТРА ПIОНIВ
δ-ФУНКЦIЄЮ

Описаний у цьому пiдроздiлi пiдхiд до опису гамма-
випромiнювання представлено в роботi [45].

Випромiнювальна здатнiсть qγ(Eγ) елемента об’єму
з протонами-мiшенями визначається як [45]

qγ(Eγ) = 2

Eπ,max
∫

Eπ,min(Eγ)

qπ(Eπ)
√

E2
π − m2

πc4
dEπ

фотонiв
(см3 с еВ)

,

(118)
де фактор 2 з’являється через те, що внаслiдок розпа-
ду пiона виникає два фотони, Eπ,max(Ep,max) — мак-
симальна енерґiя пiона, який можна створити попу-
ляцiєю релятивiстських протонiв, qπ(Eπ) — випромi-
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нювальна здатнiсть нейтральних пiонiв, а мiнiмальна
енерґiя пiона, необхiдна для створення фотона з енер-
ґiєю Eγ є (напр., [44, 45])

Eπ,min = Eγ + m2
πc4/4Eγ . (119)

Загалом випромiнювальна здатнiсть нейтральних
пiонiв qπ(Eπ) виражається формулою [56]:

qπ(Eπ) = c
∑

ik

nk

∫

Ei

N(Ei)
dσik(Eπ , Ei)

dEπ
dEi, (120)

де nk — густина ядер-мiшеней типу k в мiжзоряно-
му середовищi, N(Ei) — спектр розподiлу налiтаю-
чих ядер типу i з енерґiєю Ei i dσik(Eπ , Ei)/dEπ —
диференцiйний перерiз утворення нейтральних пiонiв
енерґiї Eπ iз частинок з енерґiєю Ei.

Для взаємодiї протонiв вираз (120) переписуємо так:

qπ(Eπ) = cnH

Ep,max
∫

Ep,min(Eπ)

N(Ep)
dσπo (Eπ, Ep)

dEπ
dEp пiонiв/(см3 с еВ), (121)

де N(Ep) — iзотропний розподiл протонiв за енерґiя-
ми, Ep — повна енерґiя протона, Ep,max — максималь-
на енерґiя протона в популяцiї (залежить вiд типу
розподiлу N(Ep); часто можна покласти ∞ замiсть
Ep,max i Eπ,max). З кiнематики зiткнень отримуємо,
що мiнiмальна повна енерґiя протона Ep,min, необхiд-
на для утворення нейтрального пiона з повною енер-
ґiєю Eπ , є [30]

Ep,min = mpc2 + 2Eπ + m2
πc2/2mp. (122)

Звiдси бачимо, що нейтральнi пiони народжуються
лише тодi, якщо повна енерґiя протона Ep є вищою
за порогову

Eth = mpc2 +2mπc2 +m2
πc2/2mp = 1.22 ГеВ/c2; (123)

вiдповiдний пороговий гамма-фактор протона γth =
1.298.

У розрахунках часто розглядають лише взаємодiю
мiж протонами. Коли необхiдно, роль важких ядер на
практицi враховують уведенням додаткового множ-
ника в iнтеґралi (121), а саме, фактора εM(Ep), який
є сталим εM = 1.52 для Ep ≤ 100 ГеВ й монотонно
зростає до 1.85 для Ep = 100 ТеВ (деталi див. у роз-
дiлi 2.4 в [41]). Таке шкалювання враховує змiну хi-
мiчного вмiсту космiчних променiв з енерґiєю (тобто
змiну вiдношення концентрацiй протонiв до важчих
йонiв), але припускає, що залежнiсть процесу наро-
дження пiонiв важчими частинками (якi можуть бути
як налiтаючими, так i мiшенями) вiд енерґiї є такою
ж, як i для протонiв, що є явним наближенням.

Для розрахунку спектра гамма-випромiнювання
внаслiдок розпаду пiонiв можливим є використан-
ня спецiалiзованих програм, наприклад, SIBYLL чи
QGSJET. Детальнi пiдходи до розрахункiв для енер-
ґiй Ep < 1 ТеВ описано в працях [42,57–59].

Однак показано [44], що простий формалiзм, опи-
саний у статтi [45], досить точно вiдтворює детальнi
розрахунки, зокрема зi статтi [60]. У цьому пiдходi
використано т. зв. наближення δ-функцiї для спектра
пiонiв, породжених протоном з енерґiєю Ep:

F̃π(Eπ , Ep) = ñδ(Eπ − κEp,kin), (124)

i апроксимацiю повного перерiзу σπo(Ep). Параметр κ
визначає середню частку кiнетичної енерґiї протона,
передану мезону пiд час одного зiткнення. У широко-
му дiапазонi енерґiй гамма-фотонiв, вiд ГеВ до ТеВ,
κ ≈ 0.17; ця величина враховує також∼ 6% внесок вiд
народження η-мезонiв [45]. Тому, в середньому, пiон з
енерґiєю Eπ утворюється протоном з енерґiєю

Ep,ave = mpc2 + Eπ/κ. (125)

Отже, у пiдходi [45], за використання (124) в (107) i
(121), отримаємо наближення для спектра нейтраль-
них пiонiв

qπ(Eπ) = ñ
cnH

κ
σπo

(

mpc2 +
Eπ

κ

)

N

(

mpc2 +
Eπ

κ

)

.

(126)
Використовуючи вираз (126) в (118), одержуємо
спектр гамма-випромiнювання qγ(Eγ) внаслiдок утво-
рення i розпадiв пiонiв, для довiльного, достатньо ши-
рокого i гладкого розподiлу N(Ep) релятивiстських
протонiв. У [44] показано, що такий спектр збiгається
з детальними розрахунками [60] у межах коефiцiєн-
та 1.3.

D. РОЗРАХУНОК
ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ. ПIДХIД Б:
ДОКЛАДНIШИЙ ОПИС СПЕКТРА ПIОНIВ

Описаний у цьому пiдроздiлi пiдхiд до опису гамма-
випромiнювання представлено в роботi [39].

У випадку, якщо спектр протонiв N(Ep) мiстить
рiзкi особливостi, як обрiзання чи пiки, наближен-
ня (124) буде зумовлювати суттєвi похибки спектру
гамма-випромiнювання в областях, де домiнує внесок
вiдповiдних протонiв. Тодi необхiдно проводити де-
тальне чисельне моделювання. Важливо, однак, що
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запропоновано параметризацiю й для такого випад-
ку [39]; наближений аналiтичний опис дозволяє не ли-
ше зменшити комп’ютерний час, але й сприяє кращо-
му розумiнню процесiв формування спектра випро-
мiнювання. Формалiзм [39] полягає в аналiтичному

наближеннi розподiлу пiонiв Fπ(Eπ , Ep), але вже не
δ, а складнiшою функцiєю. Так, розподiли Fπ , роз-
рахованi програмою SIBYLL, апроксимуються вира-
зом (112).

Рис. 18. Спектр гамма-променiв, породжених унаслiдок pp-зiткнень для рiзних енерґiй Ep [39]. Суцiльнi кривi —
чисельнi розрахунки програми SYBILL з урахуванням розпадiв π0 i η мезонiв (показано внески часткових процесiв та
сумарний спектр); штрих-пунктирнi кривi — аналiтична апроксимацiя (133).

Якщо пiдставити (107) в (121) i далi в (118) та змi-
нити порядок iнтеґрування, тодi одержимо

qγ(Eγ) = cnH

Ep,max
∫

Ep,min(Eγ)

σπo(Ep)N(Ep)F̃γ(Eγ , Ep) dEp

(127)
чи в iнших позначеннях

qγ(Eγ) =

Ep,max
∫

Ep,min(Eγ)

N(Ep)p(Ep, Eγ) dEp, (128)

спектральний розподiл випромiнювання “одного” про-
тона з енерґiєю Ep ми означили як

p(Ep, Eγ) = cnHσπo(Ep)F̃γ(Eγ , Ep), (129)

де

F̃γ(Eγ , Ep) = 2

Eπ,max
∫

Eπ,min(Eγ)

F̃π(Eπ , Ep) dEπ
√

E2
π − m2

πc4
. (130)
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Iз практичних мiркувань зручно ввести параметр x =
Eγ/Ep (тодi F̃γdEp = FγdEp/Ep = Fγdx/x) й перепи-
сати (127) i (130),

qγ(Eγ) = cnH

1
∫

0

σπo(Eγ/x)Fγ(x, Eγ/x)N(Eγ/x)
dx

x
,

(131)
розподiл фотонiв пов’язаний iз розподiлом пiонiв так:

Fγ(x, Ep) = 2

1
∫

xπ,min(x)

Fπ(xπ , Ep) dxπ
√

x2
π − m2

πc4/E2
p

. (132)

Кiлькiсть фотонiв на одне pp-зiткнення в iнтервалi
енерґiй (Eγ , Eγ+dEγ) визначаємо як F̃γ(Eγ , Ep)dEγ =
Fγ(Eγ , Ep)dEγ/Ep = Fγ(x, Ep)dx.

Спектр гамма-променiв Fγ(x, Ep), породжений “од-
ним” протоном (тобто в розрахунку на одне pp-
зiткнення) з енерґiєю Ep, наближено можна записати
у виглядi [39]

Fγ(x, Ep) = Bγ
ln (x)

x

(

1 − xβγ

1 + kγxβγ (1 − xβγ )

)4

(133)

×
[

1

ln (x)
− 4βγxβγ

1 − xβγ
− 4kγβγxβγ (1 − 2xβγ )

1 + kγxβγ (1 − xβγ )

]

,

Bγ = 1.30 + 0.14L + 0.011L2, (134)

βγ =
1

1.79 + 0.11L + 0.008L2
, (135)

kγ =
1

0.801 + 0.049L + 0.014L2
. (136)

Цей вираз одержано за використання розрахункiв ко-
ду SIBYLL для розподiлiв π0 i η мезонiв. Внесок η
мезонiв в областi x ∼ 0.1 становить близько 25%. Чи-
сельнi розрахунки порiвняно з цiєю апроксимацiєю на
рис. 18. Похибка наближення менше кiлькох вiдсот-
кiв для Eγ ≥ 1 ГеВ; на нижчих енерґiях похибка цього
виразу бiльша, тому його не можна застосовувати для
розрахунку повної кiлькостi гамма-променiв [39].

На рис. 18 яскраво помiтна властивiсть спектра
Fγ(Eγ , Ep): спектри для рiзних Ep дуже подiбнi, як-
що подiлити енерґiю фотонiв на певну характеристич-
ну енерґiю, якою є енерґiя протона; тобто якщо вони
записанi в змiнних Fγ(x, Ep) (така властивiсть спо-
стерiгається для синхротронного випромiнювання, з
тiєю вiдмiннiстю, що синхротроннi спектри збiгають-
ся точно). Цю властивiсть наочно демонструє рис. 19,
де показано спектри Fγ(x, Ep) для Ep вiд 0.1 до 1000
ТеВ. Отже, у задачах, де можна знехтувати неве-
ликою розбiжнiстю у спектрах Fγ(x, Ep) для рiзних
Ep, розрахунки можна спростити, застосувавши унi-
версальне наближення, яке вiдтворюватиме “серед-
ню” форму спектра й буде функцiєю лише змiнної x.
Такий пiдхiд використав Гiллас [61], запропонувавши

вiдповiдну апроксимацiю для кiлькостi фотонiв на iн-
тервал (x, x + dx)

Fγ(x) = 3.06x−1 exp
(

−9.47x0.75
)

. (137)

Ця функцiя показана штрихованою кривою на
рис. 19.

Рис. 19. Спектри Fγ(x, Ep) (133)
для Ep = 0.1, 10, 1000 ТеВ (суцiльнi кривi з номерами 1,
2, 3 вiдповiдно) та апроксимацiї Fγ(x): штрихована крива
з довгим пунктиром — (137), штрихована крива з корот-
ким пунктиром — (145), штрих-пунктирна крива — (146).
Крива з довгим пунктиром наближує спектр випромiню-
вання протонiв з енерґiями Ep близько кiлькох десяткiв
ТеВ, розрахований кодом QGSJET; суцiльнi кривi базую-
ться на кодi SIBYLL.

Отже, для розрахунку гамма-випромiнювання вiд
розпадiв пiонiв у багатьох задачах, де спектри прото-
нiв мiстять рiзкi особливостi чи обрiзання, достатньо
використовувати вираз (131) разом iз (137). Коли по-
трiбнi вищi точностi, то формула (131) повинна бути
використана разом iз (133)–(136).

Такий пiдхiд, як зазначалося вище, можна засто-
сувати лише для енерґiй фотонiв Eγ >∼ 0.1 ТеВ. На
менших енерґiях, аж до мiнiмальної порогової енерґiї
Eth, опис за допомогою наближення δ-функцiї, а са-
ме (126) i (118), є точнiшим. Тому для розрахунку
повного спектра γ-випромiнювання, вiд найменших
до найвищих енерґiй, у [39] зарпопоновано зшивати
два пiдходи: спершу розраховувати частину спектра
для Eγ ≥ 0.1 ТеВ, тодi для Eγ ≤ 0.1 ТеВ, вiдтак пара-
метр ñ визначатиметься вимогою зшивки обох спек-
трiв на Eγ = 0.1 ТеВ, тобто гладкого продовження
спектра з вищих на нижчi енерґiї. Значення ñ зале-
жить вiд спектра протонiв; так, для s = 1.5, 2, 2.5,
ñ = 2.26, 1.10, 0.86 вiдповiдно.

Рис. 20 показує спектри γ-випромiнювання, розра-
хованi в рiзних пiдходах для спектра налiтаючих про-
тонiв вигляду

N(E)dE = KE−s exp

(

− E

Emax

)

dE. (138)

Зазначимо, що детальнi чисельнi результати най-
краще описати штрих-пунктирною кривою до Eγ =
0.1 ТеВ i суцiльною для вищих енерґiй.
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Рис. 20. Спектри гамма-променiв qγ(Eγ) у випадку
спектра релятивiстських протонiв (138), розрахованi в пiд-
ходi А (штрих-пунктирна крива), а також пiдходi Б з на-
ближеннями для Fγ(x,Ep): детальна апроксимацiя (133)
(суцiльна крива), апроксимацiя Гiлласа (137) (штрихо-
вана крива з довгим пунктиром) i апроксимацiя (146) з
A = 1 (штрихована крива з коротким пунктиром). Точ-
ки показують той самий спектр, що й суцiльна крива, але
для формального випадку сталого перерiзу σπo = 34 mb
(для Ep ≥ 1 ГеВ, для менших енерґiй σπo = 0). Роз-
рахунки проведено для спектра протонiв (138) з s = 2,
Emax = 1000 ТеВ, nH = 1 см−3, значення K визначали з
умови

R

∞

1 ТеВ
EpN(Ep)dEp = 1 ерг см−3, перерiз σπo обчис-

лювали за формулою (111).

Деякi додатковi аспекти опису адронного гамма-
випромiнювання коротко представленi в Додатку.

E. ЕНЕРҐЕТИЧНI ВТРАТИ ПРОТОНIВ
УНАСЛIДОК НЕПРУЖНИХ ЗIТКНЕНЬ

Для отримання виразу для втрат “одного” протона
з енерґiєю Ep на зiткнення з утворенням пiонiв (за

схемою, зображеною на рис. 15) використаємо фор-
мулу (121):

p(Ep, Eπ) = cnHEπ
dσπo(Eπ , Ep)

dEπ
(139)

× H(Ep − Ep,min(Eπ)) ерг/(с · еВ).

Енерґетичнi втрати такого протона запишемо в тако-
му виглядi:

−
(

dEp

dt

)

pp

= 3

∞
∫

0

p(Ep, Eπ)dEπ . (140)

Число 3 перед iнтеґралом ураховує той факт, що
при протонних зiткненнях iмовiрностi утворення
трьох типiв пiонiв (π0, π+, π−) приблизно однаковi.
Для поперечного перерiзу вигляду (107) та функцiї
F̃π(Eπ , Ep) в дельта-наближеннi (124) отримаємо:

−
(

dEp

dt

)

pp

= 3κñcnHσπo(Ep)Ep,kin, (141)

константа 3κ = 0.51, що узгоджується з коефiцiєн-
том “непружностi” f ≈ 0.5 у виразi (3.13) з [62]; якщо
Ep >∼ 0.03 ТеВ, то для простих оцiнок можна викорис-
тати σπo(Ep) ≈ 30 mb (рис. 16).

ПОДЯКА

Висловлюємо подяку Е. Хогу (E. Haug) за програ-
му розрахунку перерiзу σee та С. Кельнеровi за екс-
периментальнi данi з перерiзу σπo до енерґiй 2 ТеВ,
використанi на рис. 16. Огляд здiйснено за часткового
фiнансування в межах Цiльової комплексної програ-
ми НАН України з наукових космiчних дослiджень
на 2012–2016 рр.

ДОДАТОК. АДРОННЕ ГАММА-ВИПРОМIНЮВАННЯ: ДОДАТКОВИЙ АНАЛIЗ

Можливi ще кiлька спрощень, якi можуть бути зручними для якiсного аналiзу протонного γ-
випромiнювання.

1. Якщо розглядати лише високоенерґетичнi протони, тобто Ep � 1 ГеВ, то масами спокою протонiв mpc2 ∼ 1
ГеВ i пiонiв mπc2 ∼ 0.1 ГеВ можна знехтувати. Тодi з (122), (125), (119) i (110) випливає, що Ep,min = 2Eπ,
Ep,ave = Eπ/κ = 5.88Eπ (ця енерґiя природно вища за Ep,min приблизно в три рази, бо в середньому, при
зiткненнях протонiв утворюються три типи пiонiв iз майже рiвними ймовiрностями), Eπ,min = Eγ (саме так,
без множника 2, бо пiд час розпаду нейтрального пiона можуть утворюватися фотони з рiзними енерґiями) i
σπo ≈ const. Iз цих формул також видно, що умову високоенерґетичних протонiв можна переформулювати в
термiнах високоенерґетичних гамма-квантiв: формули значно спрощуються, якщо нас цiкавлять лише фотони
з енерґiями Eγ � 10 ГеВ.

2. Для степеневого розподiлу протонiв за енерґiями N(Ep) = KE−s
p та високоенергетичних протонiв, з (126)

i (118) одержуємо, що

qγ(Eγ) = 2ñcnHκs−1s−1σπoKE−s
γ . (142)

Тобто спектр pp γ-випромiнювання наближено також є степеневим iз тим самим показником, що й спектр
початкових протонiв.
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3. У випадку розподiлу протонiв з обрiзанням (138), вiдмiнностi у спектрi випромiнювання внаслiдок спро-
щеного припущення про сталий перерiз демонструє точкова крива на рис. 20. Отже, при розрахунку спектрiв
гамма-променiв важливо враховувати змiни перерiзу з енерґiєю протона.

4. Пiдставивши (126) в (118), одержимо вираз вигляду (127) з F̃γ в пiдходi А [45]:

F̃γ(Eγ , Ep,ave) =
2(ñ/κ)H

(

Ep,ave − Ep,ave,min(Eγ)
)

√

(Ep,ave − mpc2)2 − (mπc2)2/κ2
, (143)

де H — функцiя Гевiсайда (важливо зауважити, що залежнiсть вiд Eγ в цьому виразi є лише через
Ep,ave,min(Eγ)), середня енерґiя протона Ep,ave = Eπ/κ + mpc

2, мiнiмальна середня енерґiя протона, необхiдна
для народження γ-кванта з енерґiєю Eγ , є Ep,ave,min(Eγ) = Ep,ave(Eπ,min(Eγ)) й, згiдно з (119), вона дорiвнює

Ep,ave,min(Eγ) =
1

κ

(

Eγ +
(mπc2)2

4Eγ

)

+ mpc
2. (144)

Для фотонiв з Eγ � 10 ГеВ цей вираз перетворюється в Ep,ave,min = Eγ/κ, а (143) переписується в термiнах
змiнної x = Eγ/Ep як

Fγ(x) =
2ñ

κ
H
(

κ − x
)

. (145)

Пiдставивши цей вираз у (131), прийнявши σπo = const та N(Ep) = KE−s
p , отримаємо, як це i повинно бути,

(142).
Звертає на себе увагу той факт, що в формулi (145) Fγ(x) = const для x ≤ κ, тодi як в апроксимацiї Гiлласа

(137) Fγ(x) ∝ x для малих x, що точнiше вiдображає детальнi розрахунки (рис. 19). Причиною такої поведiнки
виразу (145) є те, що Fπ(xπ) наближалося δ-функцiєю.

Адекватнiшою може бути така формальна апроксимацiя, яка для малих x пропорцiйна до x (рис. 19):

Fγ(x) =
A

x
H (κ − x) , (146)

Пiдставивши цей вираз у (131), прийнявши σπo = const та N(Ep) = KE−s
p та прирiвнявши отриманий вираз до

(142), матимемо, що A = 2(s − 1)/s. Оскiльки s = 2 є найбiльш типовим значенням, доцiльно покласти A = 1.
5. Якою є характеристична енерґiя протонiв Epm, якi зумовлюють основний внесок у pp γ-випромiнювання

у фотонах з енерґiєю Eγ? Вiдповiдне значення xm можна знайти, прирiвнявши qγ , розраховане за повною
формулою (131), до добутку енерґетичного спектра протонiв на випромiнювальну здатнiсть “одного” протона,
записаних iз застосуванням xm:

N(Eγ/xm)p(xm, Eγ/xm) =

1
∫

0

N(Eγ/x)p(x, Eγ/x)
dx

x
. (147)

Значення xm буде рiзним для рiзних розподiлiв N(Ep). Знайдемо його для N(Ep) = KE−s
p у випадку високо-

енерґетичних фотонiв. Використаймо також наближення σπ0 = const, Fγ(x) = x−1H (κ − x). У такому випадку
з (147) отримаємо:

xm = (s − 1)−1/(s−1)κ. (148)

Множник перед κ дорiвнює одиницi для s = 2, 1.3 для s = 1.8 й 0.86 для 2.2. Отже, для степеневого спектра
протонiв високоенерґетичнi кванти з енерґiєю Eγ переважно породженi протонами з енерґiєю Epm ≈ κEγ .

6. Використаймо δ-функцiю (124) з пiдходу [45] та пiдставмо її в означення F̃γ (130) в пiдходi [39]. Як
результат одержимо вираз (143). Отже, обидва пiдходи узгоджуються.
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INTERACTIONS OF PARTICLES ACCELERATED IN SUPERNOVA REMNANTS.
GAMMA-RAY EMISSION

O. Petruk, V. Beshley
Institute for Applied Problems in Mechanics and Mathematics,

3b, Naukova St., Lviv, UA–79060, Ukraine

A systematic review of the main processes and methods of calculation of gamma-ray emission caused by charged
relativistic particles in supernova remnants is presented: the inverse Compton effect, non-thermal bremsstrahlung
and emission due to inelastic proton-proton collisions.
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