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Ми встановили точну аналогiю мiж рiвняннями, якi описують поширення ТЕ- i ТМ-мод у
планарному хвилеводi з довiльною неперервною залежнiстю показника заломлення вiд коор-
динат, i стацiонарним рiвнянням Шрединґера. Ефективнi потенцiальнi енергiї, якi входять у
рiвняння Шрединґера та вiдповiдають ТЕ- i ТМ-модам, вiдрiзняються мiж собою, хоча в на-
ближеннi слабкої залежностi показника заломлення вiд координат збiгаються. Для довiльної
залежностi показника заломлення вiд координат на прикладах показано суттєву вiдмiннiсть
мiж ефективними потенцiальними енерґiями для ТЕ- i ТМ-мод.
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I. ВСТУП

Аналогiя мiж хвильовою оптикою i квантовою ме-
ханiкою та вiдповiдно мiж геометричною оптикою i
класичною механiкою вiдома давно (див., наприклад
[1–4] i посилання там). Ця аналогiя цiкава сама собою,
а також має практичне значення. Як теоретичнi, так
i експерементальнi методи розвинутi в однiй областi,
можуть бути успiшно перенесенi в iншу. З одного бо-
ку, методи, розвинутi в рамках квантової механiки,
такi, як метод факторизацiї чи суперсиметрiї, варiа-
цiйний метод, метод ВКБ та багато iнших, можна за-
стосувати, дослiджуючи поширення свiтла в оптово-
локнi. З iншого боку, поширення свiтла в оптоволокнi
можна використати для експериментальної перевiрки
багатьох квантовомеханiчних ефектiв, наприклад, та-
ких, як тунелювання крiзь потенцiальний бар’єр i час
тунелювання, осциляцiї Блоха в перiодичних структу-
рах, квантовий хаос. Огляд цих проблем можна знай-
ти в [5–7]. Звернiмо також увагу на недавнi працi [8,9],
у яких квантовомеханiчну аналогiю використано при
вивченнi конфайнменту свiтла у хвилеводних струк-
турах та в мiкротрубчастих резонаторах вiдповiдно.

Дослiджуючи квантовомеханiчну аналогiю поши-
рення свiтла в оптичному хвилеводi, найчастiше вико-
ристовують наближення слабої залежностi показника
заломлення вiд координат. Метою цiєї роботи є отри-
мати точну квантовомеханiчну аналогiю при поши-
реннi свiтла в планарному хвилеводi з довiльною за-
лежнiстю показника заломлення вiд координат. Слiд
зауважити, що планарний хвилевiд є найпростiшим
для аналiзу, проте вiн має широке практичне засто-
сування й дослiджується в рiзних аспектах дотепер
(див., наприклад [10,11]).

II. ПОШИРЕННЯ ЕЛЕКТРОМАГНIТНОЇ
ХВИЛI В ПЛАНАРНОМУ ХВИЛЕВОДI

У цьому роздiлi ми нагадаємо рiвняння, якi опису-
ють поширення електромагнiтної хвилi у планарно-
му хвилеводi [12]. Нехай планарний хвилевiд розмi-
щений у площинi y − z з дiелектричною проникнiстю
ε = ε(x), яка є неперервною функцiєю x, i магнiт-
ною µ = 1 (рис. 1). Показник заломлення при цьому
n2(x) = ε(x). Такий хвилевiд називають ґрадiєнтним.

Рис. 1. Планарний хвилевiд розмiщений у площинi
y− z. Показник заломлення змiнюється вздовж напрямку
x. Електромагнiтна хвиля поширюється вздовж z.

Опис поширення хвиль у планарному хвилеводi
почнiмо з рiвнянь Максвелла в середовищi

1

c

∂D

∂t
= rotH, (1)

1

c

∂B

∂t
= −rotE, (2)

divD = 0, div B = 0, (3)
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де D = εE i B = µH. Для електромагнiтної хвилi,
яка поширюється вздовж осi z, розв’язок шукаємо у
виглядi

E = E(x)ei(βz−ωt), H = H(x)ei(βz−ωt). (4)

Пiдстaвляємо шуканий розв’язок у (1) i знаходимо

εω

c
Ex = βHy, (5)

εω

c
Ey = −i

∂Hz

∂x
− βHx, (6)

εω

c
Ez = i

∂Hy

∂x
. (7)

Аналогiчно рiвняння (2) запишемо

ω

c
Hx = −βEy, (8)

ω

c
Hy = i

∂Ez

∂x
+ βEx, (9)

ω

c
Hz = −i

∂Ey

∂x
. (10)

Рiвняння (5)–(10) розпадаються на двi незалежнi сис-
теми рiвнянь. Так, рiвняння (6), (8), (10) мiстять Ey,
Hx, Hz , якi становлять моди TE-типу, а рiвняння (5),
(7), (9) мiстять Ex, Ez, Hy, якi становлять моди TM-
типу (див., наприклад [12]). Зауважимо, що в ТЕ-модi
електричне поле напрямлене вздовж осi y i є перпен-
дикулярним до напрямку поширення хвилi, тодi як
магнiтне поле мiстить також повздовжнiй складник
i напрямлене пiд певним кутом до напрямку поши-
рення хвилi. Для ТМ-моди, навпаки, магнiтне поле
напрямлене вздовж осi y i є перпендикулярним до
напрямку поширення хвилi, електричне поле мiстить
також повздовжнiй складник i напрямлене пiд пев-
ним кутом до напрямку поширення хвилi. При цьому
напруженостi полiв за величиною змiнюються вздовж
напрямку x.

Система рiвнянь для TE-мод зводиться до рiвняння
другого порядку для Ey

−
∂2Ey

∂x2
− n2(x)

ω2

c2
Ey + β2Ey = 0. (11)

Це рiвняння на власнi значення −β2.
TM-моди описуються таким рiвнянням для Hy

−
∂

∂x

1

n2(x)

∂

∂x
Hy −

ω2

c2
Hy +

β2

n2(x)
Hy = 0. (12)

Домножимо лiву i праву частини рiвняння (12) на
n2(x)

−n2(x)
∂

∂x

1

n2(x)

∂

∂x
Hy −

ω2

c2
n2(x)Hy + β2Hy = 0. (13)

У наближеннi слабкої залежностi показника залом-
лення вiд координат доданками, якi мiстять n′(x),

можна знехтувати. Тодi n2(x) у першому доданку рiв-
няння (13) дляHy скорочується i воно стає аналогiчне
до рiвняння (11) для Ey.

Звернiмо увагу на асиметрiю точних рiвнянь (11) i
(13), якi описують вiдповiдно ТЕ- i ТМ-моди, стосов-
но до замiни електричного поля на магнiтне i навпа-
ки. Така асиметрiя закладена з самого початку вибо-
ром для дiелектричного хвилевода магнiтної проник-
ностi µ = 1, а дiелектричної проникностi, залежної
вiд координат, ε = ε(x).

III. КВАНТОВОМЕХАНIЧНА АНАЛОГIЯ
ПОШИРЕННЯ TE- I TM-МОД

Розгляньмо спершу ТЕ-моди. Як бачимо, рiвнян-
ня (11) повнiстю аналогiчне стацiонарному рiвнянню
Шрединґера

−
1

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ = Eψ, (14)

де ~ = 1, маса 2m = 1, енерґiя E = −β2, хвильова
функцiя ψ = Ey, потенцiальна енерґiя

V (x) = VTE(x) = −n2(x)
ω2

c2
. (15)

Цю аналогiю для TE-мод зауважили давно й широко
використовують у лiтературi.

На вiдмiну вiд рiвняння (11), подiбну аналогiю рiв-
няння (12) для довiльної залежностi показника за-
ломлення вiд координат не дослiджували. Розглядали
тiльки слабку залежнiсть показника заломлення вiд
координат, коли рiвняння (12) зводиться до (11). Ми
розглянемо аналогiю рiвняння (12), яке описує TM-
моди, з рiвнянням Шрединґера для довiльної залеж-
ностi показника заломлення вiд координат.

Найперше зауважимо, що рiвняння (12) аналогiч-
не стацiонарному рiвнянню Шрединґера, з масою, за-
лежною вiд координат (див., наприклад [13–15])

−
∂

∂x

1

2m(x)

∂

∂x
ψ + V (x)ψ = Eψ. (16)

Як бачимо, є повна аналогiя рiвнянь (12) i (16) при
2m(x) = n2(x), V (x) = β2/n2(x), E = ω2/c2, ψ = Hy.
Звернiмо увагу на те, що роль власних значень у цьо-
му рiвняннi виконує ω2/c2, тодi як у рiвняннi (11)
власнi значення — це −β2.

Тепер покажемо, що рiвняння (13) можна звести до
стацiонарного рiвняння Шрединґера для частинки зi
сталою масою в деякому ефективному потенцiально-
му полi. Зауважимо, що оператор iз першого доданка
в цьому рiвняннi

T̂ = −n2(x)
∂

∂x

1

n2(x)

∂

∂x
= −

∂2

∂x2
+ 2

n′

n

∂

∂x
(17)

мiстить першу похiдну, отже рiвняння (13) також мiс-
тить першу похiдну. Щоби позбутися її, розв’язок шу-
каємо у виглядi Hy = eφhy i отримуємо
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T̂ eφhy = eφ

[

−
∂2

∂x2
− (φ′)2 − φ

′′

− 2

(

φ′ −
n′

n

)

∂

∂x
+ 2φ′

n′

n

]

hy. (18)

Довiльну функцiю φ добираємо з умови

φ′ −
n′

n
= 0, (19)

при якiй зникає перша похiдна. У результатi знаходи-
мо

φ = lnn+ ln c. (20)

Таким чином, Hy = cn(x)hy, де c — довiльна констан-
та. Для нової функцiї hy(x) отримуємо рiвняння

−
∂2hy

∂x2
+

(

−n2(x)
ω2

c2
+

(

n′(x)

n(x)

)2

−

(

n′(x)

n(x)

)′
)

hy

+ β2hy = 0. (21)

Подiбно, як i в рiвняннi (11), роль власних значень
у цьому рiвняннi виконує −β2. Рiвняння (21) повнiс-
тю аналогiчне рiвнянню Шрединґера для частинки зi
сталою масою 2m = 1 у потенцiальному полi

V (x) = VTM(x) = −n2(x)
ω2

c2
+

(

n′(x)

n(x)

)2

−

(

n′(x)

n(x)

)′

. (22)

Порiвняймо ефективну потенцiальну енерґiю для
ТМ-моди (22) з ефективною потенцiальною енерґiєю
для ТЕ-моди (15):

VTM(x) = VTE(x) + U(x), (23)

де ми ввели позначення

U(x) =

(

n′(x)

n(x)

)2

−

(

n′(x)

n(x)

)′

. (24)

Цiкаво зауважити, що вираз для U(x) збiгається з ви-
разом для потенцiальної енерґiї, який виникає в ме-
жах суперсиметричної квантової механiки [16]. Роль
суперпотенцiалу тут виконує W (x) = n′(x)/n(x). За-
уважимо, що в границi слабкої залежностi показника
заломлення вiд координат n′(x) → 0 i доданком U(x)
можна знехтувати. Тодi VTM(x) = VTE(x) i поширення
ТЕ- i ТМ-мод описується тими самими рiвняннями.

Розгляньмо кiлька прикладiв з явною залежнiстю
показника заломлення вiд координати, коли залеж-
нiстю показника заломлення вiд координат нехтувати
не можна.

Приклад 1

n2(x) = 1 +
γ

cosh2(x)
, (25)

де γ > 0. Такий показник заломлення дуже часто ви-
користовують, вивчаючи ґрадiєнтне оптоволокно. У
цьому випадку

VTE(x) = −
ω2

c2

(

1 +
γ

cosh2(x)

)

(26)

є точно розв’язуваним. Ефективний потенцiал для
ТМ-моди визначається формулою (22) i в цьому ви-
падку є

VTM(x) = −
ω2

c2

(

1 +
γ

cosh2(x)

)

+ γ
1 + γ − 2 sinh2(x)

(cosh2(x) + γ)2
. (27)

При x→ ±∞ знаходимо

VTM(x) = VTE(x) → −
ω2

c2
. (28)

Потенцiал VTE(x) має мiнiмум у точцi x = 0 i в околi
цiєї точки поводиться так:

VTE(x) = −
ω2

c2
(1 + γ) +

ω2

c2
γx2. (29)

Для потенцiалу VTM(x) в околi точки x = 0 знаходимо

VTM(x) = −
ω2

c2
(1 + γ) +

γ

(1 + γ)

+ γ

(

ω2

c2
−

4

(1 + γ)2

)

x2. (30)

При ω2/c2 < 4/(1 + γ)2 ефективний потенцiал VTM(x)
має локальний максимум у точцi x = 0 i є двоямним,
тодi як VTE(x) при всiх значення параметрiв є одно-
ямним.

Приклад 2. Мета цього прикладу показати, що на
вiдмiну вiд VTE(x), потенцiал VTM(x) може мiстити
синґулярнi доданки. Розгляньмо

n(x) = n0e
α|x|. (31)

Для цього випадку знаходимо

VTE(x) = −
ω2

c2
n2

0e
α2|x|, (32)

VTM(x) = VTE(x) + α2
− 2αδ(x), (33)

де δ(x) — дельта-функцiя, яка спричинена доданком
U(x) в (23). Таким чином, несинґулярний показник
заломлення дає змогу змоделювати синґулярний по-
тенцiал дельта-типу. Це своєю чергою дає змогу за
допомогою ТМ-мод експериментально дослiджувати
поведiнку частинки в дельта-потенцiалi.
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IV. ВИСНОВКИ

У цiй статтi ми дослiджуємо квантовомеханiчну
аналогiю поширення елетромагнiтної хвилi у планар-
ному хвилеводi. Давно вiдомо, що рiвняння для ТЕ-
моди (11) збiгається з рiвнянням Шрединґера для
частинки зi сталою масою в ефективному потенцiаль-
ному полi VTE(x) (15). Легко зауважити, що ТМ-мода
(12) також описується рiвнянням Шрединґера, про-
те з масою, залежною вiд координат. Ми показали,
що рiвняння (12) для ТМ-моди можна звести точно
до рiвняння Шрединґера для частинки зi сталою ма-
сою (21) в ефективнiй потенцiальнiй енерґiї VTM(x)
(22). Зауважимо, що в границi слабкої залежностi по-
казника заломлення вiд координат VTM(x) = VTE(x)
i поширення ТЕ- i ТМ-мод описується тими самими
рiвняннями. У випадку не слабкої залежностi показ-

ника заломлення вiд координат приклади 1 i 2 де-
монструють суттєву вiдмiннiсть ефективної потенцi-
альної енерґiї для ТМ-мод вiд потенцiальної енерґiї
для ТЕ-мод. Так, на прикладi 1 ми показали, що то-
дi, як VTE(x) є одноямною потенцiальною енерґiєю,
VTM(x) може бути двоямною. Приклад 2 демонструє,
що за допомогою VTM(x) можна органiзувати синґу-
лярний потенцiал, а саме, дельта-потенцiал, тодi як
VTE(x) не може бути синґулярним через скiнченнiсть
показника заломлення. Цiкаво те, що є змога не тiль-
ки теоретично, а й експериментально дослiдити по-
ведiнку частинки в дельта-потенцiалi. А саме, експе-
риментальне дослiдження ТМ-моди внаслiдок кван-
товомеханiчної аналогiї в цьому випадку аналогiчне
експериментальному дослiдженню поведiнки частин-
ки в дельта-потенцiалi.
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QUANTUM MECHANICAL ANALOGY OF LIGHT PROPAGATION
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We establish an exact analogue of equations describing the propagation of TE and TM modes in planar

waveguide with an arbitrary continuous dependence of refractive index on coordinates with stationary Schrödinger

equation. The effective potential energies involved in Schrödinger equation for TE and TM modes are different

but in the limit of a weak dependence of refractive index on the coordinates they coincide. For comparison of

these potential energies in the case of arbitrary dependence of refractive index on cordinates we consider examples

which show essential difference between effective potential energies for TE and TM modes.

2401-4


