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Проаналiзовано частковi випадки рiвняння Мертона–Ґармана динамiки цiни опцiону на
основi модельних задач квантової механiки. Показано, що модель Гестона еквiвалентна задачi
одновимiрного радiального осцилятора квантової механiки, отримано формулу цiни опцiону
на основi ядра оператора еволюцiї (пропагатора) радiального осцилятора. Iз використанням
аналогiї з одновимiрним рiвнянням Шрединґера для частинки в зовнiшньому полi продемон-
стровано складнiсть iнших часткових випадкiв рiвняння Мертона–Ґармана, установлено зна-
чення параметрiв, для яких є точнi розв’язки.
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ВСТУП

Броунiвський рух застосовують для опису багатьох
фiзичних явищ вiдтодi як була запропонована його те-
орiя [1]. Дещо ранiше iдеї броунiвського руху викорис-
тано для опису динамiки цiн фiнансових активiв [2,3].
Подiбно до того, як положення броунiвської частинки
змiнюється хаотично, цiна фiнансового активу (акцiї,
облiгацiї та iншi) зазнає таких же змiн у часi. Вико-
риставши цю iдею, уперше запропонували формулу
для цiни опцiону [2], одного iз похiдних фiнансових iн-
струментiв. Бурхливий розвиток фiнансового ринку,
а також праця [4] спонукали iнтенсивнi дослiдження
в цiй галузi. У роботi [4] обґрунтовано поняття еконо-
мiчно рацiональної цiни опцiону й наведено формулу
Блека–Шоулза цiни опцiону. Завдяки цiй працi зрозу-
мiлiшими стали механiзми цiноутворення на фiнансо-
вому ринку, а також фiнансовi аналiтики отримали
зручну формулу для практичних розрахункiв.

Вiдтодi тематицi цiноутворення опцiонiв присвяче-
но значну кiлькiсть робiт, де уточнено й узагальне-
но формули Блека–Шоулза [3, 5]. Оскiльки у форму-
лi Блека–Шоулза волантильнiсть базового фiнансово-
го активу вважається сталою величиною, у багатьох
пропонованих моделях волантильнiсть розглядали як
змiнну випадкову величину. Зокрема, у працях [3,5–7]
вивчали рiвняння динамiки цiни опцiону в моделi,
яка отримала також назву моделi Мертона–Ґармана.
За аналогiєю iз квантовою механiкою, у працях [6–8]
для розв’язку рiвняння динамiки застосовано метод
континуального iнтеґрування, що дозволяє записати
розв’язок рiвняння в замкнутiй формi. Проте функ-
цiональнi квадратури є досить складними i формула
цiни опцiону важка для практичного застосування.
Вiдомо, що простiшi формули для цiни опцiону отри-
мують у моделi Гестона [9], яка є частковим випад-
ком моделi Мертона–Ґармана. Формулу цiни опцiону
в моделi Гестона вперше отримано в [9], де враховано
структуру формули Блека–Шоулза i ряд пiдстановок

у рiвняння динамiки. У працях [5, 10] формулу цiни
опцiону в моделi Гестона одержано також iншими спо-
собами.

В цiй працi ми проаналiзуємо частковi випадки рiв-
няння Мертона–Ґармана на основi вiдомих модель-
них задач квантової механiки. Зокрема, такий пiдхiд
використовували, дослiджуючи рiвняння Фоккера–
Планка [11]. Вiдомо, що перелiк одновимiрних потен-
цiалiв, для яких є точнi розв’язки нестацiонарного
рiвняння Шрединґера, достатньо вивчений [12,13]. Як
буде показано далi, модель Гестона еквiвалентна од-
новимiрнiй точно розв’язуванiй моделi квантової ме-
ханiки. Використовуючи вiдомi розв’язки, ми отрима-
ли формулу цiни опцiону. Розгляд iнших часткових
випадкiв моделi Мертона–Ґармана дає змогу проана-
лiзувати їх порiвняльну складнiсть i з’ясувати випад-
ки, для яких є точнi розв’язки.

I. МОДЕЛЬ МЕРТОНА–ҐАРМАНА

Розглянуто два фiнансовi активи — банкiвський ра-
хунок i акцiї. Банкiвський рахунок Π(t) > 0 вважає-
ться безризиковим, i його змiна в часi визначається
рiвнянням

dΠ(t) = rΠ(t) dt, (1)

де r > 0 позначає процентну ставку. Акцiї є ризико-
вим активом, i змiна цiни акцiй S(t) > 0 задається
стохастичним рiвнянням

dS(t) = φS(t) dt +
√

V (t) S(t) dW1(t), (2)

де φ > 0 — процентна ставка акцiй,
√

V (t) — воланти-
льнiсть цiни акцiй, W1(t) — вiнерiвський процес (бро-
унiвський рух).

Рiвняння (2) можна вважати узагальненням рiв-
няння геометричного (економiчного) броунiвського
руху, для якого волантильнiсть — стала величина:
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√
V (t) = σ = const [2, 4]. У цьому випадку σ має

змiст середньоквадратичного вiдхилення випадкової
величини x(t) = ln(S(t)). У фiнансовiй лiтературi за-
звичай σ називають волантильнiстю (мiнливiстю) ви-
падкової величини.

Отже, волантильнiсть у рiвняннi (2) є випадковою
величиною, динамiка якої в моделi Мертона–Ґармана
описується таким стохастичним рiвнянням:

dV (t) = (λ + µV (t)) dt + ξV (t)αdW2(t). (3)

Вiнерiвськi процеси W1(t) i W2(t) у рiвняннях (2) i (3)
корельованi й визначаються моментами [2]:

〈W1(t)〉 = 〈W2(t′)〉 = 0,

〈W1(t)W1(t′)〉 = 〈W2(t)W2(t′)〉 = min(t, t′),
〈W1(t)W2(t′)〉 = ρ min(t, t′) . (4)

Тут дужки 〈. . .〉 позначають усереднення за вiнерiв-
ськими процесами W1(t) ,W2(t); α > 0; параметр ко-
реляцiї −1 6 ρ 6 1. Iншi параметри моделi λ, µ , ξ за-
довольняють також додатковi обмеження, якi забез-
печують V (t) > 0.

Таким чином, динамiка фiнансового активу S(t)
(наприклад акцiї) у зазначенiй моделi задається сто-
хастичними рiвняннями (2) i (3). Iз цiною базового
активу S(t) пов’язана цiна похiдного фiнансового iн-
струмента — опцiону C(t) [2, 3, 5, 7]. Нагадаємо, що
опцiоном називається контракт, який дає право купи-
ти або продати певний фiнансовий актив у встанов-
лений момент часу на зазначених умовах. Зокрема,
у випадку європейського опцiону колл, покупець от-
римує право купити фiнансовий актив у момент ча-
су T (час виконання опцiону) за договiрною цiною K
(страйк-цiна). Очевидно, за можливiсть скористатись
опцiоном покупець повинен заплатити деяку цiну. Як
було вже зазначено, поняття рацiональної (економiч-
но обґрунтованої) цiни опцiону вперше сформулюва-
ли Блек i Шоулз [4], знайдено рiвняння для її визна-
чення i формулу Блека–Шоулза цiни європейського
опцiону колл. Узагальненням цього пiдходу для сто-
хастичної волантильностi (3) є рiвняння динамiки цi-
ни опцiону C(t), отримане в роботах [3, 6, 7]

∂C(t)
∂t

+ rS
∂C(t)
∂S

+
1
2
V S2 ∂2C(t)

∂S2
+ (λ + µV )

∂C(t)
∂V

+ ρξV 1/2+αS
∂2C(t)
∂S∂V

+
1
2
ξ2V 2α ∂2C(t)

∂V 2
= rC(t). (5)

Для сталої волантильностi V = σ2 = const вiдмiн-
ними вiд нуля в лiвiй частинi (5) будуть першi три
доданки й зазначене рiвняння збiгатиметься з рiвнян-
ням Блека–Шоулза [4].

Отже, цiна європейського опцiону колл визначаєть-
ся розв’язком задачi Кошi для рiвняння (5) з почат-
ковою умовою (платiжною функцiєю) у момент часу
T

C(T, S) = (S −K)+ =
{

S −K, S > K;
0, S 6 K,

(6)

де S = S(T ) — ринкова цiна акцiй у момент T . Змiст
умови (6) досить очевидний, опцiон вiдбувається тодi,
коли ринкова цiна акцiй S буде бiльшою, нiж договiр-
на K.

Оскiльки платiжна функцiя C(T, S) (6) задається в
майбутнiй момент часу, то зручно ввести замiну змiн-
ної τ = T − t i розглядати динамiку, обернену в часi

− ∂C(τ)
∂τ

+ rS
∂C(τ)

∂S
+ (λ + µV )

∂C(τ)
∂V

+
1
2
V S2 ∂2C(τ)

∂S2
+ ρξV

1
2+αS

∂2C(τ)
∂S∂V

(7)

+
1
2
ξ2V 2α ∂2C(τ)

∂V 2
= rC(τ).

Виконаємо також замiну змiнної S = ex (x ∈ R) i
перейдiмо до рiвняння

− ∂C(τ)
∂τ

+
(
r − 1

2
V

)∂C(τ)
∂x

+ (λ + µV )
∂C(τ)
∂V

+
1
2
V

∂2C(τ)
∂x2

(8)

+ ρξV
1
2+α ∂2C(τ)

∂V ∂x
+

1
2
ξ2V 2α ∂2C(τ)

∂V 2
= rC(τ).

Рiвняння (8) запишiмо також у виглядi

∂C(τ)
∂τ

= −HMGC(τ), (9)

де величина HMG, згiдно з роботами [6, 7], позначає
гамiльтонiан Мертона–Ґармана

HMG = −1
2
V

∂2

∂x2
+

(1
2
V − r

) ∂

∂x
+ r − 1

2
ξ2V 2α ∂2

∂V 2

− ρξV
1
2+α ∂2

∂V ∂x
− (λ + µV )

∂

∂V
. (10)

II. РIВНЯННЯ ДЛЯ ЯДРА ОПЕРАТОРА
ЕВОЛЮЦIЇ

Розв’язок рiвняння (8) запишiмо так:

C(τ) = e−τHMGC(0), (11)

де C(0) – значення цiни опцiону в момент часу τ = 0
(або t = T ) задається платiжною функцiєю (6).

Оператору еволюцiї e−τHMG в (11) поставимо у вiд-
повiднiсть ядро g(τ, x− x0, V, V0)

C(τ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

g(τ, x− x0, V, V0)C(0, x0) dx0dV0 .

(12)

У формулi (12) для C(0) вказана залежнiсть вiд змiн-
ної x0. Ядро g(τ, x− x0, V, V0) запишiмо також в опе-
раторнiй формi

g(τ, x− x0, V, V0) = e−τHMGδ(x− x0)δ(V − V0). (13)
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Оскiльки платiжна функцiя (6) не залежить вiд змiн-
ної V0, то iнтеґрування за V0 стосується лише яд-
ра g(τ, x − x0, V, V0), тому зручно розглядати ядро
g(τ, x− x0, V )

g(τ, x− x0, V ) =
∫ ∞

0

g(τ, x− x0, V, V0) dV0. (14)

Тодi розв’язок (12) запишемо у виглядi

C(τ) =
∫ ∞

−∞
g(τ, x− x0, V )C(0, x0) dx0 . (15)

Оскiльки коефiцiєнти гамiльтонiана HMG (10) не
залежать вiд змiнної x, то зручно перейти до Фур’є-
зображень за формулою

g(τ, x, V ) =
1
2π

∫ ∞

−∞
g(τ, k, V ) exp(ikx) dk. (16)

Iз урахуванням формул (13), (16) для Фур’є-
зображення ядра g(τ, k, V ) (16) отримаємо вираз

g(τ, k, V ) =
∫ ∞

0

e−τHMG(k)δ(V − V0) dV0 , (17)

де позначено Фур’є-зображення гамiльтонiана
HMG(k) (10)

HMG(k) = −1
2
ξ2V 2α ∂2

∂V 2
− (λ + µV + ikξρV

1
2+α)

∂

∂V

+
1
2
(k2 + ik)V + r(1− ik). (18)

Очевидно, Фур’є-зображення ядра g(τ, k, V ) задово-
льняє рiвняння

∂g(τ, k, V )
∂τ

= −HMG(k)g(τ, k, V ) (19)

з початковою умовою g(0, k, V ) = 1.
Отже, необхiдно знайти розв’язок рiвняння (19)

g(τ, k, V ), вiдтак визначити ядро g(τ, x − x0, V ) i за
формулою (15) — цiну опцiону.

III. МОДЕЛЬ ГЕСТОНА

Модель Гестона вiдповiдає значенню параметра
α = 1

2 . Гамiльтонiан (18) у цьому випадку дорiвнює:

HMG(k) = −1
2
ξ2V

∂2

∂V 2
− (λ + ΓV )

∂

∂V

+
1
2
(k2 + ik)V + r(1− ik). (20)

Тут уведено позначення Γ = µ + ikξρ. Рiвняння (19)
можна розглядати як одновимiрне рiвняння Шреди-
нґера для уявного часу, або рiвняння для матрицi
густини у квантовiй статистицi [13]. Наша мета — за
допомогою ряду перетворень звести рiвняння (19) до

простiшого, властивостi якого вiдомi. Цього досягне-
мо, застосовуючи необхiднi замiни змiнної й перетво-
рення для функцiй. У результатi ми отримаємо рiв-
няння, еквiвалентне нестацiонарному одновимiрному
рiвнянню Шрединґера для частинки в деякому потен-
цiальному полi.

Спершу виконаємо таку замiну:

g(τ, k, V ) = exp
(
− r(1− ik)τ

)
g1(τ, k, V ). (21)

Очевидно, динамiка функцiї g1(τ, k, V ) задається рiв-
нянням (19) з гамiльтонiаном (20) без останнього до-
данка. Наступним кроком виконаємо замiну змiнної
з метою, щоб доданок iз другою похiдною в гамiль-
тонiанi мав вигляд оператора “кiнетичної енерґiї” в
декартових координатах. Цього досягнемо за допомо-
гою такої пiдстановки:

g1(τ, k, V ) = g2

(
τ, z

)
, z =

2
ξ

√
V . (22)

Функцiя g2(τ, z) задовольняє рiвняння (19) iз гамiль-
тонiаном

HMG(k) = −1
2

∂2

∂z2
+

[ 1
2z

(
1− 4λ

ξ2

)
− 1

2
zΓ

] ∂

∂z

+
1
8
(k2 + ik)ξ2z2. (23)

За допомогою наступного перетворення перейдемо до
рiвняння для g0(τ, z), яке не мiстить доданка з пер-
шою похiдною:

g2(τ, z) = exp
( ∫ [ 1

2z

(
1− 4λ

ξ2

)
− 1

2
zΓ

]
dz

)
g0(τ, z)

= exp
(
− 1

4
z2Γ

)
z

1
2−

2λ
ξ2 g0(τ, z). (24)

Функцiя g0(τ, z) задовольняє рiвняння

∂g0(τ, z)
∂τ

= −H0(z)g0(τ, z) (25)

з гамiльтонiаном H0(z)

H0(z) = −1
2

∂2

∂z2
+

Λ2 − 1/4
2 z2

+
Ω2z2

2
. (26)

Тут використано позначення:

Λ2 = (1− 2λ/ξ2)2, Ω2 =
1
4
(Γ 2 + (k2 + ik)ξ2).

Гамiльтонiан H0(z) збiгається з гамiльтонiаном радi-
ального гармонiчного осцилятора квантової механiки.
Отже, розв’язок задачi Кошi для рiвняння (25) визна-
чимо через ядро оператора еволюцiї

g0(τ, z) =
∫ ∞

0

K(τ, z, z0)g0(0, z0) dz0 . (27)

Тут K(τ, z, z0) — ядро оператора еволюцiї рiвняння
(25), g0(0, z0) — значення функцiї в момент часу τ = 0.
Ядро радiального осцилятора K(τ, z, z0) знайдено за
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допомогою фейнманiвського iнтеґрала за траєкторi-
ями [12, 13], а також операторними методами [14] i
задається формулою

K(τ, z, z0) =
√

zz0Ω
sinh(Ωτ)

exp
(
− Ω(z2 + z2

0) cot (Ωτ)/2
)

× IΛ

( zz0Ω
sinh(Ωτ)

)
. (28)

Тут Iν(x) позначає модифiковану функцiю Бесселя.
Для отримання кiнцевої формули необхiдно пiдста-

вити g0(0, z0) у формулу (27) i виконати iнтеґруван-
ня. Значення g0(0, z0) встановимо на основi зв’язку з
g(τ, k, V )

g(τ, k, V ) = e−(1−ik)rτe
−λΓ

ξ2 τ
e−

1
4Γz2

z
1
2−

λ
2ξ2 g0(τ, z).

У результатi для g0(0, z0) (g(0, k, V ) = 1) отримаємо

g0(0, z0) = e
1
2 z2

0Γz
− 1

2+ 2λ
ξ2

0 . (29)

Виконавши iнтеґрування у формулi (27), одержимо

g0(τ, z) =
1√
z

exp
[z2Ω(Ω − Γ cot(Ωτ))

2(Γ − Ω cot(Ωτ))

]( zΩ
Ω cosh(Ωτ)− Γ sinh(Ωτ)

) 2λ
ξ2

. (30)

Повертаючись до змiнної V , для g(τ, k, V ) маємо вираз

g(τ, k, V ) =
e

(
b1−λΓ

ξ2

)
τΩ

2λ
ξ2

0[
Ω0 cosh(Ω0τ

2 )− Γ sinh(Ω0τ
2 )

] 2λ
ξ2

exp
(
−

V (k2 + ik) sinh(Ω0τ
2 )

Ω0 cosh(Ω0τ
2 )− Γ sinh(Ω0τ

2 )

)
. (31)

У формулi введено також позначення: Ω0 = 2Ω , b1 =
r(ik− 1). Вираз для g(τ, k, V ) збiгається з отриманим
у [10], де для розв’язання рiвняння (19) з гамiльтонi-
аном (20) застосовано перетворення Лапласа за змiн-
ною V .

Для цiни європейського опцiону типу колл (15) за-
пишiмо формулу

C(t) =
∫ ∞

−∞
g(τ, x− x0, V )(ex0 −K)+ dx0 . (32)

Пiдiнтеґральний вираз у формулi (32) мiстить ядро
g(τ, x− x0, V ), для визначення якого необхiдно вико-
нати iнтеґрування за k у (16). Однак через складну
залежнiсть g(τ, k, V ) (31) вiд k виконати iнтеґрування
в замкнутому виглядi неможливо. Подальших спро-

щень можна досягнути, якщо в iнтеґралi (32) спо-
чатку виконати iнтеґрування за змiнною x0. З цiєю
метою перепишiмо вираз для C(t) у виглядi

C(t) =

∞∫
ln(K)

1
2π

∞∫
−∞

g(τ, k, V )eik(x−x0)dk(ex0 −K) dx0 .

(33)

Для перестановки мiсцями iнтеґралiв за k i x0 вико-
наймо зсув змiнної k → k+(1+ε)i в першому доданку
i k → k + εi — в другому (ε > 0). Таке перетворен-
ня є обґрунтованим, якщо функцiя g(τ, k, V ) не має
особливостей у смузi =(k) ∈ [−(1 + ε), 0] комплексної
площини k. Пiсля iнтеґрування за x0 отримаємо

C(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

S g(τ, k − i(1 + ε), V )−Kg(τ, k − iε, V )
ik + ε

e(ik+ε) ln(S/K) dk . (34)

У границi ε → 0 використаймо формулу Сохоцького [15]

1
k − iε

= P 1
k

+ iπδ(k) ,

де символ P вказує, що iнтеґрал за k визначається в сенсi головного значення, а δ(k) – дельта-функцiя Дiрака.
У кiнцевому пiдсумку одержимо

C(t) =
1
2
(S − e−rτK) +

1
2π

∫ ∞

−∞

S g(τ, k − i, V )−Kg(τ, k, V )
ik

eik ln(S/K) dk . (35)
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При отриманнi формули (35) враховано значення:

g(τ,−i, V ) = 1, g(τ, 0, V ) = e−rτ .

Праву частину (35) можна записати також виглядi,
що вiдповiдає вiдомiй формулi Гестона

C(t) = SP1 − e−rτKP2 , (36)

де позначено:

P1 =
1
2

+
1
π

∫ ∞

0

<
[eik ln(S/K)g(τ, k − i, V )

ik

]
dk , (37)

P2 =
1
2

+
erτ

π

∫ ∞

0

<
[eik ln(S/K)g(τ, k, V )

ik

]
dk . (38)

Якщо виконати зсув k → k + (1 + ε)i в обох додан-
ках формули (33), то пiсля переходу до границi ε → 0
отримаємо еквiвалентний запис формули для цiни оп-
цiону

C(t) = S
(1

2
− 1

π

∫ ∞

0

<
[eik ln(S/K)g(τ, k − i, V )

k2 − ik

]
dk

)
.

(39)

Зазначимо, що одержанi формули для опцiонiв досить
зручнi для чисельних розрахункiв, якi можна вико-
нати, зокрема, за допомогою математичного пакета
Mathematica.

IV. ЧАСТКОВI ВИПАДКИ СТОХАСТИЧНОЇ
ВОЛАНТИЛЬНОСТI

Проаналiзуймо деякi частковi випадки рiвняння
стохастичної волантильностi (3) залежно вiд α. У лi-
тературi вивчалиь моделi з α = {0, 1, 3

2}, для яких
стохастичне рiвняння для волантильностi (3) вiдо-
ме як модель Орнштайна–Уленбека, GARCH-модель
i 3/2-модель вiдповiдно. Цi моделi застосовували у
фiнансових розрахунках [2, 5, 16], окрiм того, модель
Орнштайна–Уленбека вiдома у статистичнiй механi-
цi [1].

a. 3/2 – модель. Для α = 3
2 гамiльтонiан (18) за-

пишiмо у виглядi

HMG(k) = −1
2
ξ2V 3 ∂2

∂V 2
− (λ + µV + ikξρV 2)

∂

∂V

+
1
2
(k2 + ik)V + r(1− ik). (40)

Пiсля наступної замiни:

g1(τ, k, V ) = g2

(
τ, z

)
, z =

2
ξ
√

V
, (41)

доданок у гамiльтонiанi з другою похiдною не мiсти-
тиме множникiв, залежних вiд змiнної. Змiст наступ-
них перетворень полягає в усуненнi в гамiльтонiанi
доданка з першою похiдною та сталих доданкiв, що

детально продемонстровано на прикладi моделi Гес-
тона. Пропускаючи зазначенi перетворення, випишi-
мо лише кiнцевi вирази для рiвняння типу (25) для
перетвореної функцiї g0(τ, z)

∂g0(τ, z)
∂τ

= −H0(z)g0(τ, z), (42)

де гамiльтонiан H0(z) має вигляд

H0(z) = −1
2

∂2

∂z2
+ Φ(z). (43)

Тут потенцiал Φ(z) задається виразом

Φ(z) =
a0

z2
+ a1z

2 + a2z
4 + a3z

6 (44)

з параметрами:

a0 =
3
8

+
2
ξ2

(
(1− ρ2)k2 + (1− ξρ)ik

)
,

a1 =
1
8
(µ2 − 3λξ2 + 2λξρik),

a2 =
1
16

λµξ2, a3 =
1

128
λ2ξ4.

Гамiльтонiан H0(z) має структуру радiального ангар-
монiчного осцилятора. Вiдомо, що така задача не має
точного розв’язку, що свiдчить про складнiсть цiєї мо-
делi порiвняно з моделлю Гестона. Можна зауважити,
що задача суттєво спрощується у випадку λ = 0. Тодi
параметри a2 = a3 = 0 i ми отримуємо гамiльтонiан
радiального осцилятора, для якого є точний розв’я-
зок.

b. Модель Орнштайна–Уленбека. У випадку α =
0 стохастичне рiвняння (3) має також назву процесу
Орнштайна–Уленбека [2, 16]. Гамiльтонiан (18) у цьо-
му разi дорiвнює

HMG(k) = −1
2
ξ2 ∂2

∂V 2
− (λ + µV + ikξρV

1
2 )

∂

∂V

+
1
2
(k2 + ik)V + r(1− ik). (45)

Оскiльки доданок iз другою похiдною не мiстить
множника, залежного вiд V , то замiна змiнної зве-
деться до масштабного перетворення

V = ξz.

Усуваючи доданок iз похiдною першого порядку, пiс-
ля ряду перетворень, якi ми пропускаємо, перейдiмо
до рiвняння з гамiльтонiаном

H0(z) = −1
2

∂2

∂z2
+ Φ(z). (46)

Тут потенцiал Φ(z) має вигляд

Φ(z) =
a1√
z

+ a2

√
z + a3z + a4z

3
2 + a5z

2. (47)
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Параметри потенцiалу задаються виразами:

a1 =
ρ

4
√

ξ
ik, a2 =

λρ√
ξ

ik,

a3 =
λµ

ξ
+

1
2
(1− ρ2)k2 +

ξ

2
ik,

a4 = µρ
√

ξ ik, a5 =
1
2
µ2.

Очевидно, динамiчна задача (25) з гамiльтонiаном
(46) не має точного розв’язку. Потенцiали вигляду
(47), наскiльки нам вiдомо, не вивчали в задачах
квантової механiки. Доданок a1√

z
, зокрема, розглядали

в деяких модельних задачах квантової механiки [17].
Задача суттєво спрощується у випадку ρ = 0, де пара-
метри a1 = a2 = a4 = 0, i ми отримуємо модель гармо-
нiчного осцилятора з лiнiйним доданком, яка має точ-
ний розв’язок [12]. Нагадаємо, що для ρ = 0 вiдсутня
кореляцiя вiнерiвських процесiв у рiвняннях стохас-
тичної динамiки цiни активу (2) i волантильностi (3).

c. GARCH-модель. Стохастичне рiвняння (3) для
α = 1 є неперервним випадком моделей GARCH (Gen-
eralized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity)
[2, 5, 16]. Для гамiльтонiана (18) отримаємо

HMG(k) = −1
2
ξ2V 2 ∂2

∂V 2
− (λ + µV + ikξρV

3
2 )

∂

∂V

+
1
2
(k2 + ik)V + r(1− ik). (48)

Спершу в рiвняннi (19) виконаймо замiну змiнної:

g1(τ, k, V ) = g2

(
τ, z

)
, z =

ln(V )
ξ

.

Усуваючи також доданки з першою похiдною в рiв-
няннi для g2(τ, z), пiсля перетворень, якi пропускає-
мо, одержимо рiвняння (42) з гамiльтонiаном

H0(z) = −1
2

∂2

∂z2
+ Φ(z), (49)

де потенцiал Φ(z) має вигляд

Φ(z) = a1e
−2ξz + a2e

−ξz + a3e
− ξ

2 z + a4e
ξ
2 z + a5e

ξz

(50)

з параметрами:

a1 =
λ2

2ξ2
, a2 = λ

( µ

ξ2
− 1

)
, a3 =

λρ

ξ
ik,

a4 =
(ξ2 − 4µ)ρ

4ξ
ik, a5 =

1
2
(
(1− ρ2)k2 + ik

)
.

Очевидно, задача для цього гамiльтонiана не має точ-
ного розв’язку. Отриманий гамiльтонiан можна роз-
глядати як деяке розширення гамiльтонiана Морзе
[12]. Задача суттєво спрощується для λ = 0, оскiльки
коефiцiєнти потенцiалу a1 = a2 = a3 = 0 i ми одер-
жуємо потенцiал Морзе, для якого вiдомий точний
розв’язок. Зазначимо також, що стохастичне рiвнян-
ня для волантильностi (3) у випадку λ = 0 (α = 1)

має вигляд геометричного броунiвського руху. Як-
що додатково покласти також параметр ρ = 0, то
a4 = 0 i вiдмiнним вiд нуля є лише доданок з a5 у
(50), що вiдповiдає потенцiалу Лiувiлля [12]. Замк-
нута форма розв’язку для g(τ, k, V ) (19) для геомет-
ричного броунiвського руху волантильностi наведе-
на в [5]. При цьому використано спектральний роз-
клад для g(τ, k, V ) на основi власних значень i влас-
них функцiї гамiльтонiана (48) (для λ = 0, α = 1).
Очевидно, цей розв’язок можна отримати, також ви-
користовуючи вiдому формулу для ядра потенцiалу
Морзе в рiвняннi (27). Зауважимо також, що для
потенцiалiв Морзе i Лiувiлля формули наведенi для
функцiї Ґрiна нестацiонарного рiвняння Шрединґе-
ра [12]. Для уявного часу функцiї Ґрiна вiдповiдатиме
перетворення Лапласа G(E, z, z0) для ядра K(τ, z, z0)

G(E, z, z0) =
∫ ∞

0

exp(−Eτ)K(τ, z, z0) dτ, (E > 0).

Очевидно, для визначення K(τ, z, z0) виникає пробле-
ма знаходження оберненого перетворення Лапласа.

ВИСНОВКИ

Цiнова динамiка на фiнансовому ринку моделює-
ться за допомогою стохастичних процесiв. У моде-
лi Мертона–Ґармана використовують два стохастич-
нi процеси — один моделює динамiку цiнового ак-
тиву S(t), другий — змiну волантильностi V (t) цi-
ни активу в часi. Iз динамiкою цiни активу пов’я-
зана змiна цiни похiдного фiнансового iнструмента
опцiону. Для визначення цiни опцiону вiдоме рiвнян-
ня Мертона–Ґармана, яке є еволюцiйним диференцi-
альним рiвнянням двох змiнних. Пiсля переходу до
Фур’є-зображення за змiнною x (x = ln(S)) отримує-
мо одновимiрне рiвняння, коефiцiєнти якого залежать
вiд змiнної Фур’є k. Одержане рiвняння можна роз-
глядати як рiвняння Шрединґера для уявного часу
(або еквiвалентне матрицi густини статистичної ме-
ханiки). Тому для аналiзу розв’язкiв цього рiвняння
можна використати вiдомi результати, отриманi в за-
дачах квантової механiки. Для цього за допомогою
перетворення змiнної та шуканої функцiї рiвняння
перетворено до стандартного вигляду одновимiрного
рiвняння Шрединґера частинки в зовнiшньому полi,
яке мiстить оператор кiнетичної енерґiї в декартових
координатах i потенцiал зовнiшнього поля. Таким чи-
ном, показано, що модель Гестона для цiни опцiону
еквiвалентна задачi радiального осцилятора i форму-
лу Гестона отримано з використанням ядра для не-
стацiонарного рiвняння Шрединґера радiального ос-
цилятора. Слiд зауважити, що розв’язок задачi для
радiального осцилятора був вiдомий задовго до одер-
жання формули Гестона цiни опцiону [9]. В iнших
часткових випадках моделi Мертона–Ґармана пока-
зано, що модель 3/2 еквiвалентна моделi ангармо-
нiчного радiального осцилятора; модель Орнштайна–
Уленбека зводиться до задачi, де потенцiал є сумою
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потенцiалу гармонiчного осцилятора i складнiшої за-
лежностi; потенцiал для GARCH-моделi дорiвнює су-
мi потенцiалу Морзе та ряду iнших подiбних доданкiв.
Вiдомо, що для таких задач немає точних розв’язкiв.
Однак можна вказати нульовi значення деяких па-

раметрiв для кожної з моделей, для яких потенцiал
суттєво спрощується i задача має точний розв’язок.
Ненульовi значення параметрiв можна врахувати, зо-
крема, за теорiєю збурень, використовуючи вiдомi мо-
дельнi розв’язки, що буде предметом окремої роботи.
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OPTION PRICE DYNAMICS EQUATION AND MODELS OF QUANTUM MECHANICS

V. Yanishevsky
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On the basis of model problems of quantum mechanics partial cases of Merton–Garman equations for the
option price dynamics were analyzed. It was shown that the Heston model is equivalent with the one-dimensional
problem of quantum-mechanical oscillator. A formula for the option price was derived basing on the evolution
operator’s kernel (propagator) of radial oscillator. By analogy with one dimensional Schrödinger equation for a
particle in external field, a complexity of other partial cases of the Merton–Garman equation was shown and the
parameter values, for which its exact solution exists, were defined.
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