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Запропоновано геометричну iнтерпретацiю електромагнетизму на основi геометрiї Рiмана–
Картана, яка пов’язує електромагнiтне поле зi скрутом просторово-часового континууму. По-
казано, що абсолютно антисиметричний тензор конторсiї, на який накладено умову нормуван-
ня, дозволяє утворити з компонент геометричних тензорiв класичний польовий лаґранжiан,
що вiдповiдає системi рiвнянь Айнштайна–Максвелла. У результатi вдалося сформулювати
єдину теорiю класичних взаємодiй, яка цiлком узгоджується з вiдомими фiзичними законами.
Сформульована теорiя також пояснює прискорене розширення Всесвiту, пов’язуючи його з
геометричним джерелом ґравiтацiї у виглядi Λ-члена.
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Об’єднання фундаментальних взаємодiй — одна з
найбiльш актуальних задач теоретичної фiзики. За-
дача ця доволi складна й багатогранна, але ключовою
проблемою на цьому шляху залишається вiдокремле-
нiсть ґравiтацiї. Ґравiтацiйна фiзика та фiзика еле-
ментарних частинок будуються на принципово рiзних
засадах. Тому пошук зв’язкiв мiж ними з метою збли-
ження та об’єднання ґравiтацiї з iншими взаємодiями
став одним iз прiоритетних напрямкiв дослiджень. Зо-
крема, привертає увагу й пiдхiд калiбрувальної теорiї
ґравiтацiї (див., напр., [1,2]), яка намагається зробити
опис ґравiтацiйної взаємодiї подiбним до формалiзму
решти фундаментальних взаємодiй. Цей пiдхiд перед-
усiм цiкавий тим, що використовує й розвиває геомет-
ричнi методи, традицiйнi для теорiї тяжiння. Остання
при цьому узагальнюється до теорiї ґравiтацiї зi скру-
том (англ. torsion). Подiбнi узагальнення пов’язанi з
iдеями Картана, Сiами та Кiббла i ґрунтуються на
геометрiї Рiмана–Картана [1,3].

Головний недолiк теорiй ґравiтацiї зi скрутом по-
лягає в тому, що iснування поля скруту як додатко-
вого гiпотетичного поля, джерелом якого є момент
iмпульсу речовини, не знаходить пiдтвердження в
експериментi. З огляду на це в статтi запропонова-
но розглянути iншу можливiсть застосування геомет-
рiї Рiмана–Картана. Якщо вiдмовитися вiд вимог ка-
лiбрувальної теорiї ґравiтацiї, то поле скруту мож-
на спробувати пов’язати з будь-яким iншим джере-
лом, зокрема з електричним струмом. Мета роботи
— показати, що скрут просторово-часового контину-
уму може мати сенс електромагнiтного поля. Це до-
зволить розглядати електромагнетизм як прояв вiд-
повiдної геометрiї. Оскiльки геометризацiя електро-
магнетизму наближає його до ґравiтацiї, то вона, як
i калiбрувальний пiдхiд, може становити певний iнте-
рес у контекстi об’єднання взаємодiй. Але при цьому
додаткове геометричне поле матиме реальний фiзич-
ний змiст i чiтко визначенi властивостi.

У запропонованому нижче пiдходi враховано та-
кож i поняття темної енерґiї [4,5]. Пов’язаний з нею

Λ-член виникає в рiвняннях Айнштайна як наслiдок
геометризацiї електромагнетизму. Таким чином, ви-
користання бiльш загальної геометрiї може бути цi-
кавим i з погляду останнiх вiдкриттiв спостережної
космологiї.

У геометрiї Рiмана–Картана просторово-часовий
багатовид характеризується метричним тензором gµν ,
зв’язнiстю Γα

µν , тензором скруту Sα
·µν та тензором кри-

вини Rα
·µβν (тензор Рiмана). Цi геометричнi величини

пов’язанi такими спiввiдношеннями:

Γα
µν = {α

µν}+ Kα
·µν , Kαµν = −Kµαν , (1)

{α
µν} =

1
2
gασ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) , (2)

Sα
·µν ≡ Γα

µν − Γα
νµ = Kα

·µν −Kα
·νµ, (3)

Rα
·µβν = ∂βΓα

µν − ∂νΓα
µβ + Γα

τβΓτ
µν − Γα

τνΓτ
µβ , (4)

де {α
µν} — символи Крiстоффеля. Доданок Kα

·µν у ви-
разi (1) вiдомий як тензор конторсiї й утворює неза-
лежну вiд метрики частину зв’язностi.

Наявнiсть тензорного доданка у виразi для зв’яз-
ностi дає змогу запровадити два види коварiантних
похiдних:

∇µ ≡
D

dxµ
= ∂µ ± Γ·

·µ, (5)

∇̃µ ≡
D̃

dxµ
= ∂µ ± {··µ}. (6)

Неповна похiдна ∇̃µ збiгається з коварiантною похiд-
ною рiманової геометрiї.

Важливою рисою геометрiї зi скрутом є збережен-
ня умови метричностi ∇αgµν = 0. Ця умова забезпе-
чує узгодженiсть зв’язностi з метрикою, що дозволяє
використовувати несиметричну зв’язнiсть (1) у мет-
ричному континуумi.
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Якщо припустити, що ґравiтацiя пов’язана лише з
метричною частиною геометрiї, то незалежнi вiд мет-
рики тензори Sα

·µν та Kα
·µν можна спробувати пов’я-

зати з електромагнетизмом. Вибiр для фiзичної iн-
терпретацiї скруту саме електромагнетизму поясню-
ється макроскопiчним характером використовуваної
геометрiї. Така геометрiя може вiдповiдати лише тим
фiзичним полям, якi дiють на макроскопiчному рiвнi.
До цих полiв, окрiм ґравiтацiйного, належить лише
електромагнiтне.

Розгляньмо конкретний випадок геометрiї зi скру-
том, який вiдповiдає поставленiй задачi. Нехай тен-
зор Kαβγ абсолютно антисиметричний [6]. Тодi iснує
дуальний до нього вектор ∗Kµ [7], пов’язаний з ним
спiввiдношеннями

∗Kµ =
1
6
εαβγµKαβγ , (7)

Kαβγ = εµαβγ
∗Kµ, (8)

де εµαβγ — тензор Левi-Чiвiти. Скрут (3) в цьому ви-
падку теж буде абсолютно антисиметричним, а тен-
зор конторсiї збiгатиметься з антисиметричною час-
тиною зв’язностi:

Sα
·µν = 2Kα

·µν , (9)

Kα
·µν = Γα

[µν]. (10)

Повна антисиметрiя Kαβγ забезпечує деякi важливi
властивостi геометрiї, необхiднi для електромагнiтної
iнтерпретацiї скруту. По-перше, скрут Sα

·µν стає ек-
вiвалентним векторному полю ∗Kµ (7–9), яке може
претендувати на роль електромагнiтного потенцiалу
Aµ. По-друге, зберiгається вигляд рiвнянь геодезич-
них, якi описують рух вiльного тiла так само, як i в
загальнiй теорiї вiдносностi [3,5,7]:

Duµ

dτ
≡ uα∇αuµ =

duµ

dτ
+ {µ

σα}uσuα = 0, (11)

де uµ = dxµ/dτ — вектор швидкостi. Це означає, що
скрут континууму безпосередньо не впливає на рух
тiл, на якi не дiє електромагнiтне поле. I, нарештi,
третя властивiсть, пов’язана з вибором конторсiї у ви-
глядi (8) — це можливiсть побудувати з компонент
тензора кривини скалярний електромагнiтний iнварi-
ант.

Опускаючи промiжнi викладки, наведемо декiлька
важливих виразiв для тензорних характеристик кри-
вини, якi можна отримати у просторi з конторсiєю (8).
Для тензора Рiччi Rµν = Rα

·µαν та скалярної кривини
R = Rµ

·µ маємо такi вирази:

R(µν) = R̃µν − 2 (∗Kµ
∗Kν − gµν

∗Kσ
∗Kσ) , (12)

R[µν] = −1
2
εστ
··µν(∂σ

∗Kτ − ∂τ
∗Kσ), (13)

R = gµνR(µν) = R̃ + 6 ∗Kσ
∗Kσ, (14)

∗R[αβ] =
1
2
εµναβR[µν] = ∂α

∗Kβ − ∂β
∗Kα, (15)

де R̃µν ≡ Rµν({···}) – тензор Рiччi рiманової геометрiї,
R̃ ≡ R({···}) — скалярна згортка R̃µ

·µ. Як показує ос-
таннiй вираз, дуальний тензор ∗R[αβ] вiдтворює струк-
туру тензора напруженостi електромагнiтного поля
Fµν . Використовуючи лише тензор Рiччi, можна лег-
ко утворити геометричний аналог електромагнiтно-
го iнварiанта FµνFµν , який потрiбен для отримання
адекватних польових рiвнянь:

R[µν]R[µν] = −∗R[αβ]
∗R[αβ]. (16)

Скалярнi iнварiанти (14) та (16) можна використати
для побудови геометричного лаґранжiана, який вiд-
повiдає ґравiтацiйному та електромагнiтному полям.
Але для цього потрiбно звести цi iнварiанти до однiєї
розмiрностi.

Остання вимога передбачає введення вiдповiдної
константи. У межах геометричного пiдходу це можна
зробити за рахунок нормувальної умови, додатково
накладеної на тензор (8):

K2 ≡ 1
3!

KαβγKαβγ = − ∗Kσ
∗Kσ = const, (17)

де K — норма тензора конторсiї. З урахуванням цiєї
умови в поля ∗Kµ залишається тiльки три оберталь-
нi ступенi вiльностi, i торсiйна частина геометрiї буде
описуватись його одиничним вектором λµ:

∗Kµ = Kλµ (K = const > 0). (18)

Виходячи з просторово-часових симетрiй, логiчно об-
рати напрямок ∗Kµ часоподiбним (вiдповiдно до ви-
дiленостi часового вимiру). Тому тут i далi стала K
покладається дiйсною, а вектор λµ нормується на −1
(для простороподiбної сиґнатури):

K2 > 0, λµλµ = −1. (19)

За допомогою геометричної константи K2, яка має
розмiрнiсть кривини, польовий лаґранжiан можна за-
писати у виглядi

LG = R +
R[µν]R[µν]

K2
= R̃− 6K2 − fµνfµν , (20)

fµν ≡ ∂µλν − ∂νλµ. (21)

Таким чином, умова (17) дозволяє записати комбiно-
ваний лаґранжiан без використання додаткових емпi-
ричних констант. При цьому в правiй частинi (20) ви-
никають три окремi доданки. Перший i останнiй мож-
на iдентифiкувати як класичнi внески ґравiтацiйно-
го та електромагнiтного полiв. Щодо другого додан-
ка, то вiн виглядає як внесок космологiчної сталої,
який ґенерує айнштайнiвський Λ-член [3,5]. Тому в
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подальшому будемо пов’язувати цю сталу саме з нор-
мою конторсiї. Зауважимо також, що константа 6K2

виникає в лаґранжiанi (20) як наслiдок послiдовної
геометризацiї електромагнетизму, яка забезпечується
додатковою умовою (17).

Згiдно з принципом найменшої дiї [2,5,8] польовi
рiвняння, що вiдповiдають геометричному лаґранжi-
ану (20), випливають з умови

δ

∫
LG

√
−g d4x = 0. (22)

Виконуючи варiювання за gµν , {α
µν} та λα як за неза-

лежними змiнними (метод Палатiнi), отримуємо рiв-
няння поля в порожньому просторi:

R̃µν −
1
2
gµνR̃ = Eµν − 3K2gµν , (23)

Eµν ≡ 2
(

fα
·µfαν −

1
4
gµνfαβfαβ

)
; (24)

∇̃σfµσ = 0. (25)

Крiм того, одержуємо рiвняння ∇̃αgµν = 0 вiднос-
но {α

µν}, якi еквiвалентнi визначенню (2). Фiзичний
сенс цих рiвнянь засвiдчує наявнiсть у просторi де-
якого фiзичного поля, яке можна тлумачити як елек-
тромагнiтне, хоча насправдi є лише порожнiй прос-
тiр зi складною геометрiєю. Тобто порожнiй простiр
Рiмана–Картана з цими властивостями емiтує рiманiв
простiр ЗТВ з електромагнiтним полем (та фоновою
кривиною 12K2). Розглядаючи вирази (23–25) як сис-
тему рiвнянь Айнштайна–Максвелла, можна встано-
вити такi спiввiдношення (в СГС):

Fµν = A fµν , A ≡ ±c2/
√

γ, (26)

Aµ = A λµ + ∂µϕ, (27)

Λ = 3K2, (28)

де ϕ — довiльне скалярне поле, Λ та γ — вiдпо-
вiдно космологiчна та ґравiтацiйна сталi. Спiввiдно-
шення (26)–(28) виражають зв’язок мiж фiзичними
та геометричними величинами (згiдно з визначенням
λµ = ∗Kµ/K, fµν = ∗R[µν]/K).

Рiвняння Айнштайна–Максвелла (23)–(25), якi
отриманi з повнiстю геометричного лаґранжiана
(20), доводять можливiсть геометричної iнтерпрета-
цiї електромагнiтного поля у просторi зi скрутом. Але
при цьому поле ∗Kµ, яке запроваджується замiсть
електромагнiтного, не є цiлком еквiвалентним век-
торному потенцiалу Aµ i має додатковi специфiчнi
властивостi. Одна з вiдмiнностей пов’язана з додатко-
вою умовою (17). На вiдмiну вiд звичайної електроди-
намiки польовi рiвняння (25) доповнюються умовою
λµλµ = −1, яка має вигляд калiбрувальної. Це, зви-
чайно, не впливає на фiзичнi розв’язки, але жорстко

фiксує калiбровку для “потенцiалiв” λµ. Умова (19)
разом iз рiвняннями (25) дозволяє визначити компо-
ненти λµ з точнiстю до знака, який має обиратися ок-
ремо. Можливiсть накладання такої умови приймає-
ться тут як правдоподiбне припущення й потребує до-
даткового дослiдження. Iнша вiдмiннiсть є наслiдком
узагальнення скалярної кривини (14), яка дає додат-
ковий внесок у лаґранжiан. Пiсля накладання умови
(17) цей внесок формує в рiвняннях Айнштайна дода-
нок 3K2gµν (Λ-член), який у сучаснiй космологiї вiд-
повiдає поняттю темної енерґiї [4,5]. Отже, поле ∗Kµ

дозволяє пояснити також i темну енерґiю.
Рiвняння поля (23–25) можуть бути узагальненi й

на випадок наявностi матерiальних джерел — тензо-
ра енерґiї–iмпульсу та вектора густини струму. Але
оскiльки теорiя не дає геометричного тлумачення ре-
човини, то пов’язанi з нею джерела треба вводити
штучно (або в лаґранжiан, або безпосередньо в польо-
вi рiвняння). Пiсля цього можна вивести закон руху
для заряджених частинок (iз принципу найменшої дiї
[8] або iз законiв збереження [5]). Вiдповiдна проце-
дура та її результат iдентичнi методам та рiвнянням
класичної ЗТВ, тому немає потреби детально на них
зупинятися.

Розгляньмо тепер запропоновану геометричну тео-
рiю з погляду експериментальної перевiрки. Один iз
наслiдкiв, якi виходять за межi класичної електро-
динамiки — це виникнення в рiвняннях Айнштайна
специфiчного джерела ґравiтацiї у виглядi Λ-члена.
Iснування подiбного джерела (темної енерґiї) пiдтвер-
джують астрономiчнi спостереження. При цьому йо-
го математичний характер моделюється константою
Λ цiлком адекватно: моделi Всесвiту з космологiч-
ною сталою узгоджуються з усiєю сукупнiстю наяв-
них спостережних даних [4]. Тому в цьому пунктi ма-
ємо повну вiдповiднiсть теорiї з експериментом.

Проте цього явно замало для пiдтвердження теорiї
в цiлому i насамперед її геометричних основ. Набага-
то важливiшим у цьому планi є питання безпосеред-
ньої перевiрки узагальненої зв’язностi. Отже, голов-
ним об’єктом перевiрки мають бути ефекти, пов’язанi
з паралельним перенесенням векторiв. Утiм, як ви-
пливає зi спiввiдношення (28), вiдповiднi ефекти бу-
дуть дуже слабкими (Λ ∼ 10−56 см−2), що сильно об-
межує можливiсть їх спостереження. Що стосується
локальних законiв фiзики, то залежнiсть їх вiд скруту
поза межами калiбрувальної теорiї ґравiтацiї взагалi
не передбачається. Загальна коварiантнiсть диферен-
цiйних рiвнянь забезпечується вже при використаннi
‘неповних” похiдних (6).

Для визначення кола явищ, у яких новi ефекти мо-
жуть бути помiтними, зробiмо порiвняльну оцiнку ве-
личини тензора конторсiї:

Kα
·µν ∼ K ∼ Λ1/2 ∼ H0/c, (29)

де H0 — це стала Габбла в сучасну епоху. Приблиз-
но таку ж величину мають символи Крiстоффеля в
космологiчних моделях:

{i
0k} =

ȧ

a
δi
k =

H

c
δi
k. (30)
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Оскiльки ефекти зв’язностi (30) поза межами космо-
логiї не враховуються, то i вплив поправки Kα

·µν є сенс
розглядати лише в космологiчних задачах.

У масштабi Всесвiту зв’язнiсть континууму прояв-
ляється тим, що впливає на паралельне перенесення й
коварiантну змiну вектора швидкостi uµ, який харак-
теризує стан руху галактичних скупчень. В iзотроп-
ному Всесвiтi векторне поле ∗Kµ не матиме просторо-
вих компонент i буде спрямоване вздовж лiнiй часу,
тобто так само, як i вектор ±uµ (у супутнiй системi
ui = 0, u0 = c). Вiдповiдно поле uµ можна предста-
вити у виглядi uµ = ±cλµ. Пiдставляючи цей вираз
разом iз виразом (18) у формулу для коварiантної по-
хiдної, знаходимо закон змiни вектора швидкостi uµ:

∇αuµ = ∂αuµ + Γµ
σαuσ = c{µ

0α}. (31)

Як показує отриманий результат, закон змiни векто-
ра uµ повнiстю визначається символами Крiстоффеля
{µ
0α} i вiд тензора конторсiї не залежить. Отже, мет-

рична частина зв’язностi залишається визначальним
фактором i в космологiї. У результатi для градiєнта
швидкостi маємо вираз ∇kui = Hδi

k, який у лабора-
торнiй системi вiдлiку вiдповiдає звичайному закону
Габбла ui = Hxi.

Таким чином, можна констатувати, що всi доступ-
нi для спостереження ефекти зводяться до ефектiв
Λ-члена, не залишаючи тим самим можливостей для
бiльш ґрунтовної перевiрки покладених в основу тео-
рiї припущень.

Запропонована в цiй статтi iнтерпретацiя тензора
скруту, по сутi, демонструє можливiсть побудови кла-
сичної єдиної теорiї поля, яка охоплює ґравiтацiю
та електромагнетизм. В основу цiєї теорiї покладе-
но припущення про абсолютну антисиметричнiсть та
нормованiсть тензорiв скруту та конторсiї, а також
квадратичний за компонентами тензора Рiччi лаґран-
жiан. Отриманi в результатi польовi рiвняння дово-
дять можливiсть формальної геометризацiї електро-
магнетизму в просторi зi скрутом. При цьому отримує

геометричне пояснення й космологiчна темна енерґiя,
необхiднiсть iснування якої випливає з узагальнення
скалярної кривини. Геометризацiя електромагнiтного
поля та темної енерґiї реалiзується за допомогою ду-
ального вектора конторсiї (18), який поєднує власти-
востi векторного потенцiалу Aµ та космологiчної кон-
станти Λ. Роль потенцiалу Aµ тут вiдiграє одиничний
вектор λµ, що вiдповiдає за напрямок поля ∗Kµ, а кон-
станта Λ утворюється з норми K.

Що стосується експериментальної перевiрки, то тут
ситуацiя не однозначна. З одного боку, наявнi аст-
рономiчнi данi прямо свiдчать на користь iснування
темної енерґiї з властивостями космологiчної сталої
i дозволяють оцiнити величину константи K, а з iн-
шого — пiдтвердити чи спростувати наведену форму-
лу зв’язностi практично неможливо. Вiдповiднi тео-
ретичнi ефекти виявляються надто слабкими i на цей
момент недоступнi для спостережень. Таким чином,
розглянута зв’язнiсть зi скрутом залишається суто
формальною.

Викладений матерiал, звичайно, не вичерпує те-
ми геометризацiї електромагнетизму i не дозволяє
пояснити його квантових властивостей та зв’язку зi
слабкою взаємодiю (модель Вайнберґа–Салама). Про-
те, слiд зауважити, що зазначенi питання стосуються
вже зовсiм iншого структурного рiвня i виходять за
межi методiв i понять макроскопiчної геометрiї. Не-
вирiшенiсть цих питань у межах класичної геомет-
рiї Рiмана–Картана не означає неможливостi їхнього
розв’язання в межах бiльш специфiчної геометрiї або
навiть у межах пiдходу, глибшого за геометричний.

У будь-якому разi отриманi результати та їх ана-
лiз показують, що класичний електромагнетизм може
бути успiшно геометризований i що його властивос-
тi вiдповiдають геометрiї з абсолютно антисиметрич-
ним скрутом. Сформульована при цьому єдина теорiя
жодним чином не суперечить вiдомим фiзичним зако-
нам та усталеним теорiям, що стосуються ґравiтацiї
та електромагнетизму, а її польовi рiвняння автома-
тично мiстять космологiчну сталу.
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ГЕОМЕТРИЗАЦIЯ ЕЛЕКТРОМАГНЕТИЗМУ В ПРОСТОРI ЗI СКРУТОМ

GEOMETRIZATION OF ELECTROMAGNETISM IN SPACE WITH TORSION
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A geometrical interpretation of electromagnetism on the basis of Riemann–Cartan geometry is proposed. The
electromagnetic field is related to the torsion of space-time continuum. It is shown that a completely antisymmet-
ric contorsion tensor, which imposes a normalization condition, allows to form geometrical tensors components
classical field Lagrangian that corresponds to the Einstein–Maxwell set of equations. As a result it is possible to
formulate a unified theory of classical interactions which fully conforms to the known physical laws. The formu-
lated theory also explains the accelerated expansion of the Universe, linking it with a geometric source of gravity
in the form of the Λ-term.
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