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Розглянуто атом водню у просторi зi спiновою некомутативнiстю координат. У межах зви-
чайної теорiї збурень за параметром некомутативностi знайдено поправки до енерґетичних
рiвнiв атома з l 6= 0, спричиненi некомутативнiстю. Для одерження поправки до s-рiвнiв
використано модифiковану теорiю збурень. Унаслiдок порiвняння отриманих результатiв з
експериментальними даними знайдено обмеження зверху на параметр некомутативностi.
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I. ВСТУП

Iдею, що оператори координат не комутують мiж
собою, активно почали розвивати пiсля публiкацiї [1],
у якiй показано, що за наявностi зовнiшнього калiб-
рувального поля координати на бранi є некомутатив-
ними

[Xi, Xj ] = iθij , (1)

де θij — сталий антисиметричний тензор. Некомута-
тивнiсть (1) зi сталою правою частиною координат-
ного комутатора називають канонiчною некомутатив-
нiстю. Вона виникає також пiд час розгляду руху час-
тинки малої маси в сильному магнiтному полi [2, 3].

Зауважимо, що гiпотеза про некомутативнi коорди-
нати з’явилася в лiтературi ще задовго до [1]. Уважа-
ється, що сама iдея некомутативностi належить Гай-
зенберґовi. Її використав Паєрлс у згаданiй вище пра-
цi [2], а через Паулi та Оппенгаймера iдея некомута-
тивностi дiйшла до Снайдера, який наприкiнцi 1940-
х рокiв запропонував релятивiстську некомутативну
алґебру вигляду

[Xµ, Xν ] = il2Lµν , (2)

де Lµν — ґенератори поворотiв Лоренца, l — малий
параметр [4]. Але, за винятком кiлькох праць, фiзики
iдею некомутативностi майже не розвивали. Лише в
70-х роках закладено основи некомутативної геомет-
рiї як математичної теорiї.

Основною проблемою канонiчної некомутативностi
(1) зi сталою правою частиною координатного кому-
татора є її неiнварiантнiсть вiдносно поворотiв систе-
ми координат, а як наслiдок iснування видiленого в
координатному просторi напряму.

Iнварiантностi щодо поворотiв у некомутативних
алґебрах можна досягнути, використовуючи у пра-
вiй частинi координатного комутатора складнiшi, нiж
(1), конструкцiї. Зокрема, пiдставляючи ґенератори
поворотiв, отримуємо алґебру Снайдера (2). Замi-
нюючи в (1) констант θµν на комутуючi мiж собою
оператори θ̂µν , якi перетворюються як компоненти
тензора й разом з Xµ є координатами розширеного

релятивiстського 10-вимiрного простору, одержуємо
так звану DFR-алґебру [5].

Забезпечити iнварiантнiсть щодо поворотiв у не-
комутативних алґебрах можна, сконструювавши θij

з векторiв координат, якi описують рух частинки у
внутрiшньому просторi. Таку алґебру, в припущеннi,
що внутрiшнi координати є координатами квантового
гармонiчного осцилятора, подано в [6].

Останнiм часом запропоновано ряд некомутатив-
них алґебр, у яких iнварiантнiсть системи стосовно
поворотiв досягається введенням у координатний ко-
мутатор (1) оператора спiну. Алґебри, в яких комута-
тори операторiв координат рiвнi функцiям спiнових
операторiв, називають алґебрами зi спiновою некому-
тативнiстю (spin noncommutativity, noncommutativity
due to spin).

Так, у [7] запропоновано таку алґебру зi спiновою
некомутативнiстю

[Xi, Xj ] = i~θ2εijksk, [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,

[si, sj ] = i~εijksk, [Xi, sj ] = i~θεijksk, (3)

де θ — параметр спiнової некомутативностi, sk — k-та
компонента оператора спiну, δij — символ Кронеке-
ра. Таку алґебру отримуємо додаванням до коорди-
нат оператора спiну

Xi = xi + θsi, Pi = pi. (4)

Легко бачити, що оскiльки оператор спiну є вектором
(псевдовектором), то така алґебра є iнварiантною що-
до поворотiв.

Зауважимо, що в рiзних алґебрах, узагалi кажу-
чи, рiзнi параметри позначають однаковою лiтерою
θ. Щоб уникнути непорозумiння, позначатимемо лi-
терою θ з двома iндексами параметр канонiчної не-
комутативностi, а θ без iндексiв — параметр спiнової
некомутативностi в (3). Зазначимо, що цi два пара-
метри мають також рiзну розмiрнiсть: параметр θij

— розмiрнiсть м2, а θ — м
Дж·с .

У [7] розглянуто суперсиметричну версiю гармонiч-
ного осцилятора в просторi з алґеброю (3) i отрима-
но точно хвильову функцiю основного стану такого
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осцилятора. Показано, що основний стан осцилято-
ра є безмежно кратно вироджений зi спонтанно по-
рушеною симетрiєю щодо поворотiв системи. Перед-
бачено iснування нової фази в системах iз домiную-
чою диполь-дипольною взаємодiєю (наприклад, бозе-
конденсат 52Cr), якi можуть бути змодельованi таким
гамiльтонiаном.

Розглянуто топологiю ефекту Ааронова–Бома в
просторi (3), показано, що основний внесок вiд не-
комутативностi визначається комутативною задачею
[8], тобто топологiя не деформується, хоча поле на
малих вiдстанях (r ∼ θ) має сильну асиметрiю.

За допомогою цiєї алґебри (з точнiстю до замiни
θ → iθ) можна пояснити триплетний куперiвський
механiзм спарювання, знайдений у деяких екзотич-
них надпровiдниках: для якого завгодно ненульового
θ iснують триплети з нижчою енерґiєю, нiж у синґле-
тах [9].

Пiзнiше (3) була узагальнена додаванням до опера-
торiв iмпульсу операторiв спiну: Pi = pi + κsi [10]

[Xi, Xj ] = i~θ2εijksk, [Pi, Pj ] = i~κ2εijksk,

[Xi, Pj ] = i~(δij + κθεijksk), [si, sj ] = i~εijksk, (5)
[Xi, sj ] = i~θεijksk, [Pi, sj ] = i~κεijksk.

Для цiєї алґебри, як i для (3), у [10] точно знай-
дено основний стан суперсиметричного розширення
тривимiрного гармонiчного осцилятора. Також про-
аналiзовано в межах теорiї збурень рух частинки в од-
норiдному магнiтному полi в (2+1)-вимiрному прос-
торi з некомутативнiстю (5) [11]. Для цiєї ж (2+1)-
вимiрної алґебри знайдено поправки до спектра кла-
сичного гармонiчного осцилятора, а також показано,
що осцилятор Дiрака для такої алґебри зводиться до
задачi Ландау в цьому ж просторi [12].

Побудовано також дещо iншу спiнову некомутатив-
нiсть [13] iз уведенням таких некомутативних коорди-
нат: Xµ = xµ + θ′Wµ, де Wµ = 1

2ε
µνρσSνρpσ — псев-

довектор Паулi–Любанського, Sνρ = i
4 [γν , γρ]. Вiдпо-

вiдна алґебра має вигляд

[Xµ, Xν ] = iθ′~εµνρσSρσ − iθ′2εµνρσWρPσ,

[Xµ, P ν ] = −i~gµν , [Pµ, P ν ] = 0, (6)

[Xµ, γν ] = − iθ
′

2
εµνρσPργσ.

Однiєю з головних переваг цiєї алґебри є її реляти-
вiстська iнварiантнiсть.

У [14] для такої алґебри розглянуто рiвняння Дiра-
ка, показано iснування закону збереження модифiко-
ваного електричного струму, а також, що для елект-
рона в постiйному магнiтному полi некомутативнiсть
знiмає виродження збуджених рiвнiв у другому по-
рядку теорiї збурень за параметром некомутативнос-
тi. Незважаючи на лоренц-iнварiантнiсть (7), ця ал-
ґебра порушує мiкропричиннiсть [15].

Побудовано нерелятивiстський аналог (7) уведен-
ням нових координат R = r+ θ′W, де Wi = 1

4εijkσjpk

— тривимiрний аналог вектора Паулi–Любанського
[16]. Отримана алґебра має вигляд

[Xi, Xj ] = iθ′εijksk + i
θ′2

4~
εijkPk(s,P), [Xi, Pj ] = i~δij ,

[Pi, Pj ] = 0, [si, sj ] = i~εijksk,

[Xi, sj ] = i
θ′

2
(Pjsi − δij(s,P)). (7)

Показано, що в такiй алґебрi є мiнiмальна довжина, а
також знайдено точний розв’язок тривимiрного гар-
монiчного осцилятора [16].

У цiй статтi дослiджено атом водню у просторi з
алґеброю (3). З одного боку, атом водню є простою
квантовомеханiчною задачею, спектр i власнi стани
якого добре вiдомi. З iншого — атом водню — реаль-
на фiзична система з характеристиками, вимiряними
з високою точнiстю.

Атом водню вже вивчали в просторi з некомута-
тивнiстю. Так у працi [17] показано, що у просторi з
алґеброю (1) поправки до гамiльтонiана є такими:

∆H =
e2

4~
θkLk

r3
, (8)

де введено θij = 1
2εijkθ

k, а Lk = εklmx
lpm — вектор

моменту iмпульсу.
Атом водню у просторi зi спiновою некомутатив-

нiстю дослiджено у [18]. Використовуючи вiдомий ре-
зультат (8) та позначивши θk = ΘSk, автори знайшли
таку поправку до гамiльтонiана атома водню:

∆H =
e2Θ
4~

SkLk

r3
(9)

у просторi з представленням операторiв координати
Xi = xi − Θ

4~εijkp
jSk, що вiдповiдає алґебрi (7).

Структура цiєї статтi така. У роздiлi II знайдено
поправки до спектра атома водню, спричиненi неко-
мутативнiстю (3). Для розрахунку поправок до рiв-
нiв з l 6= 0 у пунктi II.A використано звичайну теорiю
збурень за параметром некомутативностi θ, яка ви-
явилася незастосовною для s-рiвнiв. Для визначення
поправки до рiвнiв з l = 0 в пунктi II.B розвинено мо-
дифiковану теорiю збурень. У роздiлi III, порiвнюючи
отриманi вирази й результати експериментальних ви-
мiрювань, ми знайшли верхню межу для чисельного
значення параметра некомутативностi θ.

II. АТОМ ВОДНЮ

A. Теорiя збурень

Оператор Гамiльтона атома водню у просторi зi спi-
новою некомутативнiстю (3) в представленнi (4) має
такий вигляд:

H =
P 2

2m
− e2

R
, (10)

де R2 = r2 + 2θ(r, s) + 3
4~2θ2.
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Зауважимо, що кулонiвський потенцiал у (10) є не-
синґулярним. Справдi, власнi значення R2 рiвнi

r2 ± ~θr +
3
4

~2θ2 =
(
r ± ~θ

2

)2

+
~2θ2

2
≥ ~2θ2

2
.

Розкладаючи потенцiальну енерґiю в ряд за пара-
метром некомутативностi та зберiгаючи лише перший
член розкладу, отримаємо такий гамiльтонiан:

H0 =
p2

r

2m
− e2

r
+
L2 + 2mθe2(n, s)

2mr2
, (11)

де p2
r = 1

r
∂2

∂r2 r — радiальна частина оператора Лапла-
са у сферичних координатах, L2 — квадрат моменту
iмпульсу, n = r

r .
Гамiльтонiан (11) дозволяє роздiлити радiальнi та

кутовi змiннi. Справдi, маючи власнi значення опера-
тора L2 + 2mθe2(n, s), отримаємо радiальне рiвняння
Шрединґера. Для знаходження спектра цього опера-
тора зауважимо, що[
Ji, L

2 + 2mθe2(n, s)
]

= 0,
[
J2, L2 + 2mθe2(n, s)

]
= 0,

де J = L + S — оператор повного моменту. Тобто як
повний набiр операторiв для опису кутового руху час-
тинки можемо взяти J2 та Jz з вiдповiдними власни-
ми значеннями j(j + 1) та m, а кутову частину хви-
льової функцiї вибрати як лiнiйну комбiнацiю влас-
них функцiй цих операторiв, тобто сферичних спiно-
рiв Ωjlm. Тому для заданих j(j + 1) та m кутова час-
тина хвильових функцiй матиме такий вигляд:

Ajm(ϑ, ϕ) = C−Ωj,j−1/2,m + C+Ωj,j+1/2,m. (12)

Враховуючи дiю оператора (n, s) на сферичнi спi-
нори [19]:

(n, s)Ωj,j−1/2,m =
i~
2

Ωj,j+1/2,m,

(13)

(n, s)Ωj,j+1/2,m = − i~
2

Ωj,j−1/2,m,

знайдемо власнi значення оператора L2 + 2mθe2(n, s)
як розв’язки такого рiвняння

∣∣∣∣ ~2
(
j − 1

2

) (
j + 1

2

)
− λ ime2~θ

−ime2~θ ~2
(
j + 1

2

) (
j + 3

2

)
− λ

∣∣∣∣ = 0. (14)

Розв’язками цього рiвняння є

λ± = ~2

(j +
1
2

)2

±

√(
j +

1
2

)2

+m2e4θ2/~2

 . (15)

Тодi перепишiмо гамiльтонiан (11) так:

H0 =
p2

r

2m
− e2

r
+

λ±
2mr2

. (16)

Розв’язком радiального рiвняння Шрединґера для
цього гамiльтонiана є

En,s± = − RH

(n+ s±)2
,

(17)

Rn,s± = ρs±e−ρ/2F (−n, 2s± + 2, ρ),

де RH — стала Рiдберга, ρ = 2
√
−2mEn,s±r,

F (−n, 2s + 2, ρ) = 1F1(−n; 2s + 2; ρ) — вироджена
гiпергеометрична функцiя. Квантове число набуває
значень n = 1, 2, . . ., а s± є додатним розв’язком рiв-
няння

~2s±(s± + 1) = λ±. (18)

Як видно вже з (15), головнi поправки до спектра
є другого порядку за θ. Iз точнiстю до θ2 маємо

s± = j ± 1
2
± ~2θ2

a2(2j + 1)(2j + 1± 1)
, (19)

E0
nj = − RH(

n+ j ± 1
2

)2
± 2~2θ2RH

a2(2j + 1)(2j + 1± 1)
(
n+ j ± 1

2

)3 , (20)

де a = ~2

me2 — радiус Бора.
Для врахування всiх поправок другого порядку не-

обхiдно при переходi вiд (10) до (11) зберегти в га-
мiльтонiанi доданки, пропорцiйнi до θ2. Гамiльтонiан
набуде вигляду

H = H0 + V, V =
9~2θ2RH

32r3
. (21)

Середнє вiд V на функцiях (17)

〈V 〉 =
〈

9~2θ2RH

32r3

〉
=

9~2θ2RH

32a2n3s±(s± + 1) (s± + 1/2)
. (22)

Таким чином, поправки до енерґiї рiвнiв атома вод-
ню з l 6= 0 у просторi з алґеброю (3) вiдносно комута-
тивної задачi є такими:
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∆Enj =
~2θ2RH

a2(2j + 1± 1)
(
n+ j ± 1

2

)3
×
(

9
4(2j ± 1) (2j ± 1 + 2)

± 2
2j + 1

)
. (23)

Як видно з (19), при j = 1/2 квантове число s−,
що вiдповiдає λ− i станам з l = 0, є пропорцiйним
θ2, що означає, що поправка (22) до спектра є поряд-
ку 1, а звичайна теорiя збурень незастосовна в цьому
випадку.

B. Модифiкована теорiя збурень для s-рiвнiв

Для отримання поправок до енерґiї s-рiвнiв запи-
шiмо гамiльтонiан (10) у виглядi

H =
p2

r

2m
+
L2 + 2mθe2(n, s)

2mr2
− e2

r
+ V, (24)

де оператор збурення

V = − e2√
r2 + 3

4~2θ2 + 2θr(n, s)
+
e2

r
− θe2(n, s)

r2
. (25)

Ураховуючи вiдому тотожнiсть f(c+(b,σ)) = 1
2 (f(c+

b) + f(c − b)) + (b,σ)
2b (f(c + b) − f(c − b)), перепишiмо

оператор збурення так:

V = −e
2

2
[S+ + S−]− e2

2
(n, σ) [S+ − S−]

+
e2

r
− ~θe2(n, σ)

2r2
, (26)

де введено позначення S± = 1√
r2+3~2θ2/4±~θr

.

У межах теорiї збурень шукатимемо першi поправ-
ки до енерґiй s-рiвнiв як середнi оператора збурення
(26) на наступних хвильових функцiях s-рiвнiв

ψns = Bn exp
(
−αnr

2

)
L1

n−1(αnr)A1/2,m(ϑ, ϕ), (27)

де стала нормування Bn = 2/
√
n5a3, αn = 2/na, L1

n(x)
— полiноми Лаґерра

L1
n(x) =

n∑
i=0

(−1)i

i!
Cn−i

n+1x
i,

а кутова частина хвильової функцiї має вигляд

A1/2,m(ϑ, ϕ) =
1√

1 + ~2θ2

4a2

(
Ω1/2,0,m − i

~θ
2a

Ω1/2,1,m

)
.

Зауважимо, що (27) iз точнiстю до першого порядку
за θ є власною функцiєю гамiльтонiана (11). Цього
наближення достатньо для того, щоб отримати першi
поправки до енерґiї s-рiвнiв.

Усереднимо (26) за кутовими змiнними

V ∗ = 〈A1/2,m|V |A1/2,m〉 = −e
2

2
[S+ + S−] (28)

+
e2

2
κθ [S+ − S−] +

e2

r
+

~2θ2e2

4ar2
+O(θ3).

Розрахунок середнього вiд (28) на (27) непертурба-
тивними методами здiйснити не вдається. Тому для
обчислення поправок розкладiмо S± у ряд Тейлора.
Вiдмiннiсть в обчисленнi поправок запропонованим
методом вiд звичайної теорiї збурень полягає в тому,
що розклад у ряд Тейлора проводимо не в околi точ-
ки силового центра, а в околi змiщеної щодо силового
центра точцi. Критерiєм вибору змiщеної точки є до-
датнiсть знаменникiв членiв розкладу, що забезпечує
вiдсутнiсть розбiжностей. Таких точок є багато, але
зручно позбутися iррацiональностей i видiлити в S±
повний квадрат S± = 1√

(r+
√

3θ/2)2±θr−
√

3θ2r
i розкла-

дати вираз у ряд Тейлора в околi (r +
√

3
2 θ)

2:

S± =
1

r +
√

3θ/2
+

∞∑
k=1

(2k − 1)!!
2kk!

θk(
√

3∓ 1)krk

(r +
√

3θ/2)2k+1
, (29)

як буде видно далi, для видiлення перших поправок
(принаймнi для s-рiвнiв) необхiдно зберiгати всi чле-
ни розкладу. Таким чином,

〈V 〉ns = −e
2

2
B2

n

n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

An(p, q)αp+q
n

∞∫
0

dr e−αnrr2+p+q (30)

×

[
2

r +
√

3θ/2
− 2
r

+
∞∑

k=1

θkQ+
k r

k

(r +
√

3θ/2)2k+1
+

∞∑
k=1

θk+1Q−k r
k

(r +
√

3θ/2)2k+1
− ~2θ2

2ar2

]
,

де позначено An(i, j) = (−1)i+j

i!j! Cn−1−i
n Cn−1−j

n , Q±k = (2k−1)!!
2kk!

[
(
√

3 + 1)k ± (
√

3− 1)k
]
.

Iнтеґрали, якi виникають при розрахунку, можна обчислити так:

∞∫
0

dr
r2+k+ie−αx

(r + β)2k+1
=

(−1)k+i

(2k)!
∂2k

∂β2k

∂2+k+i

∂α2+k+i

∞∫
0

dr
e−αx

r + β
=

(−1)k+i+1

(2k)!
∂2k

∂β2k

∂2+k+i

∂α2+k+i
eαβEi(−αβ),
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де Ei(−αβ) — iнтеґральна показникова функцiя, β =
√

3
2 θ.

Пiсля диференцiювання отримаємо

Ik(i) = θk

∞∫
0

dr
r2+k+ie−αx

(r + β)2k+1
= (−1)k+iθk

2+k+i∑
j=0

Cj
2+k+i

α2k−j

(2k − j)!
(
−β2+k+i−jeαβEi(−αβ)

+
2+k+i−j∑

l=1

(−1)l(l − 1)!β2+k+i−j−lα−l

)
+

k−2−i∑
l=1

(−1)l (l − 1)!(2k − l)!
(2k)!(k − 2− i− l)!

αk−2−i−lβ−l

]
.

Дослiдимо одержаний вираз для рiзних k (поря-
док розкладу в ряд S±). Видiлiмо першi поправки за
θ з урахуванням розкладу iнтеґральної показникової
функцiї в ряд [21]

Ei(x) = γ + ln |x|+
∞∑

n=1

xn

nn!
,

де γ = 0.57721 . . . — стала Ейлера.
При k = 0

I0(i) =

∞∫
0

dr
ri+2e−αr

r + β
= (−1)i+1βi+2eαβEi(−αβ)

+
i+2∑
l=1

(−1)i+2−l(l − 1)!βi+2−lα−l,

що збiгається з табличним значенням iнтеґрала [20],
як i повинно бути. Остаточно

I0(i) =
(i+ 1)!
αi+2

−
√

3θ
2αi+1

i! +
3θ2

4αi
(1− δi,0)(i− 1)!− δi,0θ

2

(
γ + ln

(√
3

2
αθ

))
+O(θ3).

Вирази для k = 1 та k = 2 такi:

I1(i) =
θ

αi+1

2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(2 + i− j)!
(2− j)!

+
3
√

3
2
θ2δi,0

(
γ +

5
6

+ ln

(√
3

2
αθ

))

−
√

3θ2

2αi
(1− δi,0)

2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(1 + i− j)!
(2− j)!

+O(θ3),

I2(i) = θ2

δi,0(γ − 25
12

+ ln

(√
3

2
αθ

))
+

1− δi,0
αi

4∑
j=0

(−1)jCj
4+i

(3 + i− j)!
(4− j)!

+O(θ3).

Для k > 2 доданки, пропорцiйнi до θ2, можна отримати лише з останньої суми за умови i = 0, l = k − 2

Ik>0(i) = δi,0θ
2 2k−2(k − 3)!(k + 2)!

3k/2−1(2k)!
+O(θ3).

Погрупуймо доданки у (30) за степенями θ з урахуванням здiйсненого аналiзу для Ik(i). Безпосереднiм
обчисленням можна перевiрити, що коефiцiєнти бiля θ0 i θ1 дорiвнюють 0. Тодi

〈V 〉ns = −e
2

2
B2

n

n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

An(p, q)

[
10δp+q,0~2θ2 ln

√
3~θ
na

+ ~2θ2δp+q,0P0 + ~2θ2(1− δp+q,0)P1(p+ q)

]
+

~2θ2

a2n3
RH,

де P0 = 10γ + 9
4 +

∞∑
k=3

Q+
k

(k−3)!(k+2)!
(2k)!bk−2 = 10.022 . . . i P1(i) = 3

2 (i − 1)! + 3
4∑

j=0

(−1)jCj
4+i

(3+i−j)!
(4−j)! +

2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(1+i−j)!
(2−j)! (i − j − 1) є числами. Значення P1(i) для перших i такi (точно): P1(1) = 3.5, P1(2) =

2.5, P1(3) = 3.0, P1(4) = 3.0, P1(5) = 12, P1(6) = 180.
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З отриманого виразу видно, що поправки, пропор-
цiйнi до θ2 ln θ, як i доданки зi всiх членiв розкладу
в ряд Тейлора (k > 2), виникають лише для хвильо-
вих функцiй, у яких полiноми Лаґерра в радiальнiй
частинi мiстять доданки з r0 (це випливає з наявностi
множника δp+q,0). Така умова виконується лише для
хвильових функцiй s-рiвнiв.

Отже,

〈V 〉ns = −10RH
~2θ2

a2n3

(
ln

~θ
a

+D(n)
)

+
~2θ2

a2n3
RH. (31)

Остаточно поправки до s-рiвнiв комутативного ато-
ма водню, спричиненi некомутативнiстю, з урахуван-
ням поправок (19) дорiвнюють

∆Ens = −10RH
~2θ2

a2n3

(
ln

~θ
a

+D(n)
)
, (32)

де D(1) = 1.552 . . . , D(2) = 1.146 . . . , D(3) =
0.911 . . . , D(4) = 0.746 . . . , D(5) = 0.620 . . . , D(6) =
0.516 . . . .

Насамкiнець зауважимо, що другий i вищi порядки
теорiї збурень дадуть поправки порядку θ4 i вище.

III. ОЦIНКА ПАРАМЕТРА
НЕКОМУТАТИВНОСТI

Оцiнiмо верхню межу параметра некомутативностi
θ. Енерґiя переходу мiж рiвнями 2s− 1s атома водню
вимiряна з точнiстю до ∆f = 11 Гц [22]

f2s−1s = (2466 061 413 187 018± 11) Гц. (33)

Як було показано в попередньому роздiлi, некому-
тативнiсть (3) змiщує енерґетичнi рiвнi атома водню
(32). Рiзниця мiж 2s та 1s рiвнями при цьому змiню-
ється на величину

δE2s−1s ≈
35
4

~2θ2RH

a2
ln
[
C

~θ
a

]
, (34)

де (C − 5) < 10−3.
Але оскiльки експериментальнi результати добре

пояснюються в межах комутативної квантової тео-
рiї, то змiна енерґiї переходу через некомутативнiсть
(34) не може бути бiльшою, нiж похибка експеримен-
ту δE2s−1s ≤ 11 Гц. Звiдси отримуємо для параметра
некомутативностi оцiнку

~θ ≤ 2.5 · 10−19 м. (35)

Зауважимо, що в середовищi, де взаємодiя мiж час-
тинками може бути ефективно врахована некомута-
тивнiстю, можливi бiльшi значення параметра неко-
мутативностi. Так, наприклад, для бозе-конденсату
атомiв 52Cr отримано значення ~θ ∼ 10−11 см [23].

Знайдене обмеження для параметра некомутатив-
ностi дослiджуваної алґебри (35) є жорсткiшим, нiж
знайденi, скажiмо, для параметра канонiчної неко-
мутативностi. Наприклад у [24] установлено верхню
межу для двовимiрної алґебри (1) на рiвнi θxy <
5.6 · 10−15 м2.

IV. ВИСНОВКИ

У статтi проаналiзовано атом водню у просторi зi
спiновою некомутативнiстю (3). Показано, що в прос-
торi з цiєю алґеброю кулонiвський потенцiал є несин-
ґулярним у r = 0. Установлено, що квадрат моменту
iмпульсу не комутує з гамiльтонiаном, а тому його
власнi значення не можуть входити до повного набо-
ру операторiв, якi описують стан. Натомiсть запропо-
новано характеризувати стани значеннями квадрата
повного моменту i його проекцiї на вибрану вiсь.

Знайдено поправки до спектра енерґiй атома вод-
ню. Поправки до енерґiї рiвнiв з l 6= 0 дорiвнюють
(23) i пропорцiйнi до θ2. Для знаходження поправок
до енерґiї s-рiвнiв розроблено модифiковану теорiю
збурень, згiдно з якою розклад у ряд кулонiвського
потенцiалу проведено не в околi точки r = 0, а в око-
лi змiщеної щодо силового центра точки, що дозво-
лило видiлити поправки до спектра s-рiвнiв (32), якi
виявилися пропорцiйними до θ2 ln θ.

Виходячи з похибки вимiрювання частоти пе-
реходу мiж рiвнями 2s–1s атома водню, установ-
лено верхнюмежудля параметра некомутативностi
~θ < 2.5 · 10−19 м.

V. ПОДЯКИ

Автор вдячний професоровi В. М. Ткачуку за iдею
цього дослiдження та допомогу в розв’язаннi проб-
лем, якi виникали пiд час роботи. Також автор хоче
подякувати Христинi Гнатенко за прочитання статтi
та цiннi зауваження щодо її написання.
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CORRECTIONS TO THE ENERGY LEVELS OF HYDROGEN ATOM IN SPACE WITH
SPIN NONCOMMUTATIVITY OF COORDINATES
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The hydrogen atom was considered in space with spin noncommutativity of coordinates. Corrections to the
energy levels with a nonzero orbital quantum number were calculated using perturbation theory. The modified
perturbation theory was developed to find corrections to s-levels of hydrogen atom. The upper bound for parameter
of noncommutativity was found by comparing obtained results with experimental data.
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