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На основi матрицi густини взаємодiючих бозе-частинок у координатному зображеннi
[I. О. Вакарчук, О. I. Григорчак, Журн. фiз. досл. 13, 3004 (2009)] розраховано кiнетичну,
потенцiальну i повну внутрiшню енерґiю багатобозонної системи для широкого iнтервалу тем-
ператур iз урахуванням прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй. У границi низьких тем-
ператур отриманий вираз для повної внутрiшньої енерґiї збiгається з виразом для енерґiї ос-
новного стану в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” й узгоджується з тим, який був
знайдений рiзними методами ранiше. Результати роботи можна застосувати для чисельного
розрахунку теплоємностi рiдкого 4He i кiлькiсної перевiрки теоретичних й експериментальних
даних, особливо в дiлянцi λ-переходу.

Ключовi слова: рiдкий 4He, енерґiя багатобозонної системи, λ-перехiд.

PACS number(s): 05.30.Jp, 67.25.bd, 67.25.de

I. ВСТУП

Розрахунок внутрiшньої енерґiї такої багатобозон-
ної системи, як рiдкий 4He, має доволi давню iсто-
рiю. Великою мiрою це пов’язано iз прагненням тео-
ретично описати λ-подiбний хiд кривої теплоємностi
в околi точки фазового переходу. Першi кроки зробив
у напрямi наближеного обчислення енерґiї основного
стану й енерґетичного спектра цiєї системи ще Бого-
любов [1] майже сiмдесят рокiв тому. Пiзнiше вiн ра-
зом iз Зубарєвим у роботi [2] знайшли хвильову функ-
цiю основного стану, а також хвильовi функцiї нижнiх
збуджених рiвнiв для слабонеiдеального бозе-газу за
допомогою методу колективних змiнних.

У границi зникаюче малої взаємодiї енерґiя основ-
ного стану бозе-системи була вперше коректно знай-
дена у працi [3]. Розрахунок проведено з використан-
ням псевдотенцiалу.

Дослiдження термодинамiчних функцiй основного
стану рiдкого 4He, зокрема внутрiшньої енерґiї, у на-
ближеннi вищому, нiж наближення Боголюбова, було
проведено в низцi праць [4–7]. Завдяки їм показано,
що врахування три- та чотиричастинкових кореляцiй
полiпшує значення для енерґiї основного стану.

Трохи згодом у працях [8, 9] за допомогою двоча-
сових температурних функцiй Ґрiна отримано вирази
для термодинамiчних функцiй рiдкого 4He в широко-
температурному дiапазонi.

У пiдходi колективних змiнних термодинамiчнi
функцiї багатобозонної системи в широкотемператур-
нiй областi знайдено в роботi [10]. Обчислення зроб-
лено за допомогою уcереднення з матрицею густини
взаємодiючих бозе-частинок у наближеннi парних ко-
реляцiй. Узгодження з експериментальними даними
отриманих результатiв для кiнетичної, потенцiальної
та повної внутрiшньої енерґiї є досить добрим [11–14],
однак неповним. Це великою мiрою пов’язано з тим,

що для матрицi густини було взято лише наближен-
ня парних кореляцiї. Для точнiших результатiв по-
трiбно врахувати три- та чотиричастинковi кореляцiї.
Як вiдомо [15,16], їх внесок у значення термодинамiч-
них функцiй може виявитися досить значним. Ураху-
вання внескiв три- i чотиричастинкових кореляцiй у
внутрiшню енерґiю багатобозонної системи i є пред-
метом цiєї роботи.

Сьогоднi вивчають термодинамiчнi властивостi 4He
не тiльки для рiдкого [17–19] чи газоподiбного стану
[20], багато праць присвяченi i твердому стану [21–25].
Активно вивчають термодинамiку плiвок [26–28] та
сумiшей [29,30], а також поведiнку 4He в рiзних сере-
довищах [31–33].

Варто також зауважити, що важливе значення в
дослiдженнi властивостей рiдкого 4He та вивченнi йо-
го термодинамiчних функцiй мають чисельнi мето-
ди розрахунку, зокрема такi, як: дифузiйний метод
Монте-Карло (дослiдження основного стану) [34–36],
метод Монте-Карло з використанням iнтеґралiв за
траєкторiями [37–39] чи функцiй Ґрiна [40], “незмiще-
ний” метод Монте-Карло (unbiased Monte Carlo) [41].
При застосуваннi згаданих чисельних методiв пос-
тає проблема задання мiжатомного потенцiалу вза-
ємодiї в гелiї. Для цього в рiзний час використо-
вували потенцiали Слетера–Кiрквуда [42], Ленарда-
Джонса [43,44], Азiза–Сламана [45,46]. Застосовують
також потенцiали, якi враховують багаточастинковi
кореляцiї, зокрема тричастинковi [47]. Корисним та-
кож є потенцiал Аксильрода–Теллера [48], який вра-
ховує диполь-диполь-дипольнi взаємодiї та аналiтич-
ний потенцiал Парiша–Дикстри [49]. Iнший пiдхiд до
цiєї проблеми запроповано у працях [8, 50], де мiжа-
томний потенцiал взаємодiї був вiдновлений за екс-
периментальними даними. Результатами саме цього
пiдходу ми скористаємося для чисельних розрахункiв
у цiй роботi.
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У наших попереднiх статтях [51–53] були знайденi
матриця густини, статистична сума, дво-, три- i чоти-
ричастинковi структурнi фактори в широкому iнтер-
валi температур iз урахуванням прямих три- та чоти-
ричастинкових кореляцiй. Отриманi результати ста-
ли основою обчислення виразiв для кiнетичної, потен-
цiальної й повної внутрiшньої енерґiї багатобозонної
системи в наближеннi “двох сум за хвильовим векто-
ром”. Чисельний розрахунок термодинамiчних функ-
цiй проведено з урахуванням ранiше знайденої ефек-
тивної маси [54]. Отриманий вираз для повної внут-
рiшньої енерґiї в границi низьких температур узго-
джується з уже вiдомим результатом [4].

II. ЕНЕРҐIЯ, РОЗРАХОВАНА НА ОСНОВI
МАТРИЦI ГУСТИНИ ВЗАЄМОДIЮЧИХ

БОЗЕ-ЧАСТИНОК БЕЗ ВИДIЛЕННЯ
МАТРИЦI ГУСТИНИ IДЕАЛЬНОГО

БОЗЕ-ГАЗУ

У працi [52] знайдено статистичну суму багатобо-
зонної системи в наближеннi “двох сум за хвильовим
вектором” iз урахуванням прямих три- та чотиричас-
тинкових кореляцiй на основi матрицi густини взаємо-
дiючих бозе-частинок без видiлення матрицi густини
iдеального бозе-газу в такому виглядi:

Z = e−βF0 exp
[
C0

N

]
exp

2
∑
q1 6=0

C2(q1)

αq1 th
[

β
2 Eq1

] +
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)

αq1αq2 th
[

β
2 Eq1

]
th
[

β
2 Eq2

]

+
12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3
2
(q1,q2,q3)

αq1αq2αq3 th
[

β
2 Eq1

]
th
[

β
2 Eq2

]
th
[

β
2 Eq3

]
 , (2.1)

де

αq =

√
1 +

2N

V
νq

/
~2q2

2m
,

Eq = εqαq =
~2q2

2m
αq, (2.2)

F0 =
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑
q6=0

~2q2

8m
(αq − 1)2

+
1
β

∑
q6=0

ln
(
1− e−βEq

)
, (2.3)

νq =
∫

e−iqrΦ(r)dr — це коефiцiєнт Фур’є енерґiї пар-
ної взаємодiї мiж частинками, β = 1/T — оберне-
на температура. Явнi вирази для величин C2(q1),
C3(q1,q2,q3), C4(q1,q2) наведенi в роботах [51,53].

Якщо скористатися виразом (2.1) для статистичної
суми i згiдно з формулою

E = − ∂

∂β
lnZ (2.4)

знайти внутрiшню енерґiю багатобозонної системи в
наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”, то ви-
явиться, що в границi низьких температур вона по-
водиться правильно й переходить у вже вiдомий [4]
вираз, натомiсть в границi високих температур дає
некоректнi результати. Це пов’язано з тим, що i ста-
тистична сума, якою ми скористалися для обчислен-
ня, не переходить у класичний вираз за високих тем-
ператур, як це було показано ранiше [52]. Для того,

щоб отримати коректний вираз для енерґiї, який би
давав правильнi результати як у границi низьких, так
i в границi високих температур, потрiбно розрахунок
енерґiї проводити з матрицею густини взаємодiючих
бозе-частинок iз видiленою матрицею густини iдеаль-
ного бозе-газу.

III. ЕНЕРҐIЯ, РОЗРАХОВАНА НА ОСНОВI
МАТРИЦI ГУСТИНИ ВЗАЄМОДIЮЧИХ

БОЗЕ-ЧАСТИНОК IЗ ВИДIЛЕНОЮ
МАТРИЦЕЮ ГУСТИНИ IДЕАЛЬНОГО

БОЗЕ-ГАЗУ

Середню енерґiю системи N безспiнових бозе-
частинок iз координатами (r1, . . . , rN ) можна записа-
ти так:

E = 〈Ĥ〉 = 〈K̂〉+ 〈Φ̂〉, (3.5)

де Ĥ — гамiльтонiан указаної системи, K̂ — оператор
кiнетичної, а Φ̂ — потенцiальної енерґiї:

K̂ = − ~2

2m

N∑
j=1

∇2
j , (3.6)

Φ̂ =
∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj |). (3.7)

Усереднення проводиться з матрицею густини взає-
модiючих бозе-частинок iз урахуванням прямих три-
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i чотиричастинкових кореляцiй iз видiленою матри-
цею густини iдеального бозе-газу:

R(ρ|ρ′) = R0
N (r|r′)Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′)

= R0
N (r|r′) exp[U ], (3.8)

де R0
N (r|r′) — матриця густини невзаємодiючих бозе-

частинок, Ppair(ρ|ρ′) — фактор, який ураховує парнi
кореляцiї, а P (ρ|ρ′) — фактор, який ураховує прямi

три- i чотиричастинковi кореляцiї.

R0
N (r′|r)=

1
N !

(
m

2πβ~2

)3N/2∑
Q

exp

− m

2β~2

N∑
j=1

(r′j−rQj
)2

 ,

де пiдсумовування за Q означає пiдсумовування за
всiма перестановками координат частинок. Вираз для
величини U має такий вигляд:

U = b0 +
∑
q6=0

b1(q)ρqρ′−q1
+
∑
q6=0

b2(q)(ρqρ−q + ρ′qρ′−q) + c0 +
∑
q1 6=0

1∑
i1=0

1∑
j1=0

c2(1j1,−1i1)ρj1
q1

ρi1
−q1

+
1√
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

1∑
i1,i2,i3=0

c3(1i1 , 2i2 , 3i3)ρi1
q1

ρi2
q2

ρi3
q3

+
1
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

1∑
i1,i2=0

1∑
j1,j2=0

c4(1j1 ,−1i1 , 2j2 ,−2i2)ρj1
q1

ρi1
−q1

ρj2
q2

ρi2
−q2

, (3.9)

де iндекси i1, i2, i3, j1, j2 пробiгають значення 0, 1.
Значення 1 вiдповiдає наявностi штриха бiля вiдпо-
вiдної величини, а значення 0 — вiдсутностi;

b0 = −βE0 +
1
2

∑
q6=0

ln

αq th
(

βEq

2

)
th
(

βεq

2

)


+
∑
q6=0

ln
(

1− e−βεq

1− e−βEq

)
, (3.10)

b1(q) =
1
2

[
αq

sh(βEq)
− 1

sh(βεq)

]
, (3.11)

b2(q) = −1
4

[αq cth(βEq)− cth(βεq)] . (3.12)

Явнi вирази для величин c0, c2, c3, c4 є доволi громiз-
дкими i наведенi у працi [53].

IV. СЕРЕДНЯ КIНЕТИЧНА ЕНЕРҐIЯ

Скористаймося результатами роботи [10] i запишiмо
вираз для кiнетичної енерґiї в такий спосiб:〈

K̂
〉

=
〈
K̂1

〉
+
〈
K̂2

〉
+
〈
K̂3

〉
, (4.13)

де

〈
K̂1

〉
=

∫
dr1 . . .

∫
drN

[
Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ′)

N∑
j=1

(
−~2∇2

j

2m

)
R0

N (r′1, . . . , r
′
N |r1, . . . , rN )

]
r′
1=r1,...,r′

N=rN∫
dr1 . . .

∫
drNPpair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)R0

N (r1, . . . , rN |r1, . . . , rN )
. (4.14)

Застосувавши теорему Блоха −∂R0
N/∂β = K̂R0

N до написаного вище виразу, знайдемо, що середнє〈
K̂1

〉
=

∂

∂β′
ln
{∫

dr1 . . .

∫
drNPpair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)R0

N (r1, . . . , rN |r1, . . . , rN ;β′)
}

β′=β

, (4.15)

яке у прийнятому наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” можна подати у виглядi:〈
K̂1

〉
=

∂

∂β′
ln
{∫

dr1 . . .

∫
drNPpair(ρ|ρ)R0

N (r1, . . . , rN |r1, . . . , rN ;β′)
}

β′=β

+
∂

∂β′
ln [〈P (ρ|ρ)〉]β′=β . (4.16)

Перший доданок у написаному виразi був знайдений у працi [10], а середнє 〈P (ρ|ρ)〉 має такий змiст:

〈P (ρ|ρ)〉 =
∫

dr1 . . .
∫

drNR0
N (r1, . . . , rN |r1, . . . , rN )Ppair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)∫

dr1 . . .
∫

drNR0
N (r1, . . . , rN |r1, . . . , rN )Ppair(ρ|ρ)

. (4.17)
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Це середнє вже було знайдене у працi [53]:

〈P (ρ|ρ)〉 = exp

C0 + 2
∑
q1 6=0

C2(q1)
S0(q1)

1 + λq1S0(q1)
+

2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
S0(q1)

1 + λq1S0(q1)
S0(q2)

1 + λq2S0(q2)

+
2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)
S

(3)
0 (q1, q2, q3)

[1 + λq1S0(q1)][1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]

+
12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3 (q1,q2,q3)

S0(q1)S0(q2)S0(q3)
[1 + λq1S0(q1)][1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]

 , (4.18)

де вiд величини β′ залежать лише парний S0(qi), i = 1, 2, 3 i тричастинковий S
(3)
0 (q1, q2, q3) структурнi фактори

iдеального бозе-газу.
У результатi для величини

〈
K̂1

〉
отримаємо такий вираз:

〈
K̂1

〉
=
∑
q6=0

εq

z−1
0 eβεq − 1

+
1
2

∑
q6=0

λq

1 + λqS0(q)
∂S0(q)

∂β
− 1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

[
2∏

i=1

λqi

1 + λqiS0(qi)

]

×

∂S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

∂β
−

 2∑
j=1

λqj

1 + λqj S0(qj)
∂S0(q)

∂β

S
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)


+

1
3!

1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
3∏

i=1

λqi

1 + λqiS0(qi)

]{
2S

(3)
0 (q1,q2,q3)

∂S
(3)
0 (q1,q2,q3)

∂β

−

 3∑
j=1

λqj

1 + λqj S0(qj)
∂S0(q)

∂β

[S(3)
0 (q1,q2,q3)

]2− 2
∑
q1 6=0

C2(q1)
[1 + λq1S0(q1)]2

∂S0(q1)
∂β

− 2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
∑

{i,j}={1,2},
{2,3},{3,1}

1
[1 + λqiS0(qi)]2

S0(qj)
1 + λqj S0(qj)

∂S0(qi)
∂β

− 2
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)
[1 + λq1S0(q1)][1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]

×

∂S
(3)
0 (q1, q2, q3)

∂β
−

 3∑
j=1

λqj

1 + λqj
S0(qj)

∂S0(q)
∂β

S
(3)
0 (q1, q2, q3)


+

12
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3 (q1,q2,q3)

∑
{i,j,l}={1,2,3},
{2,3,1},{3,1,2}

1
[1 + λqi

S0(qi)]2
S0(qj)

1 + λqj
S0(qj)

S0(ql)
1 + λql

S0(ql)
∂S0(qi)

∂β
. (4.19)

Тепер перейдiмо до розрахунку наступних середнiх〈
K̂2

〉
i
〈
K̂3

〉
, вираз для яких легко записати, скорис-

тавшись результатами роботи [10]:

〈
K̂2

〉
= − ~2

2m

〈
N∑

j=1

(
∇2

jU + [∇jU ]2
)
|r′

1=r1,...r′
N=rN

〉
,

〈
K̂3

〉
=

~2

4m

〈
N∑

j=1

(∇2
jU + [∇jU ]2

〉
.

Якщо перейти до представлення колективних змiн-
них, то для величин

〈
K̂2

〉
i
〈
K̂3

〉
отримаємо такi ви-

рази:
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〈
K̂2

〉
=
∑
k1 6=0

~2k2
1

2m

(〈
ρk1

∂U

∂ρk1

|ρ=ρ′

〉
−
〈

∂2U

∂ρk1∂ρ−k1

|ρ=ρ′

〉
−
〈

∂U

∂ρk1

∂U

∂ρ−k1

|ρ=ρ′

〉)

+
1√
N

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

k1+k2 6=0

~2(k1k2)
2m

(〈
ρk1+k2

∂2U

∂ρk1∂ρk2

|ρ=ρ′

〉
+
〈

ρk1+k2

∂U

∂ρk1

∂U

∂ρk2

|ρ=ρ′

〉)
, (4.20)

〈
K̂3

〉
=

1
2

∑
k1 6=0

~2k2
1

2m

(
−
〈

ρk1

∂U

∂ρk1

〉
+
〈

∂2U

∂ρk1∂ρ−k1

〉
+
〈

∂U

∂ρk1

∂U

∂ρ−k1

〉)

− 1
2
√

N

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

k1+k2 6=0

~2(k1k2)
2m

(〈
ρk1+k2

∂2U

∂ρk1∂ρk2

〉
+
〈

ρk1+k2

∂U

∂ρk1

∂U

∂ρk2

〉)
. (4.21)

Знак середнього 〈. . .〉 тут знову має змiст усереднен-
ня з матрицею густини взаємодiючих бозе-частинок iз
урахуванням прямих три- та чотиричастинкових ко-
реляцiй:

〈. . .〉 =
∫

drj . . .
∫

drNR0
N (r|r)Ppair(ρ|ρ′)P (ρ|ρ)(. . .)∫

drj . . .
∫

drNR0
N (r|r′)Ppair(ρ|ρ)P (ρ|ρ)

.

Зауважимо також, що

∂U

∂ρk1

∣∣∣∣
ρ=ρ′

= −λk1

2
ρ−k1 + 4C2(k1)ρ−k1

+
6√
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C3(k1,q2,q3)ρq2ρq3

+
8
N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

C4(k1,q2)ρ−k1ρq2ρ−q2 , (4.22)

∂2U

∂ρk1ρ−k1

∣∣∣∣
ρ=ρ′

= 2b2(k1) + C̃2(k1)

+
4
N

∑
q2 6=0

C̃4(k1,q2)ρq2ρ−q2 , (4.23)

∂2U

∂ρk1ρk2

∣∣∣∣
ρ=ρ′

=
6√
N

∑
q3 6=0

C̃3(k1,k2,q3)ρq3

+
4
N

C̃ ′
4(k1,k2)ρ−k1ρ−k2 , (4.24)

де

C̃2(k1) = c2(1,−1) + c2(−1, 1),

C̃4(k1,q2) =
1∑

j2,i2=0

c4(1,−1, 2j2 ,−2i2),

C̃3(k1,k2,q3) =
1∑

i3=0

c3(1, 2, 3i3),

C̃ ′
4(k1,k2) =

1∑
j1,i2=0

[c4(1,−1i1 , 2,−2i2)

+c4(−1i1 , 1, 2,−2−i2) + c4(1,−1i1 ,−2j2 , 2)
+c4(−1i1 , 1,−2i2 , 2)]. (4.25)

Явнi вирази для величин C̃2(k1), C̃3(k1,k2,q3),
C̃4(k1,q2) наведенi в Додатку 1. Величини C2(k1),
C3(k1,k2,q3), C4(k1,q2) були знайденi ранiше [53].

Пiдставляючи в рiвнiсть (4.20) отриманi вирази (4.22), (4.23), (4.24), у прийнятому наближеннi “двох сум за
хвильовим вектором” знайдемо:〈

K̂2

〉
=
∑
k1 6=0

~2k2
1

2m

{
−λk1

4
(λk1 + 2)〈ρk1ρ−k1〉+ 2C2(k1)(λk1 + 1)〈ρk1ρ−k1〉 − C̃2(k1)− 2b2(k1)

+
3(λk1 + 1)√

N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C3(k1,q2,q3)〈ρk1ρq2ρq3〉+
4(λk1 + 1)

N

∑
q2 6=0

C4(k1,q2)〈ρk1ρ−k1ρq2ρ−q2〉

− 18
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C2
3 (k1,q2,q3)〈ρ−q2ρ−q3ρq2ρq3〉 −

4
N

∑
q2 6=0

C̃4(k1,q2)〈ρq2ρ−q2〉


+

1√
N

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

k1+k2 6=0

~2(k1k2)
2m

{
6√
N

C̃3(k1,k2,−k1 − k2)〈ρk1+k2ρ−k1−k2〉+
λk1λk2

4
〈ρk1+k2ρ−k1ρ−k2〉
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− 3√
N

C3(k1,k2,−k1 − k2) (λk1〈ρk1+k2ρ−k1−k1ρk1ρ−k2〉+ λk2〈ρk1+k2ρ−k1−k2ρk2ρ−k2〉)
}

. (4.26)

Аналогiчно для величини
〈
K̂3

〉
матимемо:

〈
K̂3

〉
=
∑
k1 6=0

~2k2
1

2m

{
λk1

2
(λk1 + 1)〈ρk1ρ−k1〉 − 2C2(k1)(2λk1 + 1)〈ρk1ρ−k1〉 −

λk1

2
+ 2C2(k1)

− 3(2λk1 + 1)√
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C3(k1,q2,q3)〈ρk1ρq2ρq3〉 −
4(2λk1 + 1)

N

∑
q2 6=0

C4(k1,q2)〈ρk1ρ−k1ρq2ρ−q2〉

+
36
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C2
3 (k1,q2,q3)〈ρ−q2ρ−q3ρq2ρq3〉 +

4
N

∑
q2 6=0

C4(k1,q2)〈ρq2ρ−q2〉


− 1√

N

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

k1+k2 6=0

~2(k1k2)
2m

{
6√
N

C3(k1,k2,−k1 − k2)〈ρk1+k2ρ−k1−k2〉+
λk1λk2

2
〈ρk1+k2ρ−k1ρ−k2〉

− 6√
N

C3(k1,k2,−k1 − k2) (λk1〈ρk1+k2ρ−k1−k2ρk1ρ−k1〉+ λk2〈ρk1+k2ρ−k1−k2ρk2ρ−k2〉)
}

. (4.27)

Пiдставивши у (4.26) i (4.27) вiдповiднi вирази для всiх середнiх 〈. . .〉 (вони наведенi у працi [53]) i обмежившись
наближенням “двох сум за хвильовим вектором”, отримаємо:

〈
K̂23

〉
=
〈
K̂2

〉
+
〈
K̂3

〉
=
∑
k1 6=0

~2k2
1

2m

{
λ2

k1

4
S(k1)− 2C2(k1)λk1

S0(k1)
1 + λk1S0(k1)

+ (2C2(k1)− C̃2(k1))

− 3λk1√
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C3(k1,q2,q3)S(3)(k1,q2,q3)−
4λk1

N

∑
q2 6=0

C4(k1,q2)
S0(k1)

1 + λk1S0(k1)
S0(q2)

1 + λq2S0(k2)

+
18
N

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

k1+q2+q3=0

C2
3 (k1,q2,q3)

S0(q2)
1 + λq2S0(q2)

S0(q3)
1 + λq3S0(q3)

+
4
N

∑
q2 6=0

(C4(k1,q2)− C̃4(k1,q2))
S0(q2)

1 + λq2S0(q2)


− 1√

N

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

k1+k2 6=0

~2(k1k2)
2m

{
6√
N

(C3(k1,k2,−k1 − k2)− C̃3(k1,k2,−k1 − k2))
S0(|k1 + k2|)

1 + λ|k1+k2|S0(|k1 + k2|)

+
λk1λk2

4
S(3)(k1,k2,−k1 − k2)−

3√
N

C3(k1,k2,−k1 − k2)
(

λk1

S0(k1)
1 + λk1S0(k1)

S0(|k1 + k2|)
1 + λ|k1+k2|S0(|k1 + k2|)

+ λk2

S0(k2)
1 + λk2S0(k2)

S0(|k1 + k2|)
1 + λ|k1+k2|S0(|k1 + k2|)

)}
, (4.28)

де S(k1), S(3)(k1,q2,q3) — це дво- i тричастинковий структурнi фактори вiдповiдно [53].

V. СЕРЕДНЯ ПОТЕНЦIАЛЬНА ЕНЕРҐIЯ

У представленнi колективних змiнних потенцiаль-
ну енерґiю (3.7) запишемо так:

Φ =
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑
q6=0

νq(ρqρ−q − 1). (5.29)

Беручи до уваги явний вигляд для величини S(q) =
〈ρqρ−q〉 [53], а також рiвнiсть

N

2V
νq =

~2

8m
(α2

q − 1), (5.30)

для середнього значення потенцiальної енерґiї отри-
маємо такий вираз:

1005-6
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〈Φ〉 =
N(N − 1)

2V
ν0 +

∑
q6=0

~2

8m
(α2

q − 1)
(

S0(q)
1 + λqS0(q)

− 1
)

− 1
2N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

1
[1 + λq1S0(q1)]2

∑
q2 6=0

λq2

1 + λq2S0(q2)
S

(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

+
1

2N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

1
[1 + λq1S0(q1)]2

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

λq2

1 + λq2S0(q2)
λq3

1 + λq3S0(q3)

[
S

(3)
0 (q1,q2,q3)

]2

+ 4
∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)C2(q1)

S2
0(q1)

[1 + λq1S0(q1)]2
+

12
N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

S0(q1)
[1 + λq1S0(q1)]2

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C3(q1,q2,q3)

× S
(3)
0 (q1,q2,q3)

[1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]
+

8
N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

S2
0(q1)

[1 + λq1S0(q1)]2
∑
q2 6=0

C4(q1,q2)
S0(q2)

1 + λq2S0(q2)

+
72
N

∑
q1 6=0

~2

8m
(α2

q1
− 1)

S2
0(q1)

[1 + λq1S0(q1)]2
∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

C2
3 (q1,q2,q3)

S0(q2)S0(q3)
[1 + λq2S0(q2)][1 + λq3S0(q3)]

. (5.31)

Iз написаного вище виразу потрiбно виключити ве-
личину ν0. Зробити це можна за допомогою рiвнос-
тi [10]:

c2 =
N

m

∂2E0

∂N2
, (5.32)

де c — швидкiсть першого звуку в бозе-системi за тем-

ператури абсолютного нуля, N — кiлькiсть частинок,
m — маса частинки, E0 — енерґiя основного стану в
наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”. Вираз
для E0 ми одержимо трохи згодом i покажемо, що вiн
збiгається з вiдомим результатом [4].

Отож, для величини ν0 будемо мати:

ν0 =
1
ρ

mc2+
1

8N

∑
q 6=0

εq
1
αq

(
αq −

1
αq

)2

− ~2

48mN2

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

{
2
(

f1 −
f2
2

f3
− 2f4

)
+2
(

f ′1 −
2f2f

′
2

f3
+

f2
2 f ′3
f2
3

− 2f ′4

)

+
(

f ′′1 −
2f ′′2 + 2(f ′2)

2

f3
+

4f2f
′
2f
′
3 + f2

2 f ′′3
f2
3

− 2f2
2 (f ′3)

2

f3
3

− 2f ′′4

)}]
.

Тут ρ — це густина бозе-системи. Явнi вирази для
величин f1, f2, f3, f4, f

′
1, f

′
2, f

′
3, f

′
4, f

′′
1 , f ′′2 , f ′′3 , f ′′4 наведе-

нi в Додатку 2.
Якщо тепер зi знайдених середнiх

〈
K̂1

〉
,
〈
K̂23

〉
,〈

Φ̂
〉

видiлити тiльки внески вiд парних кореляцiй i
додати їх, то ми отримаємо вираз для середньої енер-
ґiї в наближеннi парних кореляцiй, який збiгається з
уже вiдомим [10]:

E = N
mc2

2
+
∑
q6=0

εq

z−1
0 eβεq − 1

+
1
2

∑
q6=0

λq

1 + λqS0(q)
∂S0(q)

∂β

+
1
4

∑
q6=0

εq(λ2
q + αq − 1)

S0(q)
1 + λqS0(q)

+
1
2

∑
q6=0

εq

[
αq

sh[βαqεq]
− 1

sh[βεq]

]

+
1
16

∑
q 6=0

εq

(
1− 1

α2
q

)(
αq −

1
αq

− 4α2
q

)
. (5.33)

VI. КIНЕТИЧНА, ПОТЕНЦIАЛЬНА Й ПОВНА
ЕНЕРҐIЯ В ГРАНИЦI НИЗЬКИХ

ТЕМПЕРАТУР

У границi низьких температур парний структурний
фактор iдеального бозе-газу дорiвнює одиницi, а його
похiдна за оберненою температурою дорiвнює нулевi.
Ураховуючи вiдомi вирази для дво- i тричастинково-
го структурних факторiв у границi низьких темпера-
тур [53], а також те, що
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lim
β→∞

C2(q1) =
1
2

lim
β→∞

C̃2(q1) =
1
2
a2(q1),

lim
β→∞

C3(q1,q2,q3) = lim
β→∞

C̃3(q1,q2,q3)

=
1
6
a3(q1,q2,q3),

lim
β→∞

C4(q1,q2) = lim
β→∞

C̃4(q1,q2)

=
1
8
a4(q1,−q1,q2,−q2), (6.34)

де

a3(q1,q2,q3) = −

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi
− 1)(αqj

− 1)

2
3∑

j=1

q2
jαqj

, (6.35)

a4(q1,−q1,q2,−q2) =
(q1 + q2)

2
a2
3(q1 + q2,−q1,−q2) + (q1 − q2)

2
a2
3(q1 − q2,−q1,q2)

q2
1αq1 + q2

2αq2

− [(q1,q2 + q1)(αq1 − 1) + (q2,q1 + q2)(αq2 − 1)]a3(q1 + q2,−q1,−q2)
q2
1αq1 + q2

2αq2

− [(q1,q1 − q2)(αq1 − 1) + (q2,q2 − q1)(αq2 − 1)]a3(q1 − q2,−q1,q2)
q2
1αq1 + q2

2αq2

, (6.36)

a2(q1) =
1
N

∑
q2 6=0

[
q2
2

2q2
1αq1

a4(q1,−q1,q2,−q2) +
(q2,q1 + q2)

q2
1αq1

a3(q1,q2,−q1 − q2)
]

, (6.37)

для середньої кiнетичної енерґiї в границi низьких температур знайдемо такий вираз:

〈
K̂
〉

=
1
4

∑
q6=0

~2q2

2m

(αq − 1)2

αq1

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1 − 1
αq1

[
3∏

i=1

αqi
− 1

αqi

]
− 1

2N

∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

a2(q1)

− 1
2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1 − 1
α2

q1
αq2αq3

a3(q1,q2,q3)−
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

αq2

a4(q1,−q1,q2,−q2)

+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

1
α2

q1
αq2αq3

a2
3(q1,q2,q3)−

1
4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2(q1q2)
2m

(
(αq1 − 1)(αq2 − 1)

αq1αq2α|q1+q2|

− 2
αq1αq2 − 1
αq1αq2αq3

a3(q1,q2,q3)
)

. (6.38)

Аналогiчно для середньої потенцiальної енерґiї будемо мати:〈
Φ̂
〉

=
N(N − 1)

2V
ν0 +

∑
q 6=0

~2q2

8m

(
α2

q − 1
)( 1

αq
− 1
)

+
1

8N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

αq1 + 1
αq1

[
3∏

i=1

αqi − 1
αqi

]
+

1
2N

∑
q1 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

a2(q1)

+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

αq2αq3

a3(q1,q2,q3) +
1

4N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

αq2

a4(q1,−q1,q2,−q2)

+
1

2N

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

~2q2
1

2m

α2
q1
− 1

α2
q1

αq2αq3

a2
3(q1,q2,q3). (6.39)

Додавши вирази для середнiх значень кiнетичної й потенцiальної енерґiй та провiвши необхiднi перетворення,
ми отримаємо величину середнього значення повної енерґiї в границi низьких температур у такому виглядi:
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E =
〈
K̂
〉

+
〈
Φ̂
〉

=
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑
q 6=0

~2q2

8m
(αq − 1)2 +

~2

48mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

[
(q2

1 + q2
2 + q2

3)

×
(

1− 1
αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
−

( ∑
1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi
− 1)(αqj

− 1)

)2

αq1αq2αq3

3∑
j=1

q2
j αqj


− ~2

24mN

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)
(

1− 1
αqi

)(
1− 1

αqj

)
. (6.40)

Цей вираз для основного стану багатобозонної системи збiгається зi знайденим ранiше [4].

VII. КIНЕТИЧНА, ПОТЕНЦIАЛЬНА Й ПОВНА
ЕНЕРҐIЯ В ГРАНИЦI ВИСОКИХ

ТЕМПЕРАТУР

У границi високих температур парний, три- i чо-
тиричастинковий структурнi фактори багатобозонної
системи переходять у вiдповiднi вирази для iдеаль-
ного бозе-газу, а всi внески вiд три- i чотиричастин-
кових кореляцiй дорiвнюють нулевi [53]. Тому пошук
значення кiнетичної енерґiї в границi високих темпе-
ратур зводиться до такої задачi:

lim
β→0

〈
K̂
〉

= lim
β→0

∑
q6=0

εq

z−1
0 eβεq − 1

, (7.41)

оскiльки всi iншi доданки у згаданiй вище грани-
цi дорiвнюють нулевi. Вираз (7.41) мiстить величину
z0 = exp[βµ] (µ — це хiмiчний потенцiал), яка нази-
вається активнiстю. Умову для її визначення можна
записати цим рiвнянням:∑

q6=0

1
z−1
0 eβεq − 1

= N, (7.42)

де N — кiлькiсть частинок у бозе-системi. У грани-
цi високих температур z0 → 0, тому написану вище
умову можна подати в такий спосiб:

z0

∑
q6=0

e−βεq = N. (7.43)

Переходячи в цiй рiвностi вiд пiсумовування до iнте-
ґрування, будемо мати:

z0
4πV

(2π)3

∞∫
0

q2e−β ~2
2m q2

dq = z0
V

4

(
2m

π~2

) 3
2

T
3
2 = N. (7.44)

Звiдси

z−1
0 =

1
4ρ

(
2m

π~2

) 3
2

T
3
2 . (7.45)

Пiдставивши щойно отриманий результат у рiвнiсть
(7.41), провiвши вiдповiднi спрощення i перейшовши
вiд пiдсумовування до iнтеґрування, знайдемо, що

lim
β→0

〈
K̂
〉

=
3
2
NT. (7.46)

Ми одержали результат, котрий збiгається з виразом
для iдеального газу.

Для значення середньої потенцiальної енерґiї в гра-
ницi високих температур будемо мати:

lim
β→0

〈Φ〉 =
N(N − 1)

2V
ν0 + lim

β→0

N

2V

∑
q6=0

νq(〈ρqρ−q〉 − 1)

=
N(N − 1)

2V
ν0, (7.47)

оскiльки

lim
β→0

〈ρqρ−q〉 = 1. (7.48)

Об’єднуючи отриманi результати, для внутрiшньої
енерґiї багатобозонної системи в границi високих тем-
ператур здобудемо такий вираз:

lim
β→0

E = lim
β→0

〈
K̂
〉

+ lim
β→0

〈Φ〉

=
3
2
NT +

N(N − 1)
2V

ν0, (7.49)

який збiгається з результатом роботи [55].

VIII. ЧИСЕЛЬНI РОЗРАХУНКИ

Для чисельного розрахунку внутрiшньої енерґiї
рiдкого 4He скористаймося знайденими виразами для
〈K1〉 (4.19), 〈K23〉 (4.28) i 〈Φ〉 (5.31). Величину ν0 бу-
демо шукати за наведеною вище формулою (5.33).
Щоб виконати поставлену задачу, потрiбно вiд пiдсу-
мовування перейти до iнтеґрування за вiдомим пра-
вилом [56]:
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∑
k

=
V

(2π)3

∫
dk. (8.50)

У нашому випадку двох сум це правило стане дещо
складнiшим:

1
N2

∑
k1 6=0

∑
k2 6=0

∑
k3 6=0

k1+k2+k3=0

=
1

8π4ρ2

×
∞∫
0

k1 dk1

∞∫
0

k2 dk2

|q1+k2|∫
|q1−k2|

k3 dk3, (8.51)

де ρ — це рiвноважна густина бозе-системи. Для та-
кої квантової рiдини, як 4He, вона дорiвнює ρ =
0.02185 Å−3; швидкiсть першого звуку в рiдкому 4He
при нулi температур c = 238.2 м/с [57].
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Рис. 1. Температурна залежнiсть кiнетичної, потенцi-
альної й повної внутрiшньої енерґiї рiдкого 4He, розрахо-
ваних у наближеннi парних кореляцiй. Kpair/N — кiне-
тична енерґiя, Fpair/N — потенцiальна енерґiя, Epair/N —
повна внутрiшня енерґiя, Eexp/N — експериментальнi да-
нi.
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Рис. 2. Внесок три- та чотиричастинкових кореляцiй
у зачення кiнетичної, потенцiальної й повної внутрiшньої
енерґiй рiдкого 4He. K34/N — внесок у кiнетичну енерґiю,
F34/N — внесок у потенцiальну енерґiю, E34/N — внесок
у повну внутрiшню енерґiю.
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Рис. 3. Температурна залежнiсть кiнетичної, потенцi-
альної й повної внутрiшньої енерґiй рiдкого 4He, розра-
хованих у наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”.
K/N — кiнетична енерґiя, F/N — потенцiальна енерґiя,
E/N — повна внутрiшня енерґiя, Eexp/N — експеримен-
тальнi данi.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть потенцiальної енерґiї
рiдкого 4He. Fpair/N — потенцiальна енерґiя в наближеннi
парних кореляцiй, F/N — потенцiальна енерґiя в набли-
женнi “двох сум за хвильовим вектором”.
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Рис. 5. Температурна залежнiсть кiнетичної енерґiї рiд-
кого 4He. Kpair/N — кiнетична енерґiя в наближеннi пар-
них кореляцiй, K/N — кiнетична енерґiя в наближеннi
“двох сум за хвильовим вектором”.
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Рис. 6. Температурна залежнiсть повної внутрiшньої
енерґiї рiдкого 4He. Epair/N — внутрiшня енерґiя в на-
ближеннi парних кореляцiй, E/N — внутрiшня енерґiя в
наближеннi “двох сум за хвильовим вектором”.

За чисельних розрахункiв кiнетичної, потенцiаль-
ної й повної внутрiшньої енерґiї у виразах, якi вiдтво-
рюють наближення парних кореляцiй, ми використо-
вували ефективну масу атома 4He [54], натомiсть у

виразах, якi мiстять двi суми за хвильовим вектором,
стоїть “гола” маса. Обґрунтування такого пiдходу на-
ведено в роботi [53].

IX. ВИСНОВОК

У цiй працi знайдено вирази для кiнетичної, потен-
цiальної та повної внутрiшньої енерґiй у наближен-
нi “двох сум за хвильовим вектором” iз урахуванням
прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй у широ-
котемпературнiй дiлянцi. У границi низьких темпе-
ратур для внутрiшньої енерґiї ми отримали вже вi-
доме значення [4]. Цi ж слова будуть актуальними
i стосовно до границi високих температур. Отриманi
вирази є доволi громiздкими. Для їх аналiзу застосо-
вано чисельнi методи i в результатi здобуто графiчне
зображення температурної залежностi кiнетичної, по-
тенцiальної й повної внутрiшньої енерґiї рiдкого 4He.
Отриманi результати в наближеннi “двох сум за хви-
льовим вектором” краще узгоджуються з експеримен-
тальними даними порiвняно з наближенням парних
кореляцiй.

ДОДАТОК 1

C̃2(q1) = 2C2(q1) +
1
2

∑
q2 6=0

~2

2m

q2
1 + q2

2

αq2 sh2 [βEq1 ] sh[βE2]

{
β

2
ch[βEq1 ] ch[βEq2 ]

− ch[βE1] sh[βE2]
2E2

− sh[βE1] ch[βE2]
2E1

+
sh[β(E1 + E2)]

4(E1 + E2)
+

sh[β(E1 − E2)]
4(E1 − E2)

}
− 1

8

∑
q2 6=0

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2
Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3)

αq2αq3Ẽ sh2 [βEq1 ] sh [βEq2 ] sh [βEq3 ]

×

β

4
ch
[
βẼq1

]
sh
[
β(Ẽq2 + Eq3)

]
Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3)−

sh
[

β
2 Ẽ
]

2Ẽ

×
(

sh
[
β

2
Ẽ

]
+ sh

[
β

2
(−Ẽq1 + Ẽq2 + Eq3)

]
ch
[
βẼq1

])
Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3)

+

− sh
[

β
2 Ẽq2

]
2Ẽq2

(
ch
[
βẼq1

]
sh
[
β

2
(Ẽq2 + 2Eq3)

]
+ sh

[
β

2
Ẽq2

])
+

sh
[

β
2 (Ẽq1 + Eq3)

]
2(Ẽq1 + Eq3)

×
(

ch
[
βẼq1

]
sh
[
β

2
(Eq3 − Ẽq1)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1 + 2Ẽq2 + Eq3)

])]
Q(α̃q1 ,−α̃q2 , αq3)

+

− sh
[

β
2 Ẽq1

]
2Ẽq1

(
− ch

[
βẼq1

]
sh
[
β

2
Ẽq1

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1 + 2Ẽq2 + 2Eq3)

])

+
sh
[

β
2 (Ẽq2 + Eq3)

]
2(Ẽq2 + Eq3)

ch2

[
β

2
Ẽq1

]
sh
[
β

2
(Ẽq2 + Eq3)

]Q(−α̃q1 , α̃q2 , αq3)

+

− sh
[

β
2 Eq3

]
2Eq3

(
ch
[
βẼq1

]
sh
[
β

2
(2Ẽq2 + Eq3)

]
+ sh

[
β

2
Eq3

])
+

sh
[

β
2 (Ẽq1 + Ẽq2)

]
2(Ẽq1 + Ẽq2)

×
(

ch
[
βẼq1

]
sh
[
β

2
(Ẽq2 − Ẽq1)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1 + Ẽq2 + 2Eq3)

])]
Q(−α̃q1 ,−α̃q2 , αq3)

}
.
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C̃3(q1,q2,q3) = −1
4

~2

2m

(q1q2)
sh[βEq1 ] sh[βEq2 ] sh[βEq3 ]

∑
±1

∑
±2

(αq1αq2 ±1 ±21)

× sh
[
β

2

(
Ẽq1 + Ẽq2

)]
ch
[
β

2
Eq3

] sh
[

β
2

(
Ẽq1 + Ẽq2 + Eq3

)]
Ẽq1 + Ẽq2 + Eq3

.

C̃4(q1,q2) = C4(q1,q2)− 1
64

∑
q1 6=0

∑
q2 6=0

~2

2m

(q2
1 + q2

2)

ch2
[

β
2 E1

]
sh2 [βE2]

{
2β ch [βEq2 ] +

2 sh[βE2]
E2

− 2 sh[βE1] ch[βE2]
E1

+
sh[β(E1+E2)]

(E1+E2)
+

sh[β(E1 − E2)]
(E1 − E2)

}
− 1

64

∑
q3 6=0

q1+q2+q3=0

(
~2

2m

)2

× Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3)
αq3Ẽ sh2 [βE1] sh2 [βE2] sh [βE3]


β

2
ch
[
βẼq2

]
sh [βEq3 ]−

sh
[

β
2 Ẽ
]

2Ẽ

×
(

ch
[
β

2
Ẽq2

]
sh
[
β

2
(Ẽq1 + Ẽq2 − Eq3)

]
+ ch

[
β

2
Ẽ

])
Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3)

+

 sh
[

β
2 Ẽq2

]
Ẽq2

(
ch
[
βẼq2

]
sh
[
β

2
Ẽq2

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq2 + 2Eq3)

])
−

sh
[

β
2 (Ẽq1 + Eq3)

]
(Ẽq1 + Eq3)

×
(

ch
[
βẼq2

]
sh
[
β

2
(Ẽq1 + Eq3)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1 − Eq3)

])]
Q(α̃q1 ,−α̃q2 , αq3)

+

 sh
[

β
2 Ẽq1

]
Ẽq1

(
ch
[
βẼq2

]
sh
[
β

2
Ẽq1 + 2Eq3

]
+ sh

[
β

2
Ẽq1

])
−

sh
[

β
2 (Ẽq2 + Eq3)

]
(Ẽq2 + Eq3)

× sh
[
βẼq2

]
ch
[
β

2
(Ẽq2 − Eq3)

]]
Q(−α̃q1 , α̃q2 , αq3) +

 sh2
[

β
2 Eq3

]
Eq3

sh2

[
β

2
Ẽq2

]
−

sh
[

β
2 (Ẽq1 + Ẽq2)

]
(Ẽq1 + Ẽq2)

×
(

ch
[
βẼq2

]
sh
[
β

2
(Ẽq1 + Ẽq2)

]
+ sh

[
β

2
(Ẽq1 + Ẽq1 + 2Eq3)

])]
Q(α̃q1 ,−α̃q2 , αq3)

}
.

У написаних вище виразах уведено такi позначення:

Ẽq1 = ±1Eq1 ; Ẽq2 = ±2Eq1 ; α̃q1 = ±1αq1 ; α̃q2 = ±1αq2 ; Ẽ = ±1Eq1 ±2 Eq2 + Eq3 ;

Q(α̃q1 , α̃q2 , αq3) = (±1 ±2 αq1αq2 + 1)(q1q2) + (±1αq1αq3 + 1)(q1q3) + (±2αq2αq3 + 1)(q2q3).

ДОДАТОК 2

f1 =
(
q2
1 + q2

2 + q2
3

)(
1− 1

αq1

)(
1− 1

αq2

)(
1− 1

αq3

)
.

f ′1 =
1
2
(
q2
1 + q2

2 + q2
3

) ∑
1≤i<j≤3

α2
qi
− 1

α3
qi

(
1− 1

αqj

)(
1− 1

αqk

)
.

f ′′1 =
1
42

(
q2
1 + q2

2 + q2
3

) ∑
1≤i<j≤3

{
−3

(α2
qi
− 1)2

α5
qi

(
1− 1

αqj

)(
1− 1

αqk

)
+ 2

α2
qi
− 1

α3
qi

α2
qj
− 1

α3
qj

(
1− 1

αqk

)}
.
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f2 =
∑

1≤i<j≤3

(qiqj)(αqi
− 1)(αqj

− 1).

f ′2 =
1

2N

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
(αqi

− 1)
α2

qj
− 1

αqj

+ (αqj
− 1)

α2
qi
− 1

αqi

}
.

f ′′2 =
1

4N2

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
2
α2

qi
− 1

αqi

α2
qj
− 1

αqj

− (αqi
− 1)

(α2
qj
− 1)2

α3
qj

− (αqj
− 1)

(α2
qi
− 1)2

α3
qi

}
.

f3 = αq1αq2αq3

3∑
j=1

q2
j αqj

.

f ′3 =
1

2N

3∑
j=1

q2
j

{
2αq1αq2αq3

α2
qj
− 1

αqj

+ α2
qj

αqk

α2
qi
− 1

αqi

+ α2
qj

αqi

α2
qk
− 1

αqk

}
.

f ′′3 =
1

4N2

3∑
j=1

q2
j

{
−α2

qj
αqk

(α2
qi
− 1)2

α3
qi

+ α2
qj

αqi

(α2
qk
− 1)2

α3
qk

+ 4αqi
αqj

α2
qj
− 1

αqj

α2
qk
− 1

αqk

+ 4αqj
αqk

α2
qj
− 1

αqj

α2
qi
− 1

αqi

+ 2α2
qj

α2
qi
− 1

αqi

α2
qk
− 1

αqk

}
.

f4 =
∑

1≤i<j≤3

(qiqj)
(

1− 1
αqi

)(
1− 1

αqj

)
.

f ′4 =
1

2N

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{(
1− 1

αqi

)
α2

qj
− 1

α3
qj

+
(

1− 1
αqj

)
α2

qi
− 1

α3
qi

}
.

f ′′4 =
1

4N2

∑
1≤i<j≤3

(qiqj)

{
2
α2

qi
− 1

α3
qi

α2
qj
− 1

α3
qj

− 3
(

1− 1
αqi

) (α2
qj
− 1)2

α5
qj

− 3
(

1− 1
αqj

)
(α2

qi
− 1)2

α5
qi

}
.
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INTERNAL ENERGY OF THE MANY-BOSON SYSTEM WITH THREE- AND
FOUR-PARTICLE DIRECT CORRELATIONS TAKEN INTO ACCOUNT

I. O. Vakarchuk, O. I. Hryhorchak
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

In this paper we calculate the kinetic, potential and full internal energy with three- and four-particle direct
correlations taken into account at the wide temperature region on the base of the density matrix of the interacting
Bose-particles [I. O. Vakarchuk, O. I. Hryhorchak, J. Phys. Stud. 13, 3004 (2009)]. All the final formulae are written
via the Fourier coefficient of the pair interparticle interaction energy. At the same time we are not interested in the
explicit form of the interatomic potential because for our numeric calculations we express its Fourier coefficient
from the experimentally measured structure factor and first sound velocity extrapolated to T = 0. The found values
for the kinetic, potential and full internal energy demonstrate that the accounting of three- and four-particle direct
correlations gives a better matching of the theoretical results with the experimental data. In the low temperature
limit the obtained expression for the full internal energy is equal to the well-known expression for the ground state
energy in the approximation of “two sums over the wave vector”. For the high temperatures in the quasi-classical
limit the found expression for the full internal energy reproduces the ideal gas energy expression.

The results of this work can be applied for the numeric calculation of the heat capacity of the liquid 4He in
order to check the theoretical and experimental results quantitatively, especially in the λ-transition region.

1005-14


