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У роботi дослiджено 3D-надґратку сферичних квантових точок (КТ) кристала GaAs у
матрицi AlxGa1−xAs(x = 0.2, . . . , 1.0). У наближеннi сильного зв’язку отримано i проаналiзо-
вано закони дисперсiї електронiв. Детально обчислено залежнiсть E = E(k) для 1s- та трьох
1p-пiдзон для рiзних радiусiв КТ та концентрацiй Al у матрицi AlxGa1−xAs. Проаналiзовано
залежностi густини електронних станiв вiд енерґiї в дослiджуваних пiдзонах. Показано, що
густина станiв як функцiя енерґiї суттєво залежить вiд розмiру КТ, вiдстаней мiж КТ та
концентрацiї х.

Отримано формулу для коефiцiєнта поглинання при прямих мiжпiдзонних переходах, який
виражається через квадрат матричного елемента електронного переходу та комбiнованої гус-
тини станiв. Обчислення показали, що в дипольному наближеннi електроннi переходи дозво-
ленi мiж 1s- та 1pz-пiдзонами. Коефiцiєнт поглинання як функцiя частоти електромагнiтної
хвилi характеризується двома максимумами, що вiдповiдають переходам електронiв з хвильо-
вими векторами в центрi та на краю зони Брiллюена.
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ВСТУП

Дослiдження у фiзицi надґраток iз квантовими
ямами та їх прикладне застосування залучило бага-
тьох дослiдникiв до вивчення систем, що мають мен-
шу вимiрнiсть — надґраток квантових дротiв та над-
ґраток квантових точок. Останнiми роками експери-
ментатори розробили й тепер активно розвивають ме-
тоди вирощування великих упорядкованих масивiв
квантових точок [1].

Першi методи створення масиву квантових точок
(селективне травлення структур iз квантовими яма-
ми [2], рiст на профiльованих пiдкладках чи сколах
[3], конденсацiя у скляних матрицях [4]) приводили
до неоднорiдних масивiв та значної дисперсiї за розмi-
рами. Використання методу молекулярно-променевої
епiтаксiї та ефектiв самоорганiзацiї напiвпровiднико-
вих наноструктур у гетероепiтаксiйних напiвпровiд-
никових системах [5–7] сприяло полiпшенню характе-
ристик наносистем.

Режим росту квантових точок (КТ), згiдно з ме-
ханiзмом Странського–Крастанова дав змогу отрима-
ти тривимiрнi когерентно-напруженi острiвцi [8–10].
Проте одержанi масиви були ще досить неоднорiдни-
ми як за розмiрами, так i за розташуванням. Авто-
ри працi [11] виростили масив КТ InAs на пiдклад-
цi GaAs з незначною дисперсiєю за розмiрами КТ i
показали, що утворюється перiодична структура КТ
уздовж певного напрямку.

Були вирощенi багатошаровi масиви КТ, у яких
квантовi точки розташованi одна над одною. Вони
описанi у працях [12–15]. Такi впорядкованi масиви

назвали надґратками вертикально зв’язаних КТ. У
них вiдстань мiж сусiднiми КТ одного шару набагато
перевищує розмiри КТ i вiдстань мiж найближчими
шарами.

Методом упровадження КТ у пори металу чи полi-
мерної плiвки, якi мають iдеальну необхiдну форму,
автори праць [16,17] домоглися надзвичайно вузько-
го розподiлу за розмiрами КТ та їх високого ступеня
впорядкованостi. Такий пiдхiд, зокрема, можна вико-
ристати для створення багатошарових надґраток сфе-
ричних квантових точок.

Переважна бiльшiсть теоретичних дослiджень сто-
суються масиву “невзаємодiючих” КТ. Вiдстанi мiж
КТ набагато перевищують розмiри самих КТ. Тому
дослiджують спектр квазiчастинок окремого елемен-
та масиву КТ. Що ж до теорiї енерґетичних спектрiв
основних квазiчастинок (електронiв, дiрок, екситонiв)
у масивах перiодично розташованих тунельно зв’яза-
них КТ, то таких теоретичних робiт є надзвичайно
мало.

У працi [18] дослiджено спектр електронiв у над-
ґратцi КТ елiптичного квантового дроту (КД) на ос-
новi напiвпровiдника GaAs в матрицi AlxGa1−xAs.
Масив вертикально зв’язаних КТ з анiзотропною
ефективною масою носiїв заряду був апроксимований
моделлю надґратки квантових точок, якi розташова-
нi в середовищi вздовж елiптичного квантового дро-
ту. У результатi чисельних розрахункiв показано, що
енерґетичний спектр електрона в надґратках iз КТ
вздовж елiптичного квантового дроту є чергуванням
парних i непарних дозволених i заборонених мiнi-зон
енерґiй. Положення та кiлькiсть мiнi-зон визначаю-
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ться розмiрами КТ, а ширина дозволених мiнi-зон —
товщиною й висотою потенцiальних бар’єрiв. Квазi-
частинка в кожнiй iз зон характеризується своєю ве-
личиною ефективної маси, яка також залежить вiд
елiптичностi квантового дроту.

Дослiдження електронної структури масиву туне-
льно зв’язаних у всiх трьох вимiрах квантових точок
проведено в циклi праць [19–23] для гетероструктур
GaN/AlN та InAs/GaAs. При цьому методом теорiї
збурень враховували внутрiшнi пружнi напруги в ма-
сивi КТ й ефекти п’єзоелектричної та спонтанної по-
ляризацiї. Основним недолiком цього методу є його
погана збiжнiсть ряду теорiї збурень. Щоб покращити
збiжнiсть, у наступних працях [24–28] запропонова-
но модифiкований метод приєднаних плоских хвиль,
який коректно враховує складну поведiнку хвильових
функцiй квазiчастинок у надґратках. Цим методом
дослiджено електроннi та екситоннi стани та їх за-
лежнiсть вiд геометричних параметрiв надґраток ци-
лiндричних напiвпровiдникових КТ β-HgS у матрицi
β-CdS та GaAs у матрицi AlxGa1−xAs. Спектр елект-
ронiв i дiрок в одновимiрних та двовимiрних надґрат-
ках (НГ) сферичних КТ отримано i проаналiзовано у
працях [29–32].

У запропонованiй статтi теоретично обчислено
електронну зонну структуру тривимiрної надґратки
GaAs/AlxGa1−xAs з рiвномiрно розподiленими туне-
льно зв’язаними сферичними КТ. Дослiджено також
оптичнi властивостi надґраток КТ. Зокрема, обчисле-
но ймовiрностi мiжпiдзонних електронних переходiв
та густини станiв основного й перших збуджених ста-
нiв електрона НГ для рiзних радiусiв КТ та вiдстаней
мiж ними. Отриманi обчислення дали змогу дослiди-
ти залежнiсть коефiцiєнта мiжпiдзонного поглинан-
ня гетеросистем GaAs/AlxGa1−xAs ( = 0.2, . . . , 1.0) з
перiодично розташованими квантовими точками вiд
частоти падаючого свiтла.

I. ЕНЕРҐЕТИЧНИЙ СПЕКТР ТА ХВИЛЬОВI
ФУНКЦIЇ ЕЛЕКТРОНА

НАПIВПРОВIДНИКОВИХ СФЕРИЧНИХ
КВАНТОВИХ ТОЧОК

Розрахуймо електронну зонну структуру надґрат-
ки сферичних напiвпровiдникових квантових точок,
розташованих у матрицi. Для цього розгляньмо над-
ґратку напiвпровiдникових сферичних квантових то-
чок (НСКТ), яка характеризується елементарною ко-
мiркою у виглядi прямокутної призми (рис. 1). Буде-
мо вважати, що вiдомi всi геометричнi параметри сис-
теми НСКТ: радiус КТ — R, вiдстанi мiж центрами
КТ — |ai| , i = 1, 2, 3. Розраховуючи спектр електрона,
використаймо наближення ефективних мас, яке спра-
ведливе при не дуже малих радiусах КТ (R > 2 нм)
[33]. За таких умов ефективнi маси електрона в КТ i
в матрицi (m1,m2) є вiдомими i такими, як у вiдпо-
вiдних масивних кристалах. Будемо розглядати такi
гетеросистеми, для яких сталi ґратки та дiелектричнi
проникностi обох кристалiв, з яких вони складаються,

є дуже близькими за величинами. Тодi деформацiй-
ними та поляризацiйними ефектами на межi подiлу
середовищ можна знехтувати або врахувати за теорi-
єю збурень [29].

Рис. 1. Геометрична схема НСКТ, плоский характер-
ний перетин сусiднiх КТ.

Для розрахунку спектра електрона в гетерострук-
турi використаймо наближення ступiнчатого потенцi-
алу. Також будемо вважати, що ефективна маса елек-
трона змiнює своє значення на межi подiлу в дуже ма-
лiй областi змiни координат. Тому потенцiальна енер-
ґiя та маса електрона такi:

V (r) =

{

−U0, r ≤ R,
0 , r > R,

U0 > 0, m(r) =

{

m1, r ≤ R,
m2, r > R,

де r — вiдстань електрона вiд центра КТ.
Рiвняння Шрединґера електрона сферичної КТ

розв’язуємо точно. Хвильовi функцiї станiв частинки
отримуємо у виглядi [24]:

φν (r) =

{

Ajl(kr), r ≤ R

B h
(1)
l (κr), r > R

}

· Yl m(θ, φ), (1)

де k =

√

2m1(U0+|E0
ν
|)

~2 , κ =

√

2m2E0
ν

~2 , −U0 < E0
ν < 0,

Yl m(θ, ϕ) — сферична функцiя, jl(x), h
(1)
l (x) — фун-

кцiї Бесселя i Ганкеля вiдповiдно. З умов “зшивання”
хвильової функцiї, якi враховують неперервнiсть хви-
льової функцiї та потоку ймовiрностi, можна визначи-
ти енерґiю квантових станiв електрона в КТ:

∣

∣

∣

∣

∣

jl(kR) −h(1)
l (κR)

1
m1

j′e(kR) − 1
m2

h
(1)′

l (κR)

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Для того, щоб знайти енерґетичний спектр i хви-
льовi функцiї електрона НСКТ, необхiдно розв’язати
рiвняння Шрединґера з гамiльтонiаном:

Ĥ = −~
2

2
∇ 1

m(r)
∇ + U(r), (2)
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де U(r) — перiодичний потенцiал надґратки. Че-
рез близькiсть основних параметрiв кристалiв гете-
роструктури (сталих ґратки, дiелектричних проник-
ностей) виберiмо потенцiал U(r) у виглядi суми по-
тенцiалiв квантових точок:

U(r) =
∑

n

V (r − n) , (2′)

де n = n1a1 + n2a2 + n3a3, ni = 0,±1,±2,±3, . . . .
Хвильова функцiя електрона ψ(r) повинна задово-

льняти трансляцiйну умову: ψ(r+n) = eiknψ(r). Буде-
мо цiкавитися пiдбар’єрними енерґетичними зонами
надґратки — пiдзонами, енерґiя яких значно менша
за висоту бар’єра на межi квантова точка — матри-
ця. Скористаймося наближенням сильного зв’язку, i
хвильову функцiю ψ(r) запишiмо так:

ψ(r) =
∑

n,ν

Cνe
iknφν(r − n), (3)

де φν(r) — власна функцiя оператора енерґiї електро-
на КТ (1).

Стацiонарне рiвняння Шрединґера для електрона
в НСКТ з гамiльтонiаном (2) за умови (3) набуде ви-
гляду:

Ĥ
∑

n,ν

eik·nCνφν(r − n) = E
∑

n,ν

eik·nCνφν(r − n). (4)

Домножмо рiвняння (4) на e−ikn
′

φ∗ν′(r − n
′) та про-

iнтеґруймо його за координатами. У наближеннi най-
ближчих сусiдiв отримаємо систему лiнiйних однорiд-
них рiвнянь:

∑

ν

Cν

[

(

E0
ν′ −E

)

(

δνν′ + 2

3
∑

i=1

Ai
νν′ cos(kiai)

)

+2

3
∑

i=1

[

Bi
νν′ + P i

νν′ cos(kiai)
]

]

= 0, (5)

де для зручностi введено такi позначення:

Ai
νν′ =

∫

φ∗ν′ (r − ai)φν (r) dr,

Bi
νν′ =

∫

φ∗ν′ (r)V (|r − ai|)φν (r) dr,

P i
νν′ =

∫

φ∗ν′ (r − ai)V (|r − ai|)φν (r) dr. (6)

Прирiвнявши визначник системи рiвнянь (5) до нуля,
отримаємо енерґiю електрона в надґратцi квантових
точок.

Запропонований пiдхiд можна застосувати для ши-
рокого класу НСКТ з напiвпровiдникiв, сталi ґраток
та дiелектричнi проникностi яких незначно вiдрiзня-
ються. Цю теорiю, зокрема, можна використати як
для гетероструктур напiвпровiдникiв групи A3B5, так
i для A2B6.

II. ЕНЕРҐIЇ ЕЛЕКТРОНIВ НСКТ

Розгляньмо надґратку квантових точок кубiчної
симетрiї, для якої основнi трансляцiйнi вектори
a1, a2, a3 однаковi за модулем: a1 = a2 = a3 ≡ a.
Конкретнi обчислення проведено для гетеросистеми
GaAs/AlxGa1−xAs, основнi фiзичнi величини якої за-
лежать вiд концентрацiї x алюмiнiю [34, 35]. Так,
ефективна маса електрона напiвпровiдникового сере-
довища AlxGa1−xAs визначається спiввiдношенням:

m2 = (m1 + 0.083x)m0. (7)

Тут m1 = 0.0665m0 — ефективна маса електрона
у середовищi GaAs, m0 — маса вiльного електрона
у вакуумi. Енерґiя розриву зони провiдностi крис-
тала КТ GaAs вiдносно матрицi AlxGa1−xAs U0 =
0.57

(

1.155x+ 0.37x2
)

еВ.

Рис. 2. Залежнiсть енерґiї основного стану електрона
НСКТ GaAs/Al0.2Ga0.8As вiд двовимiрного хвильового
вектора k(k1, k2, k3 = 0) (поверхня 1 вiдповiдає випадку
k3 = 0, поверхня 2 — k3 = π

a
, a — стала НСКТ).

Рис. 3. Залежнiсть енерґiї перших збуджених станiв
р-типу електрона системи GaAs/Al0.2Ga0.8As вiд двови-
мiрного хвильового вектора k (k1, k2, k3 = 0).

Пiсля числових розрахункiв отримуємо залежнос-
тi енерґiй основного (рис. 2) та перших збуджених
(рис. 3) станiв (s-, p-пiдзон) електрона НСКТ вiд хви-
льового вектора k при радiусi квантової точки R =
90 Å та вiдстанi мiж межами подiлу сусiднiх КТ d =
6 Å в надґратцi GaAs/Al0.2Ga0.8As. Для основної пiд-
зони функцiї E = E(k1, k2, k3 = const) є монотонно
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зростаючими функцiями за умови збiльшення k1, k2,
а при k1, k2 = 0 отримуємо мiнiмум енерґiї. Подiбно
поводить себе й перший збуджений стан pz-типу (по-
верхня 3, рис. 3). Кожна з поверхонь E = E(k1, k2, 0),
яка вiдповiдає станам px i py (поверхнi 1,2 на рис.3),
збiгається з iншою при поворотi на 900 в k-просторi
навколо осi абсцис. Обчислення енерґiї p-мiнi-зон по-
казали, що незалежно вiд симетрiї хвильової функцiї
змiна k3 в областi зони Брiллюена веде до змiни поло-
ження поверхонь в однакових межах. Отже, проведе-
ний аналiз показує, що ширина пiдзон однакова для
рiзних станiв (px, py, pz), незважаючи на рiзнi закони
дисперсiї електронiв у пiдзонах.

Досi ми аналiзували електронний енерґетичний
спектр надґратки GaAs/Al0.2Ga0.8As. Дослiдимо
вплив змiни концентрацiї Al на ширину s-подiбної пiд-
зони електрона у квантовiй точцi GaAs. Iз рис. 4 вид-
но, що ∆E = ∆E(R) є монотонно спадною функцiєю
вiд R. За рiзних концентрацiях Al маємо рiзну швид-
кiсть змiни ширини мiнi-зони при змiнi розмiрiв КТ.
Обчислення показали також, що зi зменшенням перiо-
ду надґратки збiльшується ширина енерґетичних зон
i вiдбувається їх зсув у високоенерґетичну область.
Отриманi результати можна пояснити збiльшенням
перекриття хвильових функцiй електронiв, що пере-
бувають у сусiднiх квантових точках.

Рис. 4. Залежнiсть ширини s-пiдзони електрона вiд ра-
дiуса КТ GaAs/AlxGa1−xAs при d = 6 Å та рiзних значен-
нях x = 0.2, 0.3, 0.4, 1.0.

Закони дисперсiї 1s- та 1p-пiдзон отриманi з систе-
ми рiвнянь (5), яка, своєю чергою, одержана за умови
нехтування впливом станiв неперервного спектра на
дослiджуванi стани. Для оцiнки величин радiусiв КТ,
при яких можна зробити зазначене наближення, роз-
гляньмо рiвняння Шрединґера з гамiльтонiаном (2),
(2′):



− ~
2

2m
∇ 1

m(r)
∇ + V (r)+

∑

n6=0

V (r − n)



ψ (r) = Eψ (r) .

Першi два доданки є гамiльтонiаном електрона в КТ,
а третiй будемо вважати малим збуренням. Друга по-
правка для енерґiї 1pz-стану зумовлена впливом ста-

нiв неперервного спектру

E(2) = −
∫ |W1pz ,k|2
∣

∣E0
1p

∣

∣+ ~2k2

2me

d3k,

де

W1pz ,k =
∑

n6=0

∫

φ1pz
(r)V (r− n)

1√
2π
eikrd3r,me

=
√
m1m2.

Результати обчислень електронних станiв гетеро-
системи GaAs/AlAs подано в табл. 1. З порiвняння
енерґiй рiвнiв незбуреної задачi та величин поправок
до енерґiї E(2) видно, що для R > 25 Å можна знехту-
вати впливом станiв з неперервним спектром на пiд-
бар’єрнi стани електрона в надґратцi. Тому в роботi
розглядають надґратки з R ≥ 30 Å.

R, Å E0
1s,meB E0

1pz
,meB E(2)

21.7 −471.15 −9.94 −27.64

25 −552.21 −135.72 −4.91

30 −642.91 −306.23 −0.81

40 −754.64 −530.80 −0.08

60 −856.54 −739.61 −0.005

Таблиця 1.

III. ГУСТИНА ЕЛЕКТРОННИХ СТАНIВ
ТА КОЕФIЦIЄНТ МIЖПIДЗОННОГО

ПОГЛИНАННЯ СВIТЛА НСКТ

Якщо на надґраткову систему КТ падає монохро-
матична електромагнiтна хвиля, поляризацiя якої за-
дається вектором ξ, що характеризується векторним
потенцiалом

A = − ic
ω
ξA0e

i(χr−ωt),

то взаємодiя електромагнiтної хвилi з електроном за-
дається оператором

_

H
′

=
e~

m0ω
ei(χr−ωt)A0 (ξ,∇) ,

де A0 — амплiтуда векторного потенцiалу, χ, ω — хви-
льовий вектор та частота хвилi.

Iмовiрнiсть переходу електрона з пiдзони ν в пiдзо-
ну ν′ визначає фактично спостережуваний на дослiдi
коефiцiєнт поглинання, який визначається рiзницею
енерґiї поглинутого та випромiненого свiтла [36]

α =
2 (2πe~)

2

V m2
0ωc

√
ε1

(8)

×
∑

ν,ν′

|(ξ,Jνν′)|2 (f (ν) − f (ν′)) δ (Eν′ −Eν − ~ω) ,
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Jνν′ =
∫

ψ∗
ν′eiχr∇ψν d

3r — матричний елемент кван-
тового переходу електрона зi стану ν у стан ν ′,
f(ν), f(ν′) — функцiї розподiлу електронiв у вiдпо-
вiдних пiдзонах.

Дослiдiмо поглинання свiтла для прямих електрон-
них переходiв. Матричний елемент такого електрон-
ного переходу з 1s- в 1p-пiдзону в дипольному набли-
женнi (χa� 1)

J1s;1p (k) = a∗1pa1s

{

∫

φ0∗
1p (r)∇φ0

1s (r) d3r +
∑

n0

eikn0

∫

φ0∗
1p (r + n0)∇φ0

1s (r) d3r

}

, (9)

де

a{ 1s

1p
} =

(

1 +
∑

n0

eikm0

∫

φ0∗

{ 1s

1p
} (r + m0)φ

0

{ 1s

1p
} (r)

)− 1

2

,

n0 — вектори трансляцiї сусiднiх (iз нульовою) квантових точок (n0 = n1a1 + n2a2 + n3a3, ni = ±1, i = 1, 2, 3).

Нехай свiтло лiнiйно поляризоване вздовж осi Oz.
Обчислення показали, що в дипольному наближеннi
переходи електрона дозволенi лише мiж 1s- та 1pz-
пiдзонами. Отже, |ξJ1s,1p|2 =

∣

∣Jz
1s,1pz

∣

∣

2
. Квадрат мат-

ричного елемента
∣

∣Jz
1s,1pz

(k)
∣

∣

2
для рiзних величин

хвильового вектора в НГКТ GaAs/AlAs є плавною
функцiєю i приймає максимальне значення при k = 0

(рис. 5). Iз рисунка видно, що змiна
∣

∣Jz
1s,1pz

(k)
∣

∣

2
неве-

лика в усiй областi визначення. Зокрема,

∣

∣Jz
1s,1pz

(0)
∣

∣

2 −
∣

∣Jz
1s,1pz

(π
a
)
∣

∣

2

Jz
1s,1pz

(0)
=

0.19, R = 40 Å
0.08, R = 60 Å.

Цей результат дає змогу в рiвняннi (8) вважати
∣

∣Jz
1s,1pz

(k)
∣

∣

2
слабозмiнною величиною. Тодi у форму-

лi для коефiцiєнта мiжпiдзонного поглинання лiнiйно
поляризованого свiтла величину

∣

∣Jz
1s,1pz

(k)
∣

∣

2
можна

винести з-пiд знака суми (iнтеґрала) в деякiй серед-
нiй точцi зони Брiллюена. Отримаємо, що

α (ω) =
2 (2πe~)

2

V m2
0ωc

√
ε1

|Jz(kc)|2

×
∑

k

(f1s − f1pz
) δ (E1pz

(k) −E1s(k) − ~ω) . (10)

Розгляньмо випадок, коли 1s-пiдзона заповнена, а
1pz-пiдзона вiльна, тобто f1s = 1, а f1pz

= 0.
Обчислюючи коефiцiєнт поглинання, необхiдно у

формулi (10) перейти вiд суми до iнтеграла за хви-
льовим вектором згiдно з правилом:

∑

k

. . . =
V

(2π)
3

∫

dk . . .,

а потiм iнтегрування за k замiнити iнтеґруванням за
енерґiєю, увiвши комбiновану густину станiв:

1

(2π)3

∫

dk δ (E1p,0(k) −E1s(k) − ~ω)

=

∫

dE ρ(Ẽ)δ
(

Ẽ − ~ω
)

= ρ(~ω).

Отже,

α (ω) =
2 (2πe~)

2

m2
0ωc

√
ε1

|Jz(kc)|2 ρ (~ω) . (10′)

Вiдомо [36], що комбiнована густина станiв,

ρ
(

Ẽ
)

=
1

8π3

∮

dS
∣

∣

∣
gradkẼ (k)

∣

∣

∣

, (11)

де Ẽ(k) = E1p,m(k) −E1s(k), а dS — елемент iзоенер-
ґетичної поверхнi Ẽ(k) = const. Якщо цю поверхню
задати рiвнянням k3 = ε1 (k1, k2), де ε1 (k1, k2) — ди-
ференцiйована функцiя в областi D (k1, k2), то повер-
хневий iнтеґрал обчислюємо за формулою [37]:

ρ
(

Ẽ
)

≡ 1

(2π)
3 (12)

×
∫∫

D(k1,k2)

dk1dk2

√

1 +
(

∂ε1(k1,k2)
∂k1

)2

+
(

∂ε1(k1,k2)
∂k2

)2

∣

∣

∣
grad Ẽ (k1, k2, ε1 (k1, k2))

∣

∣

∣

.

Перш нiж приступити до обчислення коефiцiєнта
мiжпiдзонного поглинання свiтла при переходi елект-
ронiв з 1s- в 1pz-пiдзону, проаналiзуймо детально за-
лежностi ρ = ρ(E) для всiх розглядуваних пiдзон зо-
крема.

Дослiдження густини станiв у пiдзонах вимагає ви-
яснення особливих точок зони Брiллюена. Щоб обчис-
лити вiдповiднi поверхневi iнтеґрали типу (11), необ-
хiдно звести їх до кратних iнтеґралiв зi змiнними ме-
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жами iнтеґрування. Iнтеґрал виду (12) для однiєї пiд-
зони є гладкою функцiєю при всiх значеннях k1, k2,
крiм тих, коли знаменник дорiвнює нулевi:

|gradE (k1, k2, ε1 (k1, k2))| = 0. (13)

Якщо виконується умова (13), то iнтеґрал має особли-
востi. Це так званi критичнi точки Ван-Гова першого
та другого роду.

Рис. 5. Залежнiсть квадрата матричного елемента
˛

˛Jz

1s,1pz
(k)

˛

˛

2
вiд хвильового вектора k(k1, k2, 0) для рiзних

радiусiв КТ: 1 — R = 60 Å, 2 — R = 40 Å.

Залежнiсть густини електронних станiв зазначених
пiдзон в НСКТ GaAs/AlAs вiд енерґiї для рiзних радi-
усiв КТ зображена на рис. 6. Кривi 1,2,3 вiдповiдають
функцiям ρ = ρ (E) для НСКТ з рiзними величина-
ми радiусiв квантових точок: R = 60 Å, 45Å, 35Å за
умови, що вiдстань мiж КТ дорiвнює 6Å, що вiдпо-
вiдає сталiй ґратки кристала GaAs. Залежнiсть, що
подана кривою 4 на рис. 6,а, вiдповiдає ρ = ρ (E), за
умови знехтування iнтеґралами перекриття хвильо-
вих функцiй електрона сусiднiх КТ. Таке наближен-
ня використовують у зоннiй теорiї сильного зв’язку
кристалiв [36].

Iз рисунка видно, що зi зменшенням розмiрiв КТ
ширина пiдзон та область енерґiй, де ρ (E) 6= 0, сут-
тєво збiльшується з одночасним зсувом у високоенер-
ґетичну область та зменшенням максимумiв густи-
ни станiв. Причому зменшення розмiрiв КТ веде до
збiльшення порушення симетрiї кривої 3 порiвняно з
4 (штрихова крива) в залежностi ρ (E). Це зрозумi-
ло з фiзичних мiркувань, бо зменшення розмiрiв КТ
веде до зростання енерґiї електронiв, що й полегшує
тунелювання в матрицю, а отже i зростання iнтеґра-
ла перекриття хвильових функцiй. Обчислення по-
казали, що, незважаючи на особливостi, ρ (E) зали-
шається скiнченним. Критичнi точки першого роду
є чотирьох типiв: особлива точка типу M0 (мiнiмум),
M3 (максимум) та сiдловиднi точкиM1,M2. Критичнi
точки необхiдно знати, дослiджуючи структури пiд-
зон. Справдi, поблизу них густина станiв змiнюється

найшвидше, а в областi мiж ними функцiї густин ста-
нiв гладкi. Мiж критичними точками M2 та M ′

1 ви-
никає плато. Це, однак, є характерною рисою лише
1p-пiдзон, бо в 1s-пiдзонах плато вiдсутнє.

Рис. 6. Залежнiсть сумарної густини станiв 1s-пiдзон
(рiс. 6,а) та 1p-пiдзон (рiс. 6,б) електронiв в НСКТ
GaAs/AlAs вiд енерґiї для рiзних радiусiв КТ: 1 —
R = 60 Å, 2 — R = 45 Å, 3 — R = 35 Å.

Дослiдiмо тепер, як впливають на форму та вели-
чину густини станiв ρ (E) основнi параметри дослi-
джуваних систем. Iз цiєю метою обчислено та зобра-
жено на рис. 7 залежнiсть густини станiв 1s-пiдзони
вiд енерґiї при R = 60 Å для рiзного типу струк-
тур: 1 — GaAs/AlAs, 2 — GaAs/Al0.4Ga0.6As, 3 —
GaAs/Al0.3Ga0.7As, 4 — GaAs/Al0.2Ga0.8As. Як було
сказано вище, кожна зi структур характеризується
рiзними матерiальними параметрами, а саме, ефек-
тивними масами та висотами потенцiального бар’єра.
З рисунка видно, що зменшення концентрацiї алюмi-
нiю (зменшення висоти потенцiального бар’єра) при-
водить до збiльшення ширини зони та зменшення
максимальних значень густини станiв та порушення
симетрiї кривих густини станiв.

Формули (10), (10′) дають змогу обчислити коефi-
цiєнт поглинання при мiжпiдзонних переходах з 1s- в
1p-пiдзону електрона. При цьому необхiдно обчисли-
ти комбiновану густину станiв (11). Особливiстю об-
числень комбiнованої густини станiв є наявнiсть кри-
тичних точок другого роду:

grad
k
E1s(k) = grad

k
E1pz

(k) 6= 0. (14)
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Рис. 7. Залежнiсть ρ = ρ (E) для 1s-пiдзони при
R = 60 Å, d = 6 Å для рiзного типу струк-
тур: 1 — GaAs/AlAs, 2 — GaAs/Al0.4Ga0.6As, 3 —
GaAs/Al0.3Ga0.7As, 4 — GaAs/Al0.2Ga0.8As.

Рис. 8a. Коефiцiєнт мiжпiдзонного поглинання свiтла
для НСКТ GaAs/AlxGa1−xAs з R = 60 Å при рiзних зна-
ченнях x: 1 — x = 0, 3; 2 — x = 0, 4; 3 — x = 1, 0.

Рис. 8b. Коефiцiєнт мiжпiдзонного поглинання свiт-
ла для НСКТ GaAs/AlAs для рiзних радiусiв КТ: 1 —
R = 35 Å, 2 — R = 45 Å, 3 — R = 60 Å.

Енерґiя електрона є парною функцiєю хвильового
вектора, а отже, градiєнт grad

k
E1s(k) та grad

k
E1p(k)

будуть непарними функцiями. Тому, якщо в центрi зо-
ни Брiллюена енерґетичнi зони не виродженi, то там
є критична точка першого роду. Умова (14) може ви-

конуватися при довiльних значеннях k i залежить вiд
явного вигляду законiв дисперсiї E1s(k) та E1pz

(k).
Через це критичнi точки другого роду трапляються
частiше, нiж першого.

На рис. 8,а подано залежнiсть безрозмiрного ко-
ефiцiєнта мiжзонного поглинання свiтла при пря-
мих електронних переходах вiд енерґiї фотона для
радiуса КТ R = 60 Å рiзних типiв НСКТ: 1
— GaAs/Al0.3Ga0.7As, 2 — GaAs/Al0.4Ga0.6As, 3 —
GaAs/AlAs. Видно, що зменшення концентрацiї алю-
мiнiю спричиняє збiльшення максимумiв та зменшен-
ня симетрiї кривих α = α(ω). На рис. 8,b подано за-
лежнiсть α = α(ω) для НСКТ GaAs/AlAs при рiзних
радiусах КТ. Видно, що для цих надґраток коефiцiєнт
поглинання характеризується двома яскраво вираже-
ними максимумами, вiдстань мiж якими зменшується
зi збiльшенням радiуса КТ.

IV. ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

У запропонованiй статтi дослiджено тривимiр-
ну надґратку сферичних квантових точок кристала
GaAs у матрицi AlxGa1−xAs (x = 0.2, . . . , 1.0). У ме-
жах наближення сильного зв’язку отримано i про-
аналiзовано закони дисперсiї електронiв розгляданої
надґраткової системи, який є рядом пiдзон. Деталь-
но обчислено залежнiсть E = E(k) для 1s- та трьох
(px, py, pz) пiдзон бiльших енерґiй для рiзних радiусiв
КТ та концентрацiй Al у матрицi AlxGa1−xAs.

Зважаючи на те, що в надґратках вiдстань мiж
1s- та 1p-пiдзонами дорiвнює декiлька десяткiв меВ,
при низьких температурах їх можна експерименталь-
но видiлити. Тому значна частина роботи стосувала-
ся визначення залежностi густини електронних станiв
вiд енерґiї в зазначених пiдзонах. Iз цiєю метою вста-
новлено для кожної пiдзони особливi точки Ван-Хова
й показано, що густина станiв як функцiя енерґiї сут-
тєво залежить вiд розмiру КТ, вiдстаней мiж КТ та
концентрацiї Al, яка веде до змiни висоти потенцiаль-
ного бар’єра.

У завершальнiй частинi роботи розглянуто випа-
док, коли 1s-пiдзона повнiстю заповнена й гетеросис-
тема взаємодiє з лiнiйно поляризованою електромаг-
нiтною хвилею, енерґiя фотонiв якої близька до вiд-
станi мiж 1s- та 1p-пiдзонами. Коефiцiєнт поглинання
для прямих мiжпiдзонних переходiв виражається че-
рез квадрат матричного елемента електронного пере-
ходу та комбiнованої густини станiв. Обчислення по-
казали, що в дипольному наближеннi електроннi пе-
реходи дозволенi мiж 1s- та 1pz-пiдзонами. Коефiцi-
єнт поглинання характеризується двома максимума-
ми, що вiдповiдають переходам електронiв з хвильо-
вими векторами в центрi та на краю зони Брiллюена.
Залежнiсть задається кусковою функцiєю. Зрозумi-
ло, що в реальних умовах функцiя буде гладкою, бо
в теорiї не враховано ряду факторiв: дисперсiя КТ за
розмiрами, релаксацiйнi процеси, що пов’язанi з роз-
сiянням електронiв на фононах та домiшках надґрат-
кової гетеросистеми.
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LIGHT ABSORPTION COEFFICIENT CAUSED BY SUB-BAND TRANSITIONS
OF ELECTRONS IN SPHERICAL QUANTUM DOT SUPERLATTICES

V. I. Boichuk, I. V. Bilynsky, R. I. Pazyuk
Franko Drohobych Pedagogical University, Department of Theoretical Physics,

Franko St., 24, Drohobych, 82100, Ukraine

We analyze the electron energy spectrum in three-dimensional arrays of semiconductor quantum dots (QD) as
a model of 3D-superlattice and its optical properties. Some numerical simulations have been suggested for the real
spherical AlxGa1−xAs quantum dot superlattice, where the concentration of Al changes within x = 0.2, . . . , 1.0.
In the tight-binding approximation, the dispersion law of electrons is obtained and analyzed. The dependence of
the electron energy on the wave vector for 1s- and three (m = 0,±1) 1p-sub-bands for QDs of different radii and
Al concentrations in the matrix of AlxGa1−xAs are calculated in details. The dependences of density of electron
states on energy in the 1s- and 1p-sub-bands are obtained. It is shown that the density of states as a function of
energy depends strongly on the QD size, distances between QDs and concentration x. Subsequetly, we can control
the electronic band structure of this spherical quantum dot superlattice when some parameters of the system
are changed. The absorption coefficient of direct sub-band transitions is written in terms of a squared matrix
element of the electronic transition and combined density of states. The conducted calculations have shown that
in the dipole approximation electronic transitions are allowed between the sub-bands with m = 0. The absorption
coefficient is characterized by two peaks that correspond to the electron wave vector in the center and at the edge
of the Brillouin zone.
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