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Метод суперсиметричної квантової механiки застосовано до знаходження квазiточно роз-
в’язуваних (КТР) потенцiалiв для систем iз масою, що є функцiєю вiд координат. Дослiджено
умови, за яких ґенеруюча функцiя, маючи синґулярну поведiнку, приводить до несинґулярної
потенцiальної енергiї. Розглянуто приклади КТР-потенцiалiв iз двома станами, якi породжу-
ються як синґулярними так i несинґулярними ґенеруючими функцiями. Для них знайдено
точнi хвильовi функцiї двох довiльних рiвнiв.
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I. ВСТУП

Залежнiсть маси вiд координат виявляється в бага-
тьох квантовомеханiчних задачах, i зокрема в ядернiй
фiзицi [1], теорiї квантових рiдин [2] та металiчних
кластерiв [3], у фiзицi неоднорiдно леґованих напiв-
провiдникiв, рiзних гетеросистем [4,5].

З iншого боку, завжди був iнтерес до знаходження
точних розв’язкiв квантовомеханiчних задач, зважа-
ючи на їх важливiсть як iз загальнотеоретичних мiр-
кувань, так i з погляду реалiзацiї ефективних алґо-
ритмiв пошуку наближених розв’язкiв. Тому пробле-
мi одержання точних розв’язкiв для систем iз масою,
що залежить вiд координат, було присвячено низку
робiт [6–15]. Звертаємо увагу, зокрема i на пiдруч-
ник з квантової механiки [16], у якому розглянуто цю
проблему. До знаходження точних розв’язкiв засто-
совано також i метод суперсиметричної квантової ме-
ханiки [12, 14]. Однак кiлькiсть точно розв’язуваних
задач обмежена. Тому цiкавою й важливою є задача
пошуку квазiточно розв’язуваних (КТР) потенцiалiв,
для яких можна точно знайти кiлька енерґетичних
рiвнiв i вiдповiдних хвильових функцiй [17–23]. Серед
них квазiточно розв’язуванi потенцiали з масою, за-
лежною вiд координат [20,23–25]. Зазначимо, що хоча
дослiдження КТР-потенцiалiв проводять досить дав-
но, досi ця тематика все ще актуальна (див., напри-
клад, працi [21,22] та посилання в них). У роботi [17]
методику суперсиметричної квантової механiки було
розширено для ґенерування КТР-потенцiалiв. У на-
шiй попереднiй роботi ми застосували цей пiдхiд до
систем iз координатнозалежною масою [26]. У цiй ро-
ботi ми застосовуємо її до знаходження точних роз-
в’язкiв для двох станiв квантово-механiчних систем iз
координатнозалежною масою для яких суперпотенцi-
ал чи ґенеруюча функцiя є синґулярнi. У цьому ви-
падку вдається одержати точнi розв’язки для двох
довiльних станiв.

II. ГАМIЛЬТОНIАН ЧАСТИНКИ З МАСОЮ,
ЗАЛЕЖНОЮ ВIД КООРДИНАТ

При вивченнi систем iз координатно залежною ма-
сою виникають важливi загальнофiзичнi проблеми,
пов’язанi з упорядкуванням некомутативних опера-
торiв координати та iмпульсу в операторi кiнетичної
енерґiї [27, 28]. Запропоновано декiлька схем упоряд-
кування операторiв. Ми базуватимемося на двопара-
метричнiй формi оператора кiнетичної енерґiї Рос-
са [29], гамiльтонiан якого має вигляд

H = − ~2

4

[
mδ′

(x)∇mκ′
(x)∇mλ′

(x)

+ mλ′
(x)∇mκ′

(x)∇mδ′
(x)
]

+ V (x), (1)

де V (x) — потенцiал, δ′, κ′, λ′ — параметри, що за-
довольняють умову δ′ + κ′ + λ′ = −1.

Подавши m(x) як

m(x) = m0M(x),
(2)

M(x) =
1

f2(x)
,

гамiльтонiан для одновимiрного випадку можна запи-
сати так [14]:

H = − ~2

2m0

√
f(x)

d

dx
f(x)

d

dx

√
f(x) + Veff(x), (3)

де f(x) > 0, Veff(x) — деякий ефективний потенцi-
ал, вигляд якого залежить вiд способу впорядкуван-
ня операторiв у кiнетичнiй енерґiї гамiльтонiана. Пе-
рехiд до iншого способу впорядкування приводить до
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змiни Veff(x), тому говорити про спосiб упорядкуван-
ня має сенс лише разом iз Veff(x).

Уводимо деформований оператор iмпульсу, визна-
чений як

P =
√
f(x)p

√
f(x), (4)

гамiльтонiан зводимо до

H =
P 2

2m0
+ Veff(x). (5)

При цьому оператор P повинен задовольняти вимо-
гу ермiтовостi, забезпечення якої вимагає виконання
умови [14]

lim
x→±∞

|ψ(x)|2f(x) = 0. (6)

III. СУПЕРСИМЕТРИЧНА КВАНТОВА
МЕХАНIКА ДЛЯ ЧАСТИНКИ З МАСОЮ,

ЗАЛЕЖНОЮ ВIД КООРДИНАТ

Для дослiдження енерґетичного спектра систем за-
пишiмо гамiльтонiан (5) у факторизованому виглядi

H = B+B− + ε0, (7)

де ε0 — енерґiя основного стану. Без утрати загаль-
ностi надалi покладемо ε0 = 0, вибравши вiдповiдно
початок вiдлiку енерґiї системи. Пов’яжемо iз гамi-
льтонiаном системи H один з SUSY-партнерiв H±, а
саме, H− = B+B−. Гамiльтонiани суперсиметричних
партнерiв мають вигляд

H± = B∓B± =
1
2

(
P 2 + V±(x)

)
, (8)

де

B± =
1√
2
(∓iP +W (x)), (9)

V± = W 2(x)± f(x)W ′(x), (10)

W (x) — суперпотенцiал, W ′(x) = dW (x)
dx — похiдна вiд

суперпотенцiалу за координатою, cталу Планка тут i
надалi покладаємо ~ = 1.

Оскiльки H = H−, то

Veff(x) = V−(x) = W 2(x)− f(x)W ′(x). (11)

Рiвняння для енерґетичного спектра суперсимет-
ричних партнерiв запишемо як

H±ψ
±
n (x) = E±n ψ

±
n (x), n = 0, 1, 2 ... . (12)

Спектри суперсиметричних партнерiв H+ i H− збiга-
ються крiм, можливо, лише стану з нульовою енер-
ґiєю. Якщо стан iз нульовою енерґiєю належить
операторовi H−, то хвильова функцiя цього стану
внаслiдок того, що гамiльтонiан H− представлено у
факторизованому виглядi, задовольнятиме рiвняння
B−ψ−0 (x) = 0 та матиме вигляд

ψ−0 (x) =
C−0√
f(x)

exp
(
−
∫
W (x)
f(x)

dx

)
, (13)

де C−0 — константа нормування. Необхiдною умовою
нормування хвильової функцiї є

sign(W (±∞)) = ±1. (14)

IV. КТР-ПОТЕНЦIАЛИ З ОДНИМ РIВНЕМ

Метод суперсиметричної квантової механiки ми за-
стосуємо для ґенерування квазiточно розв’язуваних
(КТР) потенцiалiв, у полi яких рухаються частин-
ки, маса яких залежить вiд координат. Як видно iз
(13), вибираючи рiзнi суперпотенцiали W (x) та фун-
кцiї f(x), можна знайти розв’язок для одного стану
системи. У цiй статтi ми розглянемо несинґулярнi по-
тенцiали, якi в найпростiшому випадку можна одер-
жати використовуючи несинґулярний суперпотенцiал
W (x). Несинґулярний потенцiал можна також одер-
жати, використовуючи синґулярний суперпотенцiал.
Зокрема, нехай W (x) має простi полюси в точках xp

k
iз такою поведiнкою в їх околi:

W (x)=
A−1

x− xp
k

+A0 +A1(x− xp
k) +O((x− xp

k)2). (15)

Розклавши в околi точки xp
k функцiю f(x) у ряд з точ-

нiстю до квадратичних внескiв, одержимо потенцiал
V−(x)

V−(x) =
A2
−1 + f(xp

k)A−1

(x− xp
k)2

+
2A0A−1 + f ′(xp

k)A−1

x− xp
k

+ A2
0 + 2A1A−1 − f(xp

k)A1 +
1
2
A−1f

′′(xp
k) +O(x− xp

k). (16)

Потенцiал V−(x) буде несинґулярним у двох випадках:
a) якщо

.A−1 = 0 (17)
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Тут несинґулярним буде як потенцiал V−(x), так i суперпотенцiал W (x)

V−(x) = A2
0 −A1f(xp

k) + 2A1A−1 +
1
2
A−1f

′′(xp
k) +O(x− xp

k),

W (x) = A0 +A1(x− xp
k) +O((x− xp

k)2); (18)

b) якщо ж

A−1 = −f(xp
k),

A0 = −1
2
f ′(xp

k), (19)

то V−(x) набуває скiнченного в точках синґулярностi W (x) значення, а саме:

V−(x) =
1
4

(
f ′(xp

k)
)2

− 3A1f(xp
k) +

1
2
f(xp

k)f ′′(xp
k) +O(x− xp

k), (20)

W (x) = −
f(xp

k)
(x− xp

k)
− 1

2
f ′(xp

k) +A1(x− xp
k) +O((x− xp

k)2). (21)

Зазначимо, що потенцiальна енерґiя суперсимет-
ричного партнера у цьому випадку буде синґулярною.

Пiдставляючи знайденi суперпотенцiали у (13),
знайдемо, що у випадку (a) хвильова функцiя є ана-
лiтичною функцiєю й в околi точки xp

k матиме такий
вигляд:

ψ0(x) ∼ (x− xp
k). (22)

У випадку (b) при A−1 = −f(xp
k) i A0 = 1

2f
′(xp

k)
поведiнка хвильової функцiї в околi особливих точок
буде такою:

ψ0(x) ∼ |x− xp
k|. (23)

Щоб одержати хвильову функцiю, похiдна вiд якої
буде неперервною функцiєю, врахуємо той факт, що
якщо на деякому промiжку хвильова функцiя ψ0(x)
задовольняє рiвняння Шрединґера, то i хвильова
функцiя −ψ0(x) на цьому ж промiжку задовольняє
те саме рiвняння. Завдяки цьому можна змiнити знак
функцiї в деяких областях, роздiлених нулями функ-
цiї, так, щоб i сама хвильова функцiя, i її похiдна були
неперервними функцiями. Для цього потрiбно зроби-
ти замiну |x−xp

k| → (x−xp
k). Тодi поведiнка хвильової

функцiї буде такою:

ψ0(x) ∼ (x− xp
k). (24)

Тут хвильова функцiя з нульовою енерґiєю має стiль-
ки ж вузлiв, скiльки полюсiв має суперпотенцiал (n), i
вона вiдповiдає n— ному збудженому становi. Енерґiя
ж основного стану в цьому разi буде також вiд’ємною.

Приклад 1.

Спочатку розгляньмо несинґулярний суперпотнцi-
ал W (x), який виберiмо таким:

W (x) = A tanh(x). (25)

Використавши функцiю, що описує залежнiсть маси
вiд координат у такому виглядi:

f(x) =
β

cosh(x)
(26)

приходимо до такого несинґулярного потенцiалу

V−(x) = A2 tanh2(x)− Aβ

cosh3(x)
. (27)

Точна хвильова функцiя основного стану для тако-
го потенцiалу є такою:

ψ(x) ∼

√
cosh(x)

β
exp (−Aβ cosh(x)) (28)

й описує локалiзованi стани.
Для цього ж суперпотенцiалу та функцiї f(x), рiв-

ної

f(x) = β cosh2(x), (29)

несинґулярний потенцiал має вигляд

V−(x) = A2 tanh2(x)−Aβ (30)

i приводить до точної хвильової функцiї основного
стану

ψ(x) ∼ 1√
β cosh(x)

exp
(

−A
2β cosh2(x)

)
, (31)

що також описує локалiзованi стани. Проте вона не
задовольняє умову (6) i не належить до фiзичних

3002-3



O. ВОЗНЯК, В. М. ТКАЧУК

розв’язкiв.

Приклад 2.

Тепер розгляньмо випадок, коли W (x) має особли-
востi. Зокрема виберiмо суперпотенцiал

W (x) =
x2 − 1
x

, (32)

який має особливiсть у точцi x = 0, а функцiю, що
описує залежнiсть маси вiд координат, такою:

f(x) = x2 + 1. (33)

Несинґулярний потенцiал, що вiдповiдає цьому ви-
падковi, є сталим i дорiвнює

V−(x) = −4. (34)

Хвильова функцiя стану з нульовою енерґiєю, яка вiд-
повiдає такому потенцiалу, дорiвнює

ψ0(x) ∼
x

(x2 + 1)
3
2

(35)

й описує зв’язанi стани, iснування яких цiлком пов’я-
зане iз залежнiстю маси системи вiд координат. Проте
вона, як i в попередньому прикладi, не задовольняє
умову (6) i не належить до фiзичних розв’язкiв.

V. КТР-ПОТЕНЦIАЛИ IЗ ДВОМА РIВНЯМИ

Для одержання ще одного власного стану операто-
раH− врахуємо, що власнi значення та власнi функцiї
гамiльтонiанiв H+ i H− пов’язанi суперсиметричними
перетвореннями

E−n+1 = E+
n , E

−
0 = 0, (36)

ψ−n+1(x) =
1√
E+

n

B+ψ+
n (x), (37)

ψ+
n (x) =

1√
E−n+1

B−ψ−n+1(x). (38)

Розглянувши гамiльтонiан H+, який є суперсимет-
ричним партнером оператора H−, та знайшовши його
основний стан, ми тим самим одержимо перший збу-
джений стан оператора H−. Використовуючи супер-
симетричнi перетворення (36), запишемоH+ у такому
виглядi:

H+ = H1
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (39)

що приводить до спiввiдношення мiж потенцiалами
суперсиметричних партнерiв

V+(x) = V
(1)
− (x) + ε, (40)

де B±1 та V (1)
− (x) заданi виразами (9) та (10) з новим

суперпотенцiалом W1(x), а ε — енерґiя основного ста-
ну гамiльтонiана H+, тодi як енерґiя основного стану
H− — нульова.

Суперпотенцiали W (x) та W1(x) задовольняють
рiвняння

W 2
0 (x) + f(x) W ′

0(x) = W 2
1 (x)− f(x) W ′

1(x) + 2ε. (41)

Хвильова функцiя оператора H+ з енерґiєю E = ε
задовольняє рiвняння B−1 (x)ψ+

1 (x) = 0, розв’язком
якого є

ψ+
1 (x) =

C+
1√
f(x)

exp
(
−
∫
W1(x)
f(x)

dx

)
. (42)

Застосовуючи суперсиметричнi перетворення (37) до
ψ+

1 (x), одержимо хвильову функцiю збудженого ста-
ну з енерґiєю E = ε гамiльтонiана H−

ψ−1 (x) =
C−1√
f(x)

W+(x) exp
(
−
∫
W1(x)
f(x)

dx

)
, (43)

де W+(x) = W1(x) +W (x).
Iз рiвняння (41) не вдається знайти нi W (x), анi

W1(x), але можна знайти таку пару величин W (x) i
W1(x), якi задовольнятимуть це рiвняння. Для цього,
крiм W+(x), уведемо ще одну величину W−(x). Тобто

W+(x) = W1(x) +W (x),
(44)

W−(x) = W1(x)−W (x),

за допомогою яких рiвняння (41) записуємо як

f(x) W ′
+(x) = W+(x) W−(x) + 2ε. (45)

Це нове рiвняння можна розв’язати як щодо W−(x)
для заданого W+(x), так i навпаки. Ми виразимо роз-
в’язок через W+(x), яка буде ґенеруючою функцiєю
для КТР-потенцiалiв. Тодi

W−(x) =
f(x) W ′

+(x)− 2ε
W+(x)

, (46)

а

W (x) =
1
2

(
W+(x)−

f(x) W ′
+(x)− 2ε

W+(x)

)
,

(47)

W1(x) =
1
2

(
W+(x) +

f(x) W ′
+(x)− 2ε

W+(x)

)
.

Тут, як i ранiше, розглядатимемо несинґулярнi по-
тенцiали V−(x). Вимога несинґулярностi потенцiалу
накладає обмеження на ґенеруючу функцiю W+(x).

Несинґулярнi ґенеруючi функцiї

Розгляньмо випадок, коли W+(x) має простi нулi в
точках x0

k, тобто в околi нулiв поведiнкаW+(x) є така:
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W+(x) = W ′
+(x0

k) (x− x0
k) +

1
2
W ′′

+(x0
k) (x− x0

k)2

+ O(x− x0
k). (48)

Нулi функцiї W+(x) спричиняють синґулярностi су-
перпотенцiалу W (x). Розклавши в околi точок x0

k
функцiю, що описує залежнiсть маси вiд координат,
у ряд Тейлора з точнiстю до (x − x0

k)2 i пiдставив-
ши цi розклади у вираз для W+(x) та обмежившись
лiнiйними внесками одержимо

W (x) = −
(f(x0

k)
2

− ε

W ′
+(x0

k)

) 1
(x− x0

k)

−
W ′′

+(x0
k)

2W ′
+(x0

k)

(f(x0
k)

2
+

ε

W ′
+(x0

k)

)
− f ′(x0

k)
2

+O(x− x0
k). (49)

Поведiнка суперпотенцiалу W1(x) в околi x0
k подiбна

до W (x), але має протилежний знак. Цей суперпо-
тенцiал спричиняє таку поведiнку в околi точки x0

k
потенцiалу V−(x):

2V−(x) =
(( ε

W ′
−(x0

k)

)2

−
(f(x0

k)
2

)2)
(50)

×
( 1

(x− x0
k)2

−
W ′′

+(x0
k)

W ′
+(x0

k)
1

(x− x0
k)

)
+O(const).

Зазначимо, що коефiцiєнти при (x−xp
k)−1 та (x−xp

k)0
вiдповiдають коефiцiєнтам A1 i A0, визначеним у (17)
i (19).

Неважко бачити, що при

f(x0
k)W ′

+(x0
k) = ±2ε (51)

потенцiальна енерґiя V−(x) буде несинґулярною.
Якщо W ′

+(x0
k) у деяких точках має додатнi значен-

ня, а в iнших – вiд’ємнi, то зручно розбити множину
точок, у яких потенцiал синґулярний, на двi пiдмно-
жини: першу x+

k , у яких f(x+
k )W ′

+(x+
k ) > 0, i другу

x−k , у яких f(x−k )W−
+ (x−k ) < 0. Тодi за ε > 0

f(x+
k ) W ′

+(x+
k ) = 2ε, (52)

а

f(x−k ) W ′
+(x−k ) = −2ε. (53)

Тепер при f(x+
k ) W ′

+(x+
k ) = 2ε синґулярностi за x+

k
зникають i W (x) (21) та W1(x) матимуть синґуляр-
ностi лише в точках x−k , в околi яких їх поведiнка
така (21):

W (x) = −
f(x−k )
x− x−k

− 1
2
f ′(x−k ) +O(x− x−k ), (54)

W1(x) =
f(x−k )
x− x−k

+
1
2
f ′(x−k ) +O(x− x−k ). (55)

Хоча W (x) має синґулярностi в точках x−k , потенцiал
V−(x) є несинґулярним. Використавши знайдений су-
перпотенцiал для одержання хвильової функцiї з ну-
льовою енерґiєю, знайдемо, що в околi точок x−k вона
поводиться як

ψ−0 (x) ∼ (x− x−k ) (56)

i має n− вузлiв у точках x−k , а отже вiдповiдає n−-му
збудженому становi.

Використавши W1(x), знайдемо хвильову функцiю
ψ−ε (x). Вона має n+ вузлiв у точках x+

k . Якщо W+(x)
є неперервною функцiєю, що задовольняє умову (14),
то n+ = n− + 1. Тому ψ−0 (x) i ψ−ε (x) — хвильовi фун-
кцiї n−-го i (n− + 1)-го збуджених станiв вiдповiдно.

Синґулярнi ґенеруючi функцiї

Тепер розгляньмо випадок, коли функцiя W+(x)
має в точках xp

k також i простi полюси, в околi яких
вона поводиться як

W+(x) =
G−1

x− xp
k

+G0 +O(x− xp
k). (57)

Тодi в околi точок xp
k для суперпотенцiалу одержуємо

W (x) =
1
2
G−1 + f(xp

k)
x− xp

k

+
1
2

(
G0 −

G0

G−1
f(xp

k) + f ′(xp
k)
)

+O(x− xp
k), (58)

W1(x) =
1
2
G−1 − f(xp

k)
x− xp

k

+
1
2

(
G0 +

G0

G−1
f(xp

k)− f ′(xp
k)
)

+O(x− xp
k). (59)

Розклавши в околi точок xp
k функцiю f(x) з точнiстю до (x − xp

k), бачимо, що цей суперпотенцiал приводить
до потенцiалу V−(x) з такою поведiнкою:

V−(x) =
1
4

(G−1 + f(xp
k))(G−1 + 3f(xp

k))
(x− xp

k)2
+

1
2
G−1 + f(xp

k)
x− xp

k

(
G0 +

G0f(xp
k)

G−1
+ 2f ′(xp

k)
)

+O(const). (60)

Порiвнюючи суперпотенцiал (59) iз (15) доходимо висновку, що суперпотенцiал (59) приводить до несинґуляр-
ного потенцiалу у двох випадках: а) коли G−1 = −f(xp

k), або b) коли G−1 = −3f(xp
k) i G0 = −3f ′(xp

k). Вони
вiдповiдають (17) i (19).
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У випадку a), коли G−1 = −f(xp
k) приходимо до

таких суперпотенцiалiв:

W (x) = G0 +
1
2
f ′(xp

k) +O(x− xp
k), (61)

W1(x) = −
f(xp

k)
x− xp

k

− 1
2
f ′(xp

k) +O(x− xp
k).

Хвильовi функцiї ψ−0 (x) i ψ−ε (x), обчисленi за цими
суперпотенцiалами не мають нулiв у точках xp

k, кiль-
кiсть яких дорiвнює np. Але W+(x), крiм n = n+ +n−

нулiв у точках x+
k i x−k , має ще i np полюсiв у точ-

ках xp
k i, отже, є розривною функцiєю. Тому маємо

n+ = n− + np + 1. Використовуючи результат, одер-
жаний у випадку а), доходимо висновку, що хвильова
функцiя ψ−0 (x) матиме нулi в точках x−k i вiдповiда-
тиме (n−)-му збудженому становi, а хвильова функ-
цiя ψ−ε (x) матиме нулi в точках x+

k i вiдповiдатиме
(n− + np + 1)-му збудженому становi.

У випадку b), коли G−1 = −3f(xp
k) i G0 =

−3f ′(xp
k), тодi

W (x) = −
f(xp

k)
x− xp

k

+ f ′(xp
k) +O(x− xp

k), (62)

W1(x) = −2
f(xp

k)
x− xp

k

−
f ′(xp

k)
2

+O(x− xp
k).

Хвильовi функцiї ψ−0 (x) i ψ−ε (x), обчисленi за цими су-
перпотенцiалами, мають mp спiльних нулiв у точках
xp

k. Якщо, крiм полюсiв, W+(x) має ще i n = n+ + n−

нулiв у точках x−k i x+
k , то хвильова функцiя ψ−0 (x)

вiдповiдатиме (n− + mp)-му збудженому становi, а
хвильова функцiя ψ−ε (x) вiдповiдатиме (n−+2mp+1)-
му збудженому становi.

Розгляньмо приклади несинґулярних потенцiалiв,
для яких можна знайти точнi розв’язки для основного
та першого збудженого станiв для деяких ґенеруючих
функцiй та функцiй, що описують залежнiсть маси
вiд координат.

Приклади КТР-потенцiалiв iз двома рiвнями

Приклад 3.

Розгляньмо приклади, у яких ґенеруючими функ-
цiями буде W+(x). Спочатку розгляньмо таку W+(x),
яка має лише нулi. Зокрема виберiмо її такою:

W+(x) = A sinh(x). (63)

Вона має нуль у точцi x = 0, а функцiю, що описує
залежнiсть маси вiд координат виберемо такою

f(x) = β cosh(x). (64)

У цьому випадку f(x0) = β, ε = f(x0)W ′
+(x0)/2 =

Aβ/2 i ми приходимо до таких суперпотенцiалiв:

W (x) = A−β
2 sinh(x)

W1(x) = A+β
2 sinh(x), (65)

якi при A = β переходять у

W (x) = 0
W1(x) = sinh(x). (66)

Вiдповiдний знайденому суперпотенцiаловi потенцiал
має вигляд

V−(x) =
A2 + 3β2 − 4Aβ

4
sinh(x)− βA− β

2
, (67)

який при A = β = 1 V−(x) = 0 переходить у нульовий.
Хвильовi функцiї станiв iз нульовою енерґiєю та

енерґiєю, рiвною ε, є такими:

ψ0(x) ∼ cosh−
A
2β (x),

ψε(x) ∼ sinh(x) cosh−
A
2β−1(x). (68)

Зауважимо, що при A = β = 1 хвильовi функцiї
ψ0(x) ψε(x) такi, що не задовольняють умову (6):

ψ0(x) ∼
1√

cosh(x)
,

ψε(x) ∼ sinh(x) cosh−
3
2 (x). (69)

Приклад 4.

Тепер розгляньмо випадок, колиW+(x) має як нулi,
так i полюси. Зокрема виберiмо її такою:

W+(x) = αx
x2 − a2

x2 − 1
, (70)

де α i a — довiльнi, позитивно визначенi сталi.
Ця функцiя має три нулi в точках x0

k = 0,±a та два
простi полюси в точках xp

k = ±1.
Умова того щоби добутки f(x0

k)W ′
+(x0

k) у всiх трьох
нулях були однаковi накладає обмеження на сталу a/.
Умовою сталостi цих добуткiв є

a2 = 2
f(a)
f(0)

+ 1. (71)

Якщо функцiю, що описує залежнiсть маси вiд ко-
ординат, вибрати такою:

f(x) =
1

x2 + b2
, (72)

то за b = 1 для a2 одержуємо a2 =
√

3.
З умови G−1 = −f(xp

k) знайдемо, що потенцiал
V−(x) буде несинґулярним, якщо

α =
1√

3− 1
. (73)

Отже, приходимо до такої ґенеруючої функцiї:

W+(x) =
x√

3− 1
x2 −

√
3

x2 − 1
(74)

та функцiї, що описує залежнiсть маси вiд координат

f(x) =
1

x2 + 1
, (75)

для яких суперпотенцiали є такими:
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W (x) =
1
2
x4 + 5x2 − 3

√
3x2 + 6− 5

√
3

(
√

3− 1)(x2 + 1)(x2 −
√

3)
x,

W1(x) =
1
2
x6 − 2x4 −

√
3x4 − 2

√
3x2 + 5x2 + 12− 5

√
3

(
√

3− 1)(x4 − 1)(x2 −
√

3)
x. (76)

Знайдений суперпотенцiал та вибрана залежнiсть маси вiд координат ґенерують такий несинґулярний по-
тенцiал

V−(x) =
1

(
√

3− 1)2(x2 + 1)3

(
x8 + (11− 4

√
3)x6 + (49− 26

√
3)x4 + (21− 12

√
3)x2 + 22− 142

√
3
)
. (77)

Хвильова функцiя стану з нульовою енерґiєю

ψ0(x) ∼
√
x2 + 1 exp

(
−x

4

4
− (5− 2

√
3)x2

2

)
(78)

не має вузлiв i, отже, описує точний розв’язок для основного стану.
Хвильова функцiя стану з енерґiєю ε

ψε(x) ∼ x(x2 −
√

3)
√
x2 + 1 exp

(
− x4

8(
√

3− 1)
− x2

4(
√

3− 1)

)
(79)

має три вузли i, отже, є точним розв’язком для третього збудженого стану.

VI. ВИСНОВКИ

У цiй роботi ми узагальнили метод побудови КТР-
потенцiалiв iз двома довiльними станами, розвинутий
у працi [17], на випадок маси, залежної вiд координат.

КТР-потенцiал iз двома точно вiдомими енерґетич-
ними рiвнями та вiдповiдними хвильовими функцiя-
ми ґенерується функцiєю W+(x). Дослiджено умови,
за яких функцiя W+(x), що має простi нулi та син-
ґулярностi, ґенерує несинґулярну потенцiальну енер-
ґiю V−(x). Наведено явнi вирази КТР-потенцiалiв i
хвильових функцiй для двох довiльних енерґетичних
рiвнiв.

Зазначимо, що у прикладах 2 та 3 дослiджено ви-
падки, коли залежна вiд координат маса та суперпо-

тенцiал W (x) чи функцiя W+(x) ґенерує постiйний
потенцiал. Проте в цьому випадку рух частинки не вi-
льний, оскiльки в оператор кiнетичної енерґiї входить
залежнiсть маси вiд координат i при iншому способi
упорядкування вона приводить до деякої ефективної
потенцiальної енерґiї.
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QUASI-EXACTLY SOLVABLE POTENTIALS WITH ARBITRARY TWO KNOWN
EIGENSTATES FOR SYSTEMS WITH POSITION-DEPENDENT MASS

O. Voznyak, V. M. Tkachuk
Ivan Franko National University of Lviv, Department of Theoretical Physics

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The number of exactly solvable potentials is rather limited. Therefore, much attention has been devoted to
quasi exactly solvable (QES) problems for which it is possible to find exactly in an explicit form only a few energy
levels and the corresponding wave functions. It was found that supersymmetric (SUSY) quantum mechanics is
a powerful tool for this purpose. In our paper [V. M. Tkachuk, Phys. Lett. A 245, 177 (1998)] we proposed
SUSY method for generating QES potentials with two known eigenstates. In the frame of this method the general
expressions for the superpotential, the potential energy and two wavefunctions which correspond to the two energy
levels were obtained. Using this method, we obtained QES potentials for which we found in the explicit form the
energy levels and wave functions of the ground and first excited states. Later in [V. M. Tkachuk, J. Phys. A 34,
6339 (2001)] this method was generalized for the case of an arbitrary two energy level.

In this paper the method of supersymmetric quantum mechanics has been used for discovering the quasi-
exactly solvable potentials for systems with position-dependent mass. We have established the conditions which
provide regular potential energy in the case of a singular generating function. The examples of the quasi-exactly
solvable potentials for a particle with position-dependent mass with two known eigenstates have been considered
in the cases of regular and singular generating functions. We have found the exact eigenfunctions of a particle
with position dependent mass which correspond to the two energy levels.
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