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Розглянуто нелiнiйну дифузiю в бiнарному рiдкому розчинi ацетону з циклогексаном за
умови протiкання квазiхiмiчних реакцiй. Показано, що врахування можливостi утворення ком-
плексу [A2C1] дає змогу пояснити нелiнiйну концентрацiйну залежнiсть коефiцiєнта взаємної
дифузiї. Результати розрахункiв порiвнюються з результатами iнших пiдходiв. Показано, що
нелiнiйна модифiкацiя закону Фiка дозволяє з достатньою точнiстю описати результати екс-
периментальних вимiрювань.
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I. ВСТУП

Дифузiя широко розповсюджена у природi й давно
є об’єктом вивчення. Першi систематичнi експеримен-
тальнi дослiдження процесiв взаємної дифузiї в газах
та рiдинах провiв Томас Ґрем ще в першiй полови-
нi ХIХ столiття [1], а кiлькiсний опис зробив Адольф
Фiк у 1855 роцi [2]. Згiдно з Фiком, потiк частинок
одного сорту пов’язаний iз ґрадiєнтом їх концентра-
цiї так (1-й закон Фiка):

j1 = −D12∇c1, D12 = const, (1)

де D12 — фiковський коефiцiєнт взаємної дифузiї.
Проте вираз (1) справедливий лише в дiлянцi ни-
зьких концентрацiй компоненти 1. Численнi експе-
риментальнi дослiдження показують, що коефiцiєнт
взаємної дифузiї D12 суттєво залежить вiд концент-
рацiї [3]. Незважаючи на численнi спроби пояснити
цю залежнiсть [4–18], повна теорiя дифузiї, що здат-
на з’ясувати всi особливостi цього явища, практично
вiдсутня. Розмаїття теорiй взаємної дифузiї зумовле-
не труднощами опису рiдкого стану, адже явища пе-
реносу тiсно пов’язанi iз проблемами структурування
рiдин i змiнами цiєї структури, що вiдбуваються внас-
лiдок процесiв розчинення.

Метою нашої статтi є пояснити концентрацiйну за-
лежнiсть коефiцiєнта взаємної дифузiї в рiдкому роз-
чинi ацетону iз циклогексаном ураховуючи, що пере-
нос компонент може вiдбуватися в незв’язаному станi
й у зв’язаному (у складi молекулярного комплексу).
У такому пiдходi первинний бiнарний розчин розгля-
дуто як багатокомпонентний i описано в межах не-
лiнiйної модифiкацiї закону Фiка [19, 20]. Також ми
ставимо за мету кiлькiсно порiвняти нашi результа-
ти з наявними теорiями, зокрема Даркена, Вiґнеса,
Шапiро та iн. [5, 7, 12, 13, 15, 16, 18].

II. ОСНОВНI ПIДХОДИ ДО ОПИСУ
ВЗАЄМНОЇ ДИФУЗIЇ

Розгляньмо деякi методи опису дифузiйних явищ.
Використовуючи формалiзм нерiвноважної термоди-
намiки, згiдно з якою рушiйною силою процесiв масо-
переносу є ґрадiєнт хiмiчного потенцiалу, можна за-
писати вираз для потоку частинок (за сталих темпе-
ратур та тиску) у стандартнiй формi [21]:

j1 = −
D0c1

RT
∇µ1. (2)

Хiмiчний потенцiал компоненти “1” розчину звичайно
подаємо у виглядi

µ1 = µ0
1 + RT ln a1, (3)

де a1 — активнiсть компоненти 1 (для iдеального роз-
чину активнiсть збiгається з молярною часткою ком-
поненти x1). Пiдстановка виразу (3) в (2) дає змогу
переписати потiк як

j1 = −D0

(

∂ ln a1

∂ ln x1

)

∇c1. (4)

Порiвнявши (4) з першим законом Фiка (1), отримує-
мо вираз для коефiцiєнта взаємодифузiї

D12 = D0

(

∂ ln a1

∂ ln x1

)

= D0Γ, Γ =

(

∂ ln a1

∂ ln x1

)

. (5)

Урахував неiдеальнсть розчину за домогою кориґу-
вання коефiцiєнта взаємної дифузiї термодинамiчним
фактором Γ Шрайнер у 1922 роцi [22]. D0 у рiвнян-
нi (5) можна розглядати як деяку ефективну рухли-
вiсть частинки, а множник Γ — як термодинамiчний
фактор, що враховує дiю “сили” на дифундуючу моле-
кулу внаслiдок iснування ґрадiєнта хiмiчного потен-
цiалу. Вводячи рiвняння (4), припускали, що частин-
ка рухається в неперервному нерухомому середовищi.
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Урахував той факт, що молекули другої компонен-
ти (розчинника) також беруть участь у дифузiйному
переносi, Даркен [5], незалежно вiд нього — Гартлi i
Кранк [6], що веде до зв’язку:

D12 = (D∗
1x2 + D∗

2x1) Γ. (6)

Тут D∗
1 , D∗

2 — коефiцiєнти дифузiї мiчених частинок
(трасернi коефiцiєнти дифузiї)1. Як i коефiцiєнт вза-
ємної дифузiї, трасерний коефiцiєнт дифузiї може бу-
ти функцiєю складу (концентрацiї) розчину [23]. Ви-
користання трасерних коефiцiєнтiв самодифузiї мож-
ливе лише тодi, коли цi коефiцiєнти можна пов’язати
з рухом окремої частинки, а це справедливо лише, як-
що частинки не взаємодiють одна з одною. Наявнiсть
взаємодiї мiж частинками приводить того, що їх рух
стає скорельованим, i тому потрiбно враховувати такi
ефекти, як комплексоутворення, тощо.

Рiвняння Даркена (6) є ефективним лише для опи-
су коефiцiєнтiв взаємної дифузiї в металевих сплавах
i розчинiв, якi близькi до iдеальних (Γ ≈ 1). Незва-
жаючи на це, рiвняння Даркена стало основою бага-
тьох iнтерполяцiйних схем [13,17,24–28]. Зокрема до-
сить успiшним є вираз, який отримали Моґґрiдж та
iн. [17, 24]:

D12 = (x1D
∗
2 + x2D

∗
1)Γ

α, α ≈ 0.64. (7)

Рiвняння (7) дало змогу з розумною точнiстю опи-
сати концентрацiйну залежнiсть коефiцiєнтiв взаємо-
дифузiї низки систем [17]. Однак воно виявилося не-
придатним для сильно асоцiйованих систем, зокре-
ма для розчинiв алкоголiв у неполярних розчинни-
ках, а також для розчину ацетон-хлороформ. Для цих
систем треба врахувати ефекти, пов’язанi з асоцiацi-
єю [29,30].

Також рiвняння Даркена є основою для варiанта те-
орiї коефiцiєнта взаємної дифузiї, якi розвинули Лi та
iн. в роботi [13]. Автори останньої працi модифiкува-
ли рiвняння (6), використовуючи модель локального
складу Вiльсона [31], i отримали такий вираз:

D =

(

φ22V̄

V̄2
D∗

1 +
φ11V̄

V̄1
D∗

2

)

Γ. (8)

Тут φii — так званi локальнi об’ємнi частки; V̄1, V̄2, V̄
— молярнi об’єми компонент 1, 2 i розчину вiдповiдно.
Необхiднiсть використання локальних об’ємних час-
ток у моделi Вiльсона зумовлена тим, що вони дають
змогу неявно врахувати мiжмолекулярну взаємодiю
мiж компонентами (включаючи ефекти мiкрострук-
турування за рахунок асоцiацiї та комплексоутворен-
ня). Згiдно з Вiлсоном локальнi об’ємнi частки визна-
чаємо так:

φ11 =
x1

x1 + x2Λ12
, φ11 =

x2

x2 + x1Λ21
. (9)

Тут Λij — параметри Вiльсона (можна отримати з
експериментiв). Для передбачення поведiнки коефi-
цiєнта взаємодифузiї (8) також необхiдно знати зна-
чення трасерних коефiцiєнтiв дифузiї D∗

i . Проте у
працi [13], використовуючи припущення, що молекули
обох сортiв дифундують не поодинцi, а у складi клас-
терiв (розмiр яких залежить вiд концентрацiї розчи-
ну), отримали такi вирази для трасерних коефiцiєнтiв
дифузiї:

D∗
i =

D0
i ηi

η

(

n0
i

1 + (n0
i − 1)xi

.

)1/2

, i = 1, 2 (10)

Тут D0
i — коефiцiєнт самодифузiї компоненти i; ηi,

η — коефiцiєнти в’язкостi компоненти i та розчину
вiдповiдно; n0

i — розмiр кластера дифундуючих час-
тинок пiд час самодифузiї:

n0
1 =

(

η2D
0
21

η1D0
1

)1/2

, n0
2 =

(

η1D
0
12

η2D0
2

)1/2

. (11)

(D0
12 = D12(x1 → 0), D0

21 = D12(x1 → 1) — коефiцi-
єнти взаємодифузiї в нескiнченно розбавлених розчи-
нах).

Iснує низка пiдходiв до опису коефiцiєнта взаєм-
ної дифузiї, що базується на кiнетичнiй теорiї Ейрiн-
ґа [4,7,9,11,12,16,18]. Згiдно з цими теорiями, пiд час
руху молекула розчиненої речовини повинна подола-
ти потенцiйний бар’єр, що роздiляє два рiвноважнi
стани, якi вiдповiдають двом сусiднiм розмiщенням
молекули. Коефiцiєнт взаємної дифузiї в iдеальних
розчинах записуємо як

D0 = λ2k, (12)

де λ — вiдстань мiж двома сусiднiми позицiями, k —
частота перескокiв. Частота перескокiв k пов’язана зi
змiною енерґiї Ґiббса ∆G12 (що визначає висоту енер-
ґетичного бар’єра, який необхiдно подолати молекулi
пiд час руху) як

k =
kBT

h
exp

(

−
∆G12

RT

)

. (13)

Для неiдеальних розчинiв вираз (12) потрiбно помно-
жити на величину термодинамiчного фактора [32]

D12 = λ2keff = D0Γ. (14)

Рiвняння (12) та (14) виведено з використанням при-
пущення про нерухомiсть молекул розчинника пiд
час руху молекул розчиненої речовин. Урахування

1Трасерний коефiцiєнт дифузiї є загальнiшим поняттям, нiж коефiцiєнт самодифузiї. Вiн належить до дифузiї мiче-
ного компонента (iндикатора) в однорiднiй (необов’язково однокомпонентнiй) сумiшi [3, 23]. У випадку бiнарної сумiшi
граничнi значення трасерного коефiцiєнта дифузiї при x1 → 1 збiгаються iз коефiцiєнтом самодифузiї D

∗

1(x1 → 1) = D
0

1 ,
а при x1 → 0 — iз коефiцiєнтом взаємодифузiї в нескiнченно розбавленому розчинi D

∗

1 (x1 → 0) = D
0

12.
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можливостi стрибкiв молекул розчинника приводить
до наступного виразу, який теоретично обґрунтував
Куллiнан [33]:

D12 = (Do
12)

x2(Do
21)

x1Γ. (15)

Рiвняння (15) вперше отримав Вiґнес емпiрично,
дослiджуючи концентрацiйну поведiнку коефiцiєнта
взаємодифузiї набору сумiшей [7]. Тут припускаєть-
ся, що молекулам рiзних сортiв пiд час стрибка не-
обхiдно подолати однаковi вiдстанi. Узагальнення на
випадок, коли вiдстанi мiж рiвноважними позицiями
вiдрiзняються мiж собою, зробив Хе [9].

Зазвичай рiвняння Вiґнеса дає гарнi результати для
iдеальних (чи близьких до iдеальних) розчинiв. Для
сильно неiдеальних розчинiв рiвняння дає значен-
ня, якi суттєво вiдрiзняються вiд експериментальних.
Проте поряд iз рiвнянням Даркена рiвняння Вiґне-
са широко використовують як основу для емпiричних
модифiкацiй. Наприклад, Боссе i Барт запропонували
такий вираз [16]:

D12 = (Do
12)

x2(Do
21)

x1e−
∆GE

RT Γ, (16)

де ∆GE — надлишкова енерґiя Ґiббса.
У роботi Чоу та iн. [18] формула Вiґнеса була моди-

фiкована з використанням моделi локального складу
Вiльсона так:

D12 = (Do
12)

V̄ φ22/V̄2(Do
21)

V̄ φ11/V̄1Γ. (17)

Головним недолiком виразiв, де застосовано термо-
динамiчний фактор, є вiдсутнiсть методики обчислен-
ня останнього, а точнiше вiдсутнiсть єдиної термо-
динамiчної моделi для визначення надлишкової енер-
ґiї Ґiббса (з якою пов’язаний термодинамiчний фак-
тор) [31]. Тому навiть використовуючи один вираз

Даркена чи Вiґнеса, застосування рiзних термодина-
мiчних моделей приводить до неоднакових результа-
тiв [11, 16, 18].

Подальший розвиток теорiї Ейрiнґа зробили Хсу i
Чен у моделi, яку названо UNIDIF [11]. Вираз для ко-
ефiцiєнта взаємодифузiї iдентичний (12), тiльки вiд-
стань мiж сусiднiми рiвноважними позицiями λ12 бе-
реться як середнє геометричне за концентрацiєю:

λ12 = λx2

1 λx1

2 . (18)

Ефективну частоту перескокiв k12, своєю чергою, ви-
значаємо як

ln k12 = x1
∂ ln kam

∂x2
+ x2

∂ ln kam

∂x1
. (19)

Тут kam — частота перескоку молекул мiж рiвноваж-
ними позицiями за вiдсутностi ґрадiєнта концентра-
цiї. Вона визначаємо згiдно з ґраткової моделлю роз-
чинiв

kam =

n
∏

i=1

(

kBT

2πMi

)xi/2

× exp





NC

2kBT

n
∑

i=1

xiqi

n
∑

j=1

Ujiθji



, (20)

де NC — координацiйне число; qi — площа поверхнi
компоненти i; Uji — потенцiальна енергiя взаємодiї
мiж компонентами j та i; θji — параметр локального
складу, який пов’язаний iз середньою часткою площi
поверхнi компонент i та j. Параметри в рiвняннi (20)
такi ж, як i моделi UNIQUAC (див. додаток А), тому
модель для дифузiї названо за аналогiєю як UNIDIF.
У межах цiєї теорiї коефiцiєнт взаємної дифузiї є та-
ким:

D12 = (Do
12)

x2(Do
21)

x1 exp

(

2

{

x1 ln
x1

φ1
+ x2 ln

x2

φ2

}

+ 2x1x2

{

φ1

x1

(

1 −
λ1

λ2

)

+
φ2

x2

(

1 −
λ2

λ1

)}

+

{

x2q1

[

(1 − θ2
21) ln τ21 + (1 − θ2

22)τ12 ln τ12

]

+x1q2

[

(1 − θ2
12) ln τ12 + (1 − θ2

11)τ21 ln τ21

]})

. (21)

Тут φ1, φ2 — об’ємнi частки компонент 1 i 2
вiдповiдно; параметри λ1, λ2 приймаються пропор-
цiйними кубiчному кореневi з молярного об’єму чи
об’ємному параметровi в моделi UNIQUAC; τ12 =

exp
(

−
NC(U12−U22)

2kBT

)

,

τ21 = exp
(

−
NC(U21−U11)

2kBT

)

— параметри взаємодiї, якi

в моделi UNIDIF є пiдгiнними параметрами.
Альтернативний пiдхiд до опису коефiцiєнта взаєм-

ної дифузiї запропонував А. Шапiро [14]. Його теорiя,
названа “флуктуацiйною теорiєю дифузiї”, базується
на термодинамiцi незворотних процесiв, а саме, на лi-
нiйнiй феноменологiчнiй теорiї Онсагера. Згiдно з цi-

єю теорiєю, термодинамiчнi потоки, що виникають у
системi, є лiнiйними комбiнацiями термодинамiчних
сил. Дифузiйний потiк для n-компонентної сумiшi не-
взаємодiючих компонент беремо у звичайному вигля-
дi

ji =

n−1
∑

j=1

LD,ijX
j
D. (22)

Стандартна теорiя дифузiї, що базується на термоди-
намiцi нерiвноважних процесiв, не дає великих пере-
ваг при вивченнi звичайної дифузiї, проте вона базова
для розгляду явищ накладання декiлькох ґрадiєнтiв
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рiзної природи.
Флуктуацiйна теорiя Шапiро пов’язує матрицю фе-

номенологiчних коефiцiєнтiв LD iз так званою матри-
цею переходу LTr у такий спосiб:

LD = GLTrG
T , LTr =

1

2

(

LTr + LT
Tr

)

. (23)

Матриця G залежить вiд вибору термодинамiчних
потокiв та сил.

Своєю чергою матриця переходу LTr є добутком
трьох складникiв, якi включають матрицю опору LR

та внески в дифузiйний масоперенiс: кiнетичний LKта
термодинамiчної LT:

LTr =
1

4
LKLTLR. (24)

У випадку бiнарної дифузiї кiнетична матриця LK

має розмiрнiсть 2× 2. Вона враховує внески вiд моле-
кулярного руху й визначається як дiагональна матри-
ця середнiх молекулярних швидкостей ui рiзних ком-
понент:

LK,ij = δijuj , uj =

√

8RT

πMj
, (i, j = 1, 2). (25)

Термодинамiчна матриця LT

LT = F−1, (26)

що має розмiрнiсть 3 × 2, виражається через матри-
цю F похiдних ентропiї за молярними густинами ci та
внутрiшньою енергiєю U :

Fij =
∂2S

∂ci∂cj
, Fi,n+1 = Fn+1,i =

∂2S

∂ci∂U
,

Fn+1,n+1 =
∂2S

∂U2
, (i, j = 1, 2). (27)

Матриця опору LR, що має розмiрнiсть 2 × 3, ура-
ховує опiр, який чинять молекулярному руховi iншi
молекули. Вона виражається через так званi довжи-
ни проникнення Zi [14]:

LR,ij = δijZi(N, U) − Ni
∂Zi(N, U)

∂Ni
,

(28)

LR,i,n+1 = −Ni
∂Zi(N, U)

∂U
, (i = 1, . . . , 2).

Згiдно з Шапiро, довжина проникнення — це середня
вiдстань перемiщення частинки, пiсля якої вона “за-
буває” свою початкову швидкiсть. Довжини проник-
нення можна отримати за допомогою моделювання
методами молекулярної динамiки [34] або використо-
вуючи iнтерполяцiйнi формули [15, 35]. Оскiльки за-
лежностi коефiцiєнтiв дифузiї вiд довжин проникнен-
ня є нетривiальними, то iнтерполяцiйнi формули по-
виннi мати вигляд простих залежностей iз декiлько-
ма пiдгiнними параметрами. Зокрема у працях [15,35]

використано такi iнтерполяцiйнi формули:

Zi =

√

Mi

Mmix
Ai exp(−B1c1 − B2c2),

Zi =

√

Mi

Mmix
Ai(1−B1c1 −B2c2 −B12c1c2/(c1 + c2))

(29)

(тут Mi, Mmix — молярнi маси компоненти i та роз-
чину вiдповiдно). Згiдно iз Шапiро [15], для бiнарної
сумiшi маємо лише одне значення LD, а коефiцiєнт
взаємної дифузiї записуємо як

D12 = LD
Mmix

M1M2T

(

1

x1M2

∂ ln µ2

∂c2
+

1

x2M1

∂ ln µ1

∂c1

)

.

(30)
Основною перевагою флуктуацiйної теорiї дифузiї є
можливiсть розглядати багатокомпонентнi системи.
Проте визначення термодинамiчної матрицi LT — до-
сить громiздка процедура. Також необхiдно мати пев-
ну термодинамiчну модель для рiвняння стану, ос-
кiльки необхiдно обрахувати похiднi вiд ентропiї сис-
теми. Проте найбiльше труднощiв викликає визначен-
ня матрицi опору (точнiше довжин проникнення, вiд
яких вона залежить). Точнiсть опису концентрацiй-
ної залежностi коефiцiєнта взаємодифузiї залежить
вiд вигляду iнтерполяцiйної формули для довжини
проникнення та вiд кiлькостi пiдгiнних параметрiв.
Збiльшення їх кiлькостi (iз трьох до чотирьох) дало
змогу з непоганою точнiстю описати концентрацiйнi
залежностi коефiцiєнта дифузiї для багатьох розчи-
нiв малої молекулярної ваги. Виняток становлять си-
льно асоцiйованi розчини з водою та розчини алкого-
лiв [15].

III. УРАХУВАННЯ ВПЛИВУ ПРОЦЕСIВ
КОМПЛЕКСОУТВОРЕННЯ

Наявнiсть вiдносно сильних напрямлених мiжмоле-
кулярних взаємодiй мiж компонентами розчину мо-
же спричинити до утворення асоцiатiв та комплек-
сiв [36]. Асоцiат (комплекс) можна визначити як гру-
пу молекул рiдкої системи, що мають певну внут-
рiшню (просторову, орiєнтацiйну) структуру, зумов-
лену утворенням мiжмолекулярних зв’язкiв, трива-
лiсть життя яких щонайменше на порядок перевищує
перiод мiжмолекулярних коливань. Асоцiатами буде-
мо називати групи, утворенi молекулами одного сор-
ту; комплексами — групи, утворенi молекулами рiз-
них сортiв2 [36, 37].

Незважаючи на те, що комплекси, якi утворюють-
ся при розчиненнi однiєї речовини в iншiй, є хiмiчно

2Ця термiнологiя не є загальноприйнятою.
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нестiйкими, вони iстотно впливають на процес дифу-
зiї. Iз урахуванням таких процесiв взаємодiї розчин
розглядаємо як багатокомпонентний, що складається
з незв’язаних (чистих) компонент, а також асоцiатiв
та комплексiв. Iдею про вплив хiмiчних перетворень
на властивостi розчинiв уперше висловив Д. I. Мен-
делєєв. Вона покладена в основу його вчення про роз-
чини [38]. Цю iдею, збагачену новими уявленнями ме-
тодами теорiї мiжмолекулярних взаємодiй та нови-
ми можливостями експериментального вивчення роз-
чинiв, широко використовують i розвивають сьогод-
нi [39, 40].

Швидкостi реакцiй комплексоутворення є настiль-
ки великими, що локальна система встигає прийти до
стану рiвноваги за час, що набагато менший за ха-
рактерний час масопереносу (дифузiї). Тому в бага-
токомпонентних розчинах можна поруч зi звичайни-
ми дифузiйними потоками чистих компонент розгля-
дати додатковi потоки, пов’язанi iз взаємною дифу-
зiєю комплексiв та асоцiатiв. Зазвичай у лiтературi
вводять додатковi потоки, якi визначаються першим
законом Фiка [41–47]. Проте за наявностi взаємодiї
мiж частинками такi потоки є нелiнiйними, оскiль-
ки транспорт частинок одного сорту автоматично су-
проводжується перенесенням частинок iншого сорту.
У частковому випадку взаємодiї типу “виключеного
об’єму” нелiнiйнi рiвняння масопереносу було виведе-
но в межах моделi ґраткового газу [48–52].

Такий самий вигляд нелiнiйного потоку використа-
но у [19, 20] для опису нелiнiйної дифузiйної кiнети-
ки з урахуванням комплексоутворення. Розглядаючи
процеси масопереносу за умов локальної хiмiчної рiв-
новаги, для кожної компоненти розчину можна ввес-
ти потiк ji як [20]:

ji =
∑

j

dij [φi∇φj − φj∇φi], (31)

∑

i

φi = 1. (32)

Тут уведено такi позначення: φi ≡ φi(r, t) — об’ємна
частка речовини i у фiзично нескiнченному малому
об’ємi з центром у точцi r у момент часу t; dij = dji —
коефiцiєнти взаємодифузiї. Доцiльнiсть використан-
ня парцiальних об’ємних часток φi ≡ φi(r, t) випливає
з того, що взаємний рух рiзних компонент вiдбуває-
ться в умовах збереження сумарного об’єму сумiшi.
У межах такого пiдходу можна розглядати довiльнi
багатокомпонентнi сумiшi. Проте заради спрощення
далi розглянемо бiнарну сумiш речовин A i B з мож-
ливiстю утворення комплексу AkBl, тобто ефективна
сумiш буде тернарною. Квазiхiмiчна реакцiя, що вiд-
повiдає утворенню такого комплексу, має вигляд:

nA + mB → pAkBl. (33)

Об’ємна частка комплексу в розчинi φ3 пов’язана з
об’ємними частками незв’язаних компонент так:

φp
3 = Kφn

1φm
2 , (34)

де K — константа рiвноваги.

У процесi дифузiї молекули речовини A перенося-
ться як окремо, так i у складi комплексу AkBl. Ефек-
тивний потiк (який фiксується в експериментi) визна-
чатиметься як

jtot1 = j1 + ᾱ13j3, (35)

де ᾱ13 — об’ємна частка речовини A в комплексi. За-
гальну об’ємну частку речовини (як незв’язаної, так
i у складi комплексу) можна визначити як

φtot
i = φi + ᾱi3φ3, i = 1, 2. (36)

Пiсля пiдстановки парцiальних потокiв у сумарний
потiк отримаємо такий вираз:

jtot1 =
3
∑

i6=j,i<j

dij(ᾱ1i − ᾱ1j) [φi∇φj − φj∇φi] . (37)

Тут ᾱ1i — об’ємна частка речовини A в iншiй речови-
нi, тобто ᾱ11 = 1, ᾱ12 = 0, ᾱ13 = kV̄1/(kV̄1 + lV̄2).

Потiк (37) можна переписати аналогiчно першому
закону Фiка:

jtot1 =

3
∑

i6=j,i<j

dij(ᾱ1i − ᾱ1j)

[

φi
∂φj

∂φtot
1

− φj
∂φi

∂φtot
1

]

∇φtot
1

= −D12

(

φtot
1

)

∇φtot
1 . (38)

Остаточно коефiцiєнт взаємної дифузiї можна запи-
сати як

D12

(

φtot
1

)

=

3
∑

i6=j,i<j

dij(ᾱ1j − ᾱ1i)

[

φi
∂φj

∂φtot
1

− φj
∂φi

∂φtot
1

]

= d12w12 + d13(1 − ᾱ13)w13 + d23(ᾱ23 − ᾱ13)w23.
(39)

Для використання рiвняння (39) необхiдно знати об’-
ємнi частки φi компонент розчину, а також їх похiднi
∂φj

∂φtot
1

. Їх визначаємо за допомогою виразу (34) за фiк-
сованого значення константи рiвноваги K.

IV. ДИФУЗIЯ В РОЗЧИНI
“АЦЕТОН–ЦИКЛОГЕКСАН”

Нижче розглядаємо концентрацiйну залежнiсть ко-
ефiцiєнта взаємної дифузiї в рiдкому розчинi ацетону
iз циклогексаном за температури T = 25◦C. Експе-
риментальнi данi [53] показують, що зi змiною кон-
центрацiї розчину значення коефiцiєнта змiнюється в
широких межах: мiнiмальне й максимальне значення
вiдрiзняються майже втричi.

Для теоретичного опису використовуємо закон не-
лiнiйної дифузiї у формi [19,20]. У межах нашого пiд-
ходу дослiджувану рiдку сумiш ацетону iз циклогек-
саном розглянуто як тернарну (з компонентами A,
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C, A2C)3. Реакцiя комплексоутворення має такий ви-
гляд:

2A + C → A2C. (40)

Методами нелiнiйного реґресiйного аналiзу з вико-
ристанням формули (39) знайдено наступнi опти-
мальнi параметри, що входять у коефiцiєнт дифузiї
D12 (φtot

1 ):
d12 = 2.16 · 10−9м2/с, d13 = 4.67 · 10−9м2/с, d23 =
0.05 · 10−9м2/с, K = 5.24.

Рис. 1. Порiвняння розрахункової кривої iз експеримен-
тальними даними.

Використовуючи знайденi оптимальнi параметри,
побудували концентрацiйну залежнiсть коефiцiєнта
дифузiї та порiвняли з експериментальними даними

(рис. 1).

Як видно з рис. 1, урахування комплексоутворення
дало змогу дуже точно описати експериментальнi да-
нi. Використовуючи оптимальне значення константи
рiвноваги комплексоутворення K, можна отримати
концентрацiйнi профiлi компонентiв розчину (рис. 2).

Рис. 2. Концентрацiйнi профiлi компонентiв розчину.

Концентрацiйну залежнiсть коефiцiєнта взаємної
дифузiї в розчинi ацетон–циклогексан дослiджували
в багатьох працях [11,13, 15, 16, 18]. У таблицi 1 наве-
дено величини середнiх вiдносних вiдхилень (absolute
relative deviation, ARD) наявних пiдходiв та результат
наших розрахункiв. Значення похибок взято з оригi-
нальних робiт.

№ Пiдхiд Формула4
ARD = 1

N

N
P

i=1

|dexp
i

−d
calc
i |

d
exp
i

· 100% Посилання

1 Лi та iн. (8), (A.3) 13.5 [13]

2 Даркен + NRTL (6), (A.5) 6.7 [12]

3 Даркен + UNIQUAC (6), (A.8) 15.5 [12]

4 Вiгнес + Вiльсон (15), (A.3) 22.4 [18]

5 Вiгнес + NRTL (15), (A.5) 6.2 [12]

6 Вiгнес + UNIQUAC (15), (A.8) 14.4 [12]

7 UNIDIF (21), (A.3) 1.8 [12]

8 Боссе + Вiльсон (16), (A.3),(A.3) 17.9 [16]

9 Шапiро та Медведев (30) 3.7–20.7 [15]

10 Чоу + Вiльсон (17), (A.3) 14.5 [18]

5 Чоу + NRTL (17), (A.5) 16.7 [18]

11 Куцик, Обуховський 2.2

Таблиця 1. Порiвняння точностi опису рiзних пiдходiв.

3Для спрощення ми використали наступнi позначення: A — ацетон, C — циклогексан.
4 Там, де необхiдно, додатково наводяться формули для термодинамiчного фактора та надлишкової енергiї Гiббса.
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В оригiнальнiй формулi Даркена (6), окрiм кон-
центрацiйної залежностi термодинамiчного фактора,
необхiдно знати й залежнiсть трасерних коефiцiєнтiв
дифузiї. У працях [11,12] трасернi коефiцiєнти дифу-
зiї замiнювали граничними значеннями. Також гра-
ничнi значення (коефiцiєнти дифузiї в нескiнченно
розбавлених розчинах) використовують у формулах
(8), (15)–(17), (21). Цi значення визначають за допо-
могою емпiричних формул або екстраполяцiєю експе-
риментальних даних в область граничних концентра-
цiй. Зокрема у працi [11] показано, що використання
рiзних методiв отримання граничних значень коефiцi-
єнтiв дифузiї може значно впливати на точнiсть опису
концентрацiйної залежностi коефiцiєнта дифузiї. Ок-
рiм того, у моделi Лi (8) необхiдно знати значення
коефiцiєнтiв самодифузiї. Тому в цих випадках вели-
ку роль в описi коефiцiєнта взаємної дифузiї вiдiграє
точнiсть визначення вiдповiдних величин.

Як бачимо з табл. 1, при застосуваннi рiзних пiд-
ходiв за наявностi не бiльше нiж чотирьох пiдгiн-
них параметрiв величина похибки перебуває у межах
1.8–20.7%. Навiть при одному пiдходi використання
рiзних термодинамiчних моделей розчину приводить
до рiзних величин похибок, що яскраво видно для
формул Даркена й Вiгнеса. Термодинамiчнi моделi,
що використовують для визначення термодинамiчно-
го фактора, також мiстять пiдгiннi параметри (див.
додаток А). Цi параметри можна визначити з iнших
експериментiв, як це було зроблено у працi Лi [13] (мо-
дель Вiльсона (A.3)). У роботi Хсу i Чена [12] пара-
метри термодинамiчних моделей NRTL (A.5) та UNI-
QUAC (A.8) визначено з даних по дифузiї; також ви-
раз моделi UNIDIF має додатковi два пiдгiнних пара-
метри.

Флуктуацiйна теорiя Шапiро також дає дуже вели-
кий розкид похибок залежно вiд вибору рiвняння ста-
ну рiдкого розчину. Через вiдсутнiсть аналiтичного

виразу для довжини проникнення використовують iн-
терполяцiйнi формули з рiзною кiлькiстю (три або чо-
тири) пiдгiнних параметрiв (29). Як видно iз табл. 1,
найменшi вiдноснi вiдхилення забезпечують формули
(21) (модель UNIDIF) та формула (39). Формула (39)
формально дає трохи меншу точнiсть, що можна по-
яснити використанням спрощеної структурної моделi
розчину5. Але це не є суттєво, бо типова експеримен-
тальна точнiсть звичайно становить близько 5%, що
не дає змоги зробити вибiр мiж теорiями на основi
порiвняння з експериментом.

V. ВИСНОВКИ

Урахування можливостi утворення комплексу
[A2C1] у рiдкому розчинi ацетону iз циклогексаном
дає змогу пояснити концентрацiйну залежнiсть кое-
фiцiєнта взаємної дифузiї. Нелiнiйна модифiкацiя за-
кону Фiка на основi використаної структурної моделi
розчину забезпечує кiлькiсний опис експерименталь-
них даних.

На вiдмiну вiд пiдходiв, де застосовано термодина-
мiчний фактор (Дарке, Вiґнес, Лi, Боссе, Чоу), а та-
кож рiвняння стану (Медведєв i Шапiро) i якi демон-
струють великий розкид похибок залежно вiд обраної
моделi, формула(39) забезпечує єдиний пiдхiд до опи-
су. Неоднозначнiсть застосування формули (39) може
бути пов’язана з вибором структурної моделi розчи-
ну, що повинно узгоджуватися з результатами iнших
дослiджень щодо визначення структури розчину.

Порiвняння наших розрахункiв iз результатами iн-
ших пiдходiв показало, що в межах нелiнiйної теорiї
дифузiї з використанням модельного пiдходу для ви-
значення структури рiдини можна досить точно опи-
сати концентрацiйну залежнiсть коефiцiєнта дифузiї.

ДОДАТОК. ВИЗНАЧЕННЯ ТЕРМОДИНАМIЧНОГО ФАКТОРА В РIЗНИХ МОДЕЛЯХ

Термодинамiчний фактор Γ =
(

∂ ln a1

∂ ln x1

)

, який використовують у виразах для коефiцiєнта взаємодифузiї,

пов’язаний iз надлишковою енерґiєю Ґiббса так:

Γ = 1 +
x1x2

RT

(

∂2GE

∂x2
1

+
∂2GE

∂x2
− 2

∂2GE

∂x1∂x2

)

. (A.1)

У формулi (A.1) молярнi частки x1 та x2 пiд час диференцiювання слiд розглядати як незалежнi змiннi.
Iснує низка моделей для надлишкової енерґiї Ґiббса [31]. Тут наведемо лише тi, якi використовували в

описаних вище теорiях для визначення коефiцiєнта взаємодифузiї. Деякi вирази для термодинамiчних факторiв
наведено в [54].

1. Модель Вiльсона (1964).

GE

RT
= −

k
∑

i=1

xi ln

k
∑

j=1

xjΛij , (A.2)

5Насправдi в розчинi спiвiснують не менше нiж два типи комплексiв.
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Λij =
V̄j

V̄i
exp

(

−
λij−λii

RT

)

— параметр Вiльсона; λij — параметр взаємодiї мiж компонентами i та j . Рiвняння для

бiнарної сумiшi мiстить два параметри Λ12 та Λ21. Пiд час розрахункiв цi параметри виступають як пiдгiннi i
визначаються з будь-яких експериментальних даних за GE . Термодинамiчний фактор у цiй моделi має вигляд:

Γ = 1 −
x1

x1 + Λ12x2
+

x1Λ21

x2 + Λ21x1
− x1x2

[

Λ12(1 − Λ12)

(x1 + Λ12x2)2
+

Λ21(1 − Λ21)

(x2 + x1Λ21)2

]

. (A.3)

2. Модель NRTL (Ренон i Праузнiц, 1968). Рiвняння Ренона–Праузнiца, яке називається рiвнянням NRTL
(Non Random Two Liquid Equation), окрiм двох енергетичних параметрiв, що за змiстом аналогiчнi параметрам
Вiльсона, для бiнарної системи мiстить третiй параметр, який характеризує ступiнь упорядкованостi розподiлу
молекул у розчинi. Рiвняння NRTL має вигляд:

GE

RT
=

k
∑

i=1

xi











k
∑

j=1

τjiGjixj

k
∑

l=1

Glixl











, (A.4)

де Gji = exp (−ajiτji); τji =
gji−gii

RT ; aji = aij ; aii = τii = 0. У моделi NRTL на пiдгоннi параметри τji не
накладається жодних обмежень, тодi як параметр aji може змiнюватися в межах 0.2–0.5. Термодинамiчний
фактор у моделi NRTL має вигляд:

Γ = 1 + x1x2

(

τ21 exp (−2aτ21)

(x1 + x2 exp(−aτ21))
3 +

τ12 exp (−2aτ12)

(x2 + x1 exp(−aτ12))
3

)

. (A.5)

3. Модель UNIQUAC (Абрамс i Праузнiц, 1975). Модель Абрамса i Праузнiца UNIQUAC (UNIversal QUAsi-
Chemical equation) поєднує в собi концепцiю локального складу та ґраткову теорiю розчинiв. Величину GE для
бiнарного розчину записуємо як:

GE

RT
= x1 ln

φ1

x1
+ x2 ln

φ2

x2
−

NC

2

(

x1q1 ln
φ1

θ1
+ x2q2 ln

φ2

θ2

)

− x1q1 ln(θ1 + θ2τ21) − x2q2 ln(θ1τ12 + θ2) (A.6)

Для бiнарного розчину маємо шiсть параметрiв: τ12, τ21 є пiдгiнними, r1, r2 — так званий “вандерваальсiвський
об’єм” молекули, q1, q2 — “вандерваальсiвська площа” молекули. Координацiйне число NC = 10. θi = xiqi

xiqi+xjqj
=

xiqi

q — поверхнева частка компоненти i. φi = xiri

xiri+xjrj
= xiri

r — об’ємна частка компоненти i. Термодинамiчний
фактор в моделi UNIQUAC має досить громiздкий вигляд:

Γ = 1 + x1

(

(r1 − r2)
2
x2

r2
+

NCq

2

(

r1

r
−

q1

q

)[

r2 − r1

r
−

q1 − q2

q

]

+
q2
1

q

[

1 −
2

θ1 + θ2τ12
+

θ1

(θ1 + θ2τ12)
2 +

θ2τ
2
12

(θ2 + θ1τ21)
2

]

(A.7)

−
q1q2

q

[

1 −
θ2τ12τ21

(θ1 + θ2τ12)
2 −

θ1τ12τ21

(θ2 + θ1τ21)
2

])

.
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MUTUAL DIFFUSION IN THE LIQUID SOLUTION OF ACETONE-CYCLOHEXANE
WITH A COMPLEX FORMATION

A. M. Kutsyk, V. V. Obukhovsky
Taras Shevchenko National University of Kyiv

Faculty of Radiophysics, Electronics and Computer Systems

Hlushkova Ave., 4h, Kyiv, 03022, Ukraine

A novel theoretical method is applied for the mutual diffusion description in binary liquid solutions. The non-

linearity of the diffusion process is connected with the formation of molecular complexes during the dissolution

process. This theory is applied for the analysis of mass transfer in the acetone-cyclohexane liquid solution. The

concentration dependence of mutual diffusion in the investigated solution is highly non-linear. The minimal and

maximal values of diffusion coefficients differ in almost three times. It is shown that the experimentally registered

non-linearity of the mutual diffusion as a function of concentration can be explained if complex formation of the

[A2C1] type is taken into account (A — acetone, C — cyclohexane). Additionally, the usage of this theory allows

to find the molecular complexes [A2C1] concentration as a function of the initial composition characteristics. For

the acetone-cyclohexane liquid solution the maximum of complex concentration was determined (it comes to 43%

vol.). A brief review of the most used approaches for the description of the mutual diffusion in liquid solutions

was made. The accuracies of the theoretical description of mutual diffusion coefficient in the acetone-cyclohexane

liquid solution were found by different methods. Their comparison was also carried out. It was shown that the

nonlinear modification of the Fick law provides a satisfactory description of the experimental data. The increasing

of accuracy of the mutual diffusion description can be reached by taking into account the formation of two types

(or more) of molecular complexes.
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