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Для спiн-1/2 J1−J2 моделi Гайзенберґа на прямокутнiй ґратцi застосовано фермiонiзацiю
Йордана–Вiґнера. Перетворений гамiльтонiан вiдповiдає взаємодiючим безспiновим фермiо-
нам, що перестрибують мiж сусiднiми вузлами в калiбрувальному полi. Iз використанням
наближення типу середнього поля як для прямої взаємодiiї мiж фермiонами, так i для фа-
зових множникiв, що вiдповiдають калiбрувальному полю, задача зведена до вiльного газу
Фермi. У цьому наближеннi обчислено енерґiю основного стану та дослiджено фазовий пе-
рехiд вiд антиферомагнiтного впорядкування Нееля до невпорядкованого стану, зумовленого
конкуренцiєю взаємодiй.
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I. ВСТУП

Cпiн-1/2 антиферомагнiтна модель Гайзенберґа iз
взаємодiями мiж найближчими та наступними пiсля
найближчих сусiдами (J1−J2 модель) на прямокут-
нiй ґратцi була запропонована в роботах [1–3] у зв’яз-
ку з дослiдженням купратних високотемпературних
надпровiдникiв i вiдтодi є однiєю з найбiльш iнтен-
сивно дослiджуваних моделей у теорiї конденсованих
систем. Сьогоднi iнтерес до неї зумовлений насампе-
ред вивченням особливостей фаз основного стану за
рiзних спiввiдношень конкурентних взаємодiй (див.
огляд [4]).

Загалом низьковимiрнi квантовi фрустрованi моде-
лi є складними об’єктами для теоретичного розгля-
ду i їхнi властивостi сильно залежать вiд вимiрнос-
тi системи [5]. Так, в одновимiрних системах кванто-
вi флуктуацiї зазвичай руйнують будь-який локаль-
ний порядок, натомiсть конкурентнi взаємодiї можуть
приводити до впорядкування, наприклад, до спон-
танного порушення просторової симетрiї [6]. У дво-
вимiрних моделях, навпаки, фрустрацiя може зруй-
нувати впорядкований стан i спричинити рiзноманiт-
нi стани iз вiдсутнiм локальним магнiтним порядком.
J1−J2-модель на прямокутнiй ґратцi якраз i є однiєю
з найпростiших двовимiрних моделей iз конкурентни-
ми взаємодiями, у якiй можуть виникати немагнiтнi
фази, спричиненi фрустрацiєю [4]. За слабкої взаємо-
дiї мiж наступними пiсля найближчих сусiдами ос-
новний стан моделi буде мати антиферомагнiтне впо-
рядкування Нееля, а в протилежному випадку (силь-
них дiагонiльних взаємодiй) магнiтнi моменти будуть
впорядкованi колiнеарно. Складним для дослiджень є
промiжний випадок, коли конкуренцiя взаємодiй най-
бiльша. Тодi основний стан буде немагнiтним, але для
нього характернi сильнi кореляцiї, що робить його
важким для числових пiдходiв. Щоб з’ясувати при-
роду цього стану, J1 −J2-модель активно дослiджу-

вали за допомогою методу ренормалiзацiйної групи
матрицi густини [7, 8] та варiацiйного методу Монте-
Карло [9, 10]. Такий немагнiтний стан може вiдповi-
дати як фазi валентних зв’язкiв на плакетцi, так i
фазi топологiчної спiнової рiдини [11]. Варто згадати
також, що двовимiрна спiн-1/2 J1−J2 модель Гайзен-
берґа виявляється ефективною для опису низки маг-
нiтних матерiалiв, зокрема VOMoO4, Li2VOSiO4 та
Li2VOGeO4 (див. роботи [12–15]).

На сьогоднi iснує багато теоретичних пiдходiв, якi
використовують, дослiджуючи квантовi спiновi сис-
теми iз фрустрацiями. Так, J1 −J2-модель на квад-
ратнiй ґратцi розглядалась, зокрема, у високотемпе-
ратурному розвиненнi [15], методом ренормалiзацiй-
ної групи матрицi густини [7, 8], квантовим методом
Монте-Карло [10], у кластерному наближеннi [16], на
основi теорiї функцiй Ґрiна [17–19], а також метода-
ми зв’язаних кластерiв [20–22] та точної дiагоналiза-
цiї [23,24]. Тодi як результати числових пiдходiв дуже
залежать вiд скiнченних розмiрiв системи, аналiтичнi
методи часто непридатнi для опису сильноскорельо-
ваних магнiтоневпорядкованих фаз, що можуть вини-
кати за промiжних значень дiагональної взаємодiї.

Поряд iз згаданими вище методами досить ефек-
тивними можуть виявитися пiдходи та наближення, у
яких використовують рiзнi варiанти двовимiрного пе-
ретворення Йордана–Вiґнера. Перевагою такого роз-
гляду є те, що сильноскорельованi спiновi стани мож-
на компактно описати мовою фермiонних збуджень.
Уперше одновимiрне перетворення Йордана–Вiґнера,
яке дає змогу перейти вiд спiнових операторiв до опе-
раторiв Фермi, було реалiзоване для спiн-1/2 одно-
вимiрного XY -ланцюжка [25]. Пiзнiшi узагальнення
цього перетворення на двовимiрнi та тривимiрнi ви-
падки (див. огляд [26]) досить iнтенсивно застосову-
вали, вивчаючи як термодинамiчнi, так i динамiчнi
властивостi рiзноманiтних систем [27–36].

У цiй статтi в межах методу, базованому на пере-
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твореннi Йордана–Вiґнера, дослiджено основний стан
спiн-1/2 J1 −J2 моделi Гайзенберґа на прямокутнiй
ґратцi. Тут ми реалiзовуємо фермiонiзацiю Йордана–
Вiґнера, запропоновану для моделi Гайзенберґа на
квадратнiй ґратцi при взаємодiї лише найближчих су-
сiдiв у працi [37]. У наближеннi типу середнього поля,
як у роботах [28,37], ми розглядаємо лише антиферо-
магнiтне впорядкування Нееля. Отримуємо термоди-
намiчнi функцiї та розраховуємо магнiтний параметр
порядку в основному станi. Результат порiвнюємо з
результатами iнших методiв.

У зв’язку з використаним теоретичним пiдходом
окремо потрiбно згадати про працi [27, 28]. Так, у ро-
ботi [27] в подiбному до застосованого тут наближеннi
розглянуто спiн-1/2 двовимiрну J1 −J2-модель Гай-
зенберґа в зовнiшньому магнiтному полi. У нiй основ-
ну увагу зосереджено на вивченнi залежностi повної
намагнiченостi системи вiд магнiтного поля. Ми ж у

своєму дослiдженнi за вiдсутностi зовнiшнього поля
розраховуємо намагнiченостi пiдґраток. В роботi [28]
в аналогiчному з нашим наближеннi вивчали спiн-1/2
двовимiрну XZ-модель iз взаємодiями лише мiж най-
ближчими сусiдами. Установлено, що результати уз-
годжуються з результатами лiнiйної теорiї спiнових
хвиль.

II. ФЕРМIОНIЗАЦIЯ ЙОРДАНА–ВIҐНЕРА.
НАБЛИЖЕННЯ ТИПУ СЕРЕДНЬОГО ПОЛЯ

Розгляньмо квантову спiн-1/2-модель Гайзенберґа
з обмiнними взаємодiями J1, J⊥ мiж найближчими
та J2 мiж наступними пiсля найближчих сусiдами
на прямокутнiй ґратцi розмiру Nx × Ny (Nx → ∞,
Ny → ∞), яка описується гамiльтонiаном:

H =

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

(

J1 Si,j · Si+1,j + J⊥Si,j · Si,j+1 + J2 Si,j · Si+1,j+1 + J2Si,j+1 · Si+1,j

)

. (1)

Нас цiкавитиме випадок фрустрованих (конкурентних) взаємодiй, коли всi вони є антиферомагнiтними (J1 >
0, J⊥ > 0, J2 > 0).

Увiвши оператори S±
i,j = Sx

i,j ± iSy
i,j , перепишiмо гамiльтонiан (1):

H = HXY + HZ ; (2)

HXY =
1

2

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

[

J1

(

S+
i,jS

−
i+1,j + S+

i+1,jS
−
i,j

)

+ J⊥

(

S+
i,jS

−
i,j+1 + S+

i,j+1S
−
i,j

)

+J2

(

S+
i,jS

−
i+1,j+1 + S+

i+1,j+1S
−
i,j + S+

i,j+1S
−
i+1,j + S+

i+1,jS
−
i,j+1

)]

; (3)

HZ =

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

[

J1

(

S+
i,jS

−
i,j −

1
2

)(

S+
i+1,jS

−
i+1,j −

1
2

)

+J⊥

(

S+
i,jS

−
i,j −

1
2

)(

S+
i,j+1S

−
i,j+1 −

1
2

)

+J2

(

S+
i,jS

−
i,j −

1
2

)(

S+
i+1,j+1S

−
i+1,j+1 −

1
2

)

+J2

(

S+
i,j+1S

−
i,j+1 −

1
2

)(

S+
i+1,jS

−
i+1,j −

1
2

)]

. (4)

Тут видiлено XY та Iзiнґову частини гамiльтонiана
(HXY та HZ вiдповiдно). Зауважимо, що оператори
S+

i,j та S−
i,j на одному вузлi задовольняють комутацiй-

нi спiввiдношення Фермi:
{

S−
i,j , S

+
i,j

}

= 1,
{

S+
i,j , S

+
i,j

}

=
{

S−
i,j , S

−
i,j

}

= 0; а на рiзних вузлах — комутацiй-

нi спiввiдношення Бозе:
[

S−
i,j , S

+
l,n

]

=
[

S+
i,j , S

+
l,n

]

=
[

S−
i,j , S

−
l,n

]

= 0.

Скористаймося варiантом перетворення Йордана–
Вiґнера, запропонованим у роботi [37] для моделi Гай-
зенберґа на квадратнiй ґратцi зi взаємодiями мiж най-

ближчими сусiдами:

S−
i,j = eiϕi,j di,j , S+

i,j = e−iϕi,jd+
i,j , (5)

ϕi,j =
∑

l(6=i)

∑

n(6=j)

Imln
[

l − i + i(n − j)
]

d+
l,ndl,n. (6)

Тут коефiцiєнти ϕi,j вибранi такими, щоб операто-
ри d+

i,j та di,j задовольняли переставнi спiввiдношен-
ня Фермi як на одному, так i на рiзних вузлах:
{

d+
i,j , dl,n

}

= δi,l δj,n,
{

d+
i,j , d

+
l,n

}

= {di,j , dl,n} = 0.
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Остаточно запишемо гамiльтонiан (2) у фермiонному виглядi як (див. [26, 28, 37, 38]):

HXY =
1

2

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

[

J1

(

d+
i,je

i(ϕi+1,j−ϕi,j)di+1,j + d+
i+1,je

i(ϕi,j−ϕi+1,j)di,j

)

+J⊥

(

d+
i,je

i(ϕi,j+1−ϕi,j)di,j+1 + d+
i,j+1e

i(ϕi,j−ϕi,j+1)di,j

)

+J2

(

d+
i,je

i(ϕi+1,j+1−ϕi,j)di+1,j+1 + d+
i+1,j+1e

i(ϕi,j−ϕi+1,j+1)di,j

+d+
i,j+1e

i(ϕi+1,j−ϕi,j+1)di+1,j + d+
i+1,je

i(ϕi,j+1−ϕi+1,j)di,j+1

)]

; (7)

HZ =

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

[

J1

(

d+
i,jdi,j −

1
2

)(

d+
i+1,jdi+1,j −

1
2

)

+J⊥

(

d+
i,jdi,j −

1
2

)(

d+
i,j+1di,j+1 −

1
2

)

+J2

(

d+
i,jdi,j −

1
2

)(

d+
i+1,j+1di+1,j+1 −

1
2

)

+J2

(

d+
i,j+1di,j+1 −

1
2

)(

d+
i+1,jdi+1,j −

1
2

)]

. (8)

XY -частина гамiльтонiана вiдповiдає безспiновим
фермiонам на прямокутнiй ґратцi, що перестрибують
мiж найближчими та наступними пiсля найближчих
вузлами в калiбрувальному полi [37]. HZ описує пря-
му взаємодiю мiж фермiонами. Зауважимо, що, на
вiдмiну вiд XY -ланцюжка, фермiонне представлення
двовимiрної XY -моделi вже мiстить взаємодiю мiж
фермiонами, заховану у фазових множниках.

Для подальшого розгляду фермiонного гамiльтонi-
ана (7), (8) ми будемо застосовувати наближення типу
середнього поля [26, 37, 39], адаптоване для моделi iз
взаємодiєю мiж наступними пiсля найближчих сусi-

дами. Так, для фазових множникiв exp(±iϕi,j) у га-
мiльтонiанi (7) замiнюємо оператори числа фермiонiв
ni,j = d+

i,jdi,j їх середнiм значенням. За нульової су-
марної намагнiченостi ґратки XY частина гамiльтонi-
ана в такому наближеннi трансформується в систему
безспiнових фермiонiв, що рухаються в однорiдному
магнiтному полi з потоком вектора напруженостi че-
рез елементарну прямокутну плакетку Φ0 = π (див.
[26,37,39]). Вiдповiдно потiк через трикутну плакетку
буде π/2. Вибираючи калiбрування потенцiалу анало-
гiчно, як у роботах [26,37,39] (див. також [38]), отри-
маємо (7) у наближеннi середнього поля:

HXY =
1

2

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

{

J1(−1)i+j
(

d+
i,jdi+1,j + d+

i+1,jdi,j

)

+ J⊥

(

d+
i,jdi,j+1 + d+

i,j+1di,j

)

−iJ2(−1)i+j
(

d+
i,jdi+1,j+1 − d+

i+1,j+1di,j + d+
i,j+1di+1,j − d+

i+1,jdi,j+1

)

}

. (9)

Наближення ж типу середнього поля для чотирифермiонних доданкiв у HZ (8), яке ми використовуємо
(див. [26, 28, 37, 39]), має такий вигляд:

d+
i,jdi,jd

+
l,ndl,n → d+

i,jdi,j〈d
+
l,ndl,n〉 + 〈d+

i,jdi,j〉d
+
l,ndl,n − 〈d+

i,jdi,j〉〈d
+
l,ndl,n〉. (10)

Тут ураховано кореляцiї фермiонiв лише на однакових вузлах. Якщо обмежитися антиферомагнiтним упо-
рядкуванням Нееля (коли намагнiченостi пiдґраток mA та mB рiвнi за модулем, але протилежнi за знаком, а
розбиття ґратки на пiдґратки вiдбувається так, що mA = 〈Sz

i,j〉 = 〈d+
i,jdi,j〉 −

1
2 = 〈Sz

i+1,j+1〉 = . . . = −mB =

−〈Sz
i+1,j〉 = −〈d+

i+1,jdi+1,j〉 + 1
2 = −〈Sz

i,j+1〉 = . . .), будемо мати [38]:

HZ = mA

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

{

(J1 + J⊥)(−1)i+j+1d+
i,jdi,j + J1(−1)i+jd+

i+1,jdi+1,j

+ J⊥(−1)i+jd+
i,j+1di,j+1 + J2(−1)i+j

(

d+
i,jdi,j + d+

i+1,j+1di+1,j+1

)

+ J2(−1)i+j+1
(

d+
i,j+1di,j+1 + d+

i+1,jdi+1,j

)}

+ J̃NxNym
2
A. (11)

Тут використане позначення J̃ = J1 + J⊥ − 2J2.
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Пiсля перетворення Фур’є

di,j =
1

√

NxNy

∑

kx,ky

ei(kxi+kyj)dkx,ky
, d+

i,j =
1

√

NxNy

∑

kx,ky

e−i(kxi+kyj)d+
kx,ky

(12)

в обох частинах гамiльтонiана (9) та (11) моделi Гайзенберґа (H = HXY + HZ) отримаємо [38]:

H =
∑

kx,ky

{

− iJ1 sin kx d+
kx,ky

dkx−π,ky−π + J⊥ cos ky d+
kx,ky

dkx,ky

+2J2 cos kx sin ky d+
kx,ky

dkx−π,ky−π − 2mAJ̃d+
kx,ky

dkx−π,ky−π

}

+J̃NxNym2
A. (13)

Тут сумування вiдбувається за першою зоною Брiл-
люена.

Гамiльтонiан (13) можна записати в матричному
виглядi [38]:

H =
∑

k

′
(d+

kx,ky
d+

kx−π,ky−π)

(

C11 C12

C∗
12 −C11

)

×

(

dkx,ky

dkx−π,ky−π

)

+ J̃NxNym2
A, (14)

де використано позначення C11 = J⊥ cos ky, C12 =

−2mAJ̃ +2J2 cos kx sin ky−iJ1 sin kx, а штрих бiля зна-
ка суми означає, що k належить областi −π ≤ ky ≤ π,
−π + |ky| ≤ kx ≤ π − |ky|.

Квадратичну форму (14) можна звести канонiчним
перетворенням Боголюбова до дiагонального вигля-
ду:

H =
∑

k

′
λk(mA)[β+

k
βk − α+

k
αk] + J̃NxNym2

A, (15)

де β+
k

, α+
k
, βk, αk є операторами Фермi; а спектр

λk(mA) визначається так:

λk(mA) =

√

J2
⊥ cos2ky + J2

1 sin2kx + (−2J̃mA + 2J2 cos kx sinky)2. (16)

Отже, ми прийшли до задачi iдеального газу фер-
мiонiв iз варiацiйним параметром, який вiдповiдає ан-
тиферомагнiтному порядку Нееля. Вiн визначається з
умови мiнiмуму вiльної енерґiї Гельмгольца. На осно-
вi (15) отримаємо в термодинамiчнiй границi енерґiю
основного стану з розрахунку на один вузол:

E0(mA)

NxNy

= −
1

2

∫ π

−π

dkx

2π

∫ π

−π

dky

2π
λk(mA) + J̃m2

A. (17)

Тут намагнiченiсть пiдґратки mA визначаємо з умови
мiнiмуму E0(mA) по mA.

III. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВИХ РОЗРАХУНКIВ
ТА ВИСНОВКИ

Зупинiмося тепер коротко на результатах числових
розрахункiв для основного стану квадратної ґратки
(J⊥ = J1).

На рис. 1 показано залежнiсть намагнiченостi пiд-
ґратки вiд параметра J2/J1, отриману на основi (17).
На ньому поданi для порiвняння також результати з
iнших праць [7, 8, 16–20,23, 40].
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Рис. 1. Залежнiсть пiдґраткової намагнiченостi вiд па-
раметра J2/J1 у рiзних пiдходах: 1 — результат наших роз-
рахункiв; 2, 3, 4 — методiв на основi функцiй Ґрiна [17–19]
вiдповiдно; 5 — скiнченовимiрного скейлiнґу даних точної
дiагоналiзацiї для скiнченовимiрних ґраток [23]; 6, 7 — ме-
тоду ренорм-групи матрицi густини [7, 8] вiдповiдно; 8 —
екстраполяцiї даних методу зв’язаних кластерiв [20]; 9 —
квантового методу Монте-Карло [40]; 10, 11, 12 — клас-
терного наближення на основi чотири-, восьми- та шiст-
надцятичастинкових кластерiв вiдповiдно [16].
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Передусiм зауважимо, що результати методу
ренорм-групи матрицi густини [7, 8], скiнченовимiр-
ного скейлiнґу як даних точної дiагоналiзацiї для
скiнченовимiрних ґраток [23], так i даних, розрахова-
них у методi зв’язаних кластерiв [20], не тiльки якiс-
но, але й досить добре кiлькiсно узгоджуються. Ре-
зультати ж, отриманi нами (у позакритичнiй областi
J2/J1 � Jc

2/J1, Jc
2/J1 ≈ 0.357) та розрахованi у клас-

терному наближеннi на основi прямокутних кластерiв
рiзних розмiрiв [16], а також у межах пiдходiв [17–19],
побудованих на функцiях Ґрiна, узгоджуються лише
якiсно з результатами згаданих вище числових мето-
дiв [7, 8, 20, 23].

Те, що порахований на основi (17) магнiтний пара-
метр порядку занадто рiзко спадає при J2/J1 близько-
му до точки переходу Jc

2/J1, а також те, що ми отри-
мали значно завищенi значення mA за малих J2/J1, на
нашу думку, пов’язано з використаним наближенням
типу середнього поля, у якому до того ж нехтувало-
ся кореляцiями мiж сусiднiми вузлами (див. спiввiд-
ношення (10)). Так, для нефрустрованої квадратної
ґратки (J2 = 0) ми отримуємо mA ≈ 0.437, що є сут-
тєво бiльше вiд, наприклад, результату моделювання
квантовим методом Монте-Карло (mA ≈ 0.307) [40].
Проте зауважимо, що в межах застосованого тут пiд-
ходу результат можна дещо полiпшити, якщо взя-
ти до уваги кореляцiї мiж сусiднiми вузлами, як це

запропоновано в роботi [37] (див. також [26]). Та-
ке самоузгоджене врахування згаданих кореляцiй дає
mA ≈ 0.389 при J2 = 0 [37].

Окремо звернiмо ще увагу на результати кластер-
ного наближення з рiзним розмiром кластера. Iз рис.
1 видно, що при малому розмiрi кластера результати
цього наближення є близькими в позакритичнiй об-
ластi до результатiв нашого дослiдження, базованому
на перетвореннi Йордана–Вiґнера. Так, для нефруст-
рованої ґратки отримане тут mA майже збiгається з
результатом наближення чотиричастинкового класте-
ра. Зi збiльшенням розмiру кластера результати клас-
терного наближення при J2 = 0 наближаються до ре-
зультатiв методiв реалiзованих у працях [7, 8, 20, 23].

Отже, ми показали, що використане просте набли-
ження типу середнього поля в межах методу фермiо-
нiзацiї Йордана–Вiґнера дає змогу якiсно описати пе-
рехiд вiд антиферомагнiтного до магнiтоневпорядко-
ваного стану для двовимiрної J1−J2 моделi Гайзенбер-
ґа. Самоузгоджене врахування кореляцiй на сусiднiх
вузлах може продемонструвати лiпше узгодження з
числовими результатами. Зазначимо, що фермiонне
представлення моделi може бути корисним при роз-
глядi немагнiтних станiв iз сильними мiжвузловими
кореляцiями, що й буде предметом наступних дослi-
джень.
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GROUND STATE OF THE TWO-DIMENSIONAL SPIN-1/2 J1−J2 HEISENBERG MODEL
WITHIN THE JORDAN–WIGNER FERMIONIZATION

O. R. Baran, T. M. Verkholyak
Institute for Condensed Matter Physics

1, Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

Jordan–Wigner fermionization (Wang, 1991) is applied to the antiferromagnetic spin-1/2 Heisenberg model

H =

∞
X

i=1

∞
X

j=1

(J1 Si,j · Si+1,j + J⊥Si,j · Si,j+1 + J2 Si,j · Si+1,j+1 + J2 Si,j+1 · Si+1,j)

on a rectangular lattice with competing interactions between the nearest neighbors (J1 > 0, J⊥ > 0) and next-
nearest neighbors (J2 > 0). The transformed Hamiltonian corresponds to the interacting spinless fermions hopping
between neighboring sites in a gauge field. Here we study the case of the possible Néel ordering which emerges for
a weak next-nearest-neighbor interaction. The problem is considered within the mean-field-type approximation
for both the direct interaction between fermions and phase factors, which represent the gauge field, neglecting the
correlations between the neighboring sites.

For the case of the square lattice (J1 = J⊥) we calculate the dependence of ground-state sublattice magne-
tization on the frustration parameter J2/J1, and study the quantum phase transition from the Néel ordered to
a disordered state, which occurs due to the competition between the nearest-neighbor and next-nearest-neighbor
interactions. The obtained result is compared with the results of other analytical and numerical methods.

It is shown that the applied approach provides a qualitatively correct result for the magnetization curve.
However, it gives a too large value for the Néel order parameter for the unfrustrated square lattice (at J2 = 0)
and a somewhat reduced value for the critical ratio of J2/J1. The self-consistent consideration of the correlations
between the neighboring sites is expected to improve the precision of the method.
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