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11–12 сiчня 2016 року на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету вiд-
бувалися 20-тi Рiздвянi науковi дискусiї. Традицiйно предметом обговорення були проблеми фiзики
твердого тiла, квантової механiки, фазових переходiв, статистичної фiзики, астрофiзики, космоло-
гiї. Усi доповiдi викликали зацiкавлення аудиторiї i спричинили активнi дискусiї. Нижче подаємо
анотацiї виголошених доповiдей.

NON-ARCHIMEDEAN SPACES EVERYWHERE

Mykhailo Zarichnyi
Department for Geometry and Topology, Ivan Franko National University of Lviv

The Archimedean property means that there is no infinitely small or infinitely large elements in the
given space. We will focus on the notion of non-Archimedean metric (ultrametric), i.e., a metric d on a
set X satisfying the strong triangle inequality: d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} for all x, y, z ∈ X.

The first examples of ultrametric are the p-adic metrics on the rationals Q (see, e.g., [1]). Ultramet-
rics also appear in biology (e.g., in phylogenetic tree construction; [2]), physics (e.g., [3]), mathematical
economics, theoretical computer science (e.g., for metrization of the space of probability measures [4]),
etc.

In the talk, we discuss how ultrametric spaces appear in the fractal geometry (see [5] for the case of the
idempotent measures).

[1] N. Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis, and Zeta-Functions (Springer-Verlag, 1977).
[2] V. R. Srinivas, Bioinformatics: A Modern Approach (Phi Learning Pvt. Ltd., 2009).
[3] R. Rammal, G. Toulouse, M. A. Virasoro, Ultrametricity for physicists, Rev. Mod. Phys. 58 765–788 (1986).
[4] E. P. de Vink, J. J. M. M. Rutten, Bisimulation for probabilistic transition systems: a coalgebraic approach.

ICALP Т97 (Bologna). Theor. Comput. Sci. 221, 271–293 (1999).
[5] N. Mazurenko, M. Zarichnyi, Idempotent ultrametric fractals, Visn. Lviv Univ. Ser. Mech.-Math. 79, 111–118

(2014).

НЕРIВНОВАЖНИЙ ВIДГУК ЗАРЯДОВО ВПОРЯДКОВАНОЇ СИСТЕМИ НА ВЕЛИКI
ЕЛЕКТРИЧНI ПОЛЯ

О. Матвєєв1,2, А. Швайка1, Т. Деверо3, Дж. Фрiрiкс2

1Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв
2Джорджтаунський унiверситет, Вашингтон, округ Колумбiя, США

3Стенфордський унiверситет, Стенфорд, Калiфорнiя, США

Методами нерiвноважної теорiї динамiчного середнього поля проведено точний розрахунок не-
лiнiйного вiдгуку зарядово впорядкованої системи. Вивчено, як накладання великого електрично-
го поля впливає на величину постiйного електричного струму та значення параметра зарядового
впорядкування електронiв провiдностi. Зокрема дослiджено зарядово впорядковану фазу моделi
Фалiкова–Кiмбала, що виявляє цiлий ряд аномальних властивостей, включаючи виникнення станiв
у зарядовiй щiлинi з пiдвищенням температури. Розрахунки проводено для рiзних величин взаємодiї
U , якi вiдповiдають випадкам металiчної фази (U = 0.5), квантової критичної точки (U = 0.86) та
критичного моттiвського дiелектрика (U = 1.4). Показано, що щiлиннi стани спричиняють суттє-
вий вплив на транспортнi властивостi, зокрема на нелiнiйний вiдгук системи при великих постiйних
електричних полях та на зникнення осциляцiй Блоха.
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CHARGING SUPERCAPACITORS WITH NANOPOROUS ELECTRODS

S. Kondrat
Forschungszentrum Jülich, Germany

Supercapacitors have exceptional power density and cyclability, but the stored energy density is still
small comparing to conventional batteries. It can be increased by fabricating electrodes with nanosized
pores, but this may lead to a reduction of power density. We will discuss these issues from a theoretical
perspective using phenomenological mean-field type models and molecular dynamics and Monte Carlo
simulations. I shall also consider the effect of ionophobicity of pores towards ions and scrutinize various
charging mechanisms. If the time allows, I will also say a few words about Ising helping us understand
the thermodynamics of supercapacitors.

ТЕПЛОЄМНIСТЬ КВАНТОВИХ СПIНОВИХ МОДЕЛЕЙ З ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНИХ
РОЗВИНЕНЬ

О. Держко
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Мова йтиме про квантовi спiновi моделi (наприклад, спiн-1/2 антиферомагнетик Гайзенберґа на
ґратцi кагоме) i сполуки, магнiтнi властивостi яких можна описати за допомогою таких моделей.
Термодинамiчнi величини (магнiтну теплоємнiсть чи магнiтну сприйнятливiсть) можна вимiряти з
високою точнiстю. Чи може теорiя акуратно передбачити температурнi залежностi термодинамiчних
величин? Це дозволило б визначити параметри спiнового гамiльтонiана моделi, яка реалiзується в
тiй чи iншiй сполуцi.

Для таких ґраток, як, наприклад, проста кубiчна ґратка, потрiбний результат дає (числовий) ме-
тод квантове Монте Карло. [Iнший унiверсальний (аналiтичний) метод — метод функцiй Ґрiна — має
надто низьку точнiсть i непридатний для прецизiйного аналiзу.] Якщо ж у моделi є фрустрацiї (ме-
тод квантове Монте Карло не працює), то ситуацiя значно складнiша. Так, до сьогоднi не зрозумiло,
чи теплоємнiсть спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберґа на ґратцi кагоме справдi має (додатко-
вий) низькотемпературний пiк, бо ця особливiсть отримана лише методом точної дiагоналiзацiї для
гратки з 18 вузлiв i можливо(?) зникає в термодинамiчнiй границi.

Група французьких теоретикiв запропонувала (числовий) метод знаходження температурної за-
лежностi теплоємностi чи сприйнятливостi, який використовує високотемпературнi розвинення
[1,2,3]. Стара iдея аналiзу високотемпературних розвинень, однак, iстотно модифiкована. У своїй
доповiдi я коротко поясню метод Берню, Мiгiша i Люйе [1,2,3].

[1] B. Bernu and G. Misguich, Phys. Rev. B 63, 134409 (2001).
[2] G. Misguich and B. Bernu, Phys. Rev. B 71, 014417 (2005).
[3] B. Bernu and C. Lhuillier, Phys. Rev. Lett. 114, 057201 (2015).

RELATION OF ENTANGLEMENT WITH MEAN SPIN AND SPIN CORRELATIONS FOR PURE
AND MIXED STATES

A. M. Frydryszak1, M. I. Samar2, V. M. Tkachuk2

1Institute of Theoretical Physics, University of Wroc law, Poland
2Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv

We consider the geometric measure of entanglement. For pure state we find the relation between the
mean value of spin and the geometric measure of entanglement of this spin and an arbitrary quantum
system. The geometric measure of entanglement for mixed two spin states formed on subspaces spanned
by | ↑↓〉, | ↓↑〉 or | ↑↑〉, | ↓↓〉 is studied. The relation of the entanglement of two spins in these cases with
spin correlations is found. These results allow to quantify the entanglement for pure and mixed states
on the experimental level by measuring the mean spin and spin correlations for pure and mixed states,
respectively.
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ВЕЛИКI ПОРОЖНИНИ В РОЗПОДIЛI ГАЛАКТИК: ПОХОДЖЕННЯ, ЕВОЛЮЦIЯ,
ДИНАМIКА

Б. Новосядлий, М. Цiж
Астрономiчна обсерваторiя та кафедра астрофiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Пояснення походження, еволюцiї та формування великомасштабної структури Всесвiту вимагає
знання природи, вмiсту та властивостей фундаментальних складникiв Всесвiту — матерiї, яка опи-
сується стандартною моделлю фiзики елементарних частинок, та прихованих складникiв (темна
енерґiя, темна матерiя), природа яких є поки що тiльки здогадною. З iншого боку, характеристики
великомасштабної структури є головним тестом космологiчних моделей i моделей темної матерiї та
темної енерґiї. У доповiдi висвiтлено результати аналiзу еволюцiї та динамiки прихованих компонент
у найпростiших (з погляду динамiки суцiльних середовищ) елементах великомасштабної структури
Всесвiту — великих порожнинах. Припускається, що вони є результатом еволюцiї початкових адiа-
батичних збурень метрики простору–часу та густини i швидкостi фундаментальних складникiв Все-
свiту, якi були зґенерованi в епоху ранньої iнфляцiї. Приводяться числовi розв’язки системи дифе-
ренцiальних рiвнянь, якi описують еволюцiю сферично-симетричного збурення в 3-компонентному
середовищi вiд ранньої епохи до сучасної. Показано вплив рiзних типiв темної енерґiї на профiль
густини i швидкостi матерiї в областi великих порожнин у розподiлi галактик.

РЕЛIКТОВI ҐРАВIТАЦIЙНI ХВИЛI В КОСМОЛОГIЧНИХ МОДЕЛЯХ З ДИНАМIЧНОЮ
ТЕМНОЮ ЕНЕРҐIЄЮ ЗА ДАНИМИ PLANCK-2015

О. Сергiєнко, Б. Новосядлий
Астрономiчна обсерваторiя, Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Ми встановлюємо спостережувальнi обмеження на внесок тензорної моди збурень у космологiч-
них моделях iз динамiчною темною енерґiєю для рiзних сценарiїв iнфляцiї. Моделлю темної енерґiї
є мiнiмально зв’язане класичне скалярне поле з баротропним рiвнянням стану. Використанi набори
даних включають данi Космiчної обсерваторiї Planck 2015 року щодо анiзотропiї релiктового випро-
мiнювання та лiнзування, данi Planck/BICEP2+Keck щодо B-моди поляризацiї, барiоннi акустичнi
осциляцiї з оглядiв неба SDSS та 6dFGS, спектр потужностi галактик з огляду неба WiggleZ, данi
щодо слабкого лiнзування з CFHTLenS та кривi свiтностi наднових типу Iа з компiляцiї JLA. Ми
також дослiджуємо наявнi виродження мiж параметрами темної енерґiї та iншими космологiчними
параметрами.

ЕВОЛЮЦIЯ ЗБУРЕНЬ ТЕМНОЇ ЕНЕРҐIЇ В ПОЛI ГАЛО ТЕМНОЇ МАТЕРIЇ

М. Цiж, Б. Новосядлий
Астрономiчна обсерваторiя та кафедра астрофiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Ми розглядаємо еволюцiю збурень трикомпонентного середовища, а саме: темної матерiї, тем-
ної енерґiї та релятивiстської речовини. Темна енерґiя представлена квiнтесенцiйним скалярним
полем, яке в гiдродинамiчному наближеннi характеризується трьома параметрами: параметром гус-
тини Ωde, параметром рiвняння стану w та ефективною швидкiстю звуку c2

s. Збурення є сферично-
симетричними, а для збурення темної матерiї вводиться феноменологiчна штучна в’язкiсть, що вiрi-
алiзує систему при досягненнi амплiтудою значень вiдносного збурення ∆vir = 178. Рiвняння еволю-
цiї (два рiвняння збереження для тензора моменту-iмпульсу та рiвняння Айнштайна для компонент
метричного тензора) розв’язуються чисельно для центральної областi гало. Показано, що моделi
темної енерґiї з меншим значення ефективної швидкостi звуку сильнiше впливають на динамiку
формування гало та їх фiзичнi параметри. Цей ефект можна використати для оцiнки нижньої межi
значення ефективної швидкостi звуку темної енерґiї на основi спостережуваних даних про фiзичнi
та статистичнi характерики гало темної матерiї.
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ДИНАМIКА РОЗШИРЕННЯ ВСЕСВIТУ ПРИ ВЗАЄМОДIЇ МIЖ ТЕМНОЮ ЕНЕРҐIЄЮ
I ТЕМНОЮ МАТЕРIЄЮ

Р. Неоменко, Б. Новосядлий
Астрономiчна обсерваторiя, Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Розглянуто модель темної енерґiї з баротропним рiвнянням стану, яка взаємодiє з темною матерiєю
гравiтацiйно та iншою силою, що призводить до обмiну енерґiєю-iмпульсом мiж ними. Обидвi ком-
поненти описуються наближенням iдеальної рiдини, параметрами якої є параметр рiвняння стану,
параметр густини та ефективна швидкiсть звуку. Розглянуто рiзнi види взаємодiй мiж ними, за-
лежними вiд густин енерґiї цих компонент. На основi рiвнянь Айнштайна та загальноковарiантних
рiвнянь збереження отримано рiвняння, якi описують динамiку розширення однорiдного iзотропно-
го Всесвiту та еволюцiю густин обох компонент для рiзних значень параметра взаємодiї. Показано,
що для цих взаємодiй є областi значень параметрiв темної енерґiї i темної матерiї та параметра
взаємодiї, для яких густини темної енерґiї i темної матерiї можуть набувати вiд’ємних значень. Для
видiлення класу моделей, у яких енерґiя прихованих компонент завжди додатна, знайдено вiдпо-
вiднi умови додатностi для цих компонент. Проаналiзовано динамiку розширення Всесвiту з цими
взаємодiями.

ЕЛЕКТРОДИНАМIКА У ПРОСТОРI ЗI СПIНОВОЮ НЕКОМУТАТИВНIСТЮ КООРДИНАТ

В. Васюта
Кафедра теоретичної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Некомутативнiсть операторiв координат виникає в теорiї струн [1] та у квантовiй ґравiтацiї [2].
Так звана канонiчна некомутативнiсть [Xi, Xj ] = iθij , де θij є постiйною матрицею, з очевиднiстю не
є iнварiантною щодо поворотiв системи координат. Iнварiантностi некомутативної алґебри стосовно
поворотiв можна досягти, зокрема, покладаючи координатний комутатор рiвним певнiй функцiї
спiну. Так, у [3] введено некомутативнi координати, зсуваючи комутативнi координати на оператори
спiну Xi = xi + θsi.

Ми запропонували релятивiстське узагальнення такої некомутативностi шляхом зсуву комутатив-
них координат на матрицi Дiрака Xµ = xµ + iθγµ. Вiдповiдна алґебра має вигляд

[Xµ, Xν ] = 2iθ2σµν ,
[
Xµ, σαβ

]
= 2θ(γαηµβ − γβηµα),

[Xµ, P ν ] = −iηµν , [Pµ, P ν ] = 0,
[
Pµ, σαβ

]
= 0,

[σαβ , σγδ] = i (ηαγσβδ − ηβγσαδ − ηαδσβγ + ηβδσαγ) ,

де σµν = i [γµ, γν ] /2, ηµν є тензором Мiнковського. Iз використанням упорядкування Вейля встанов-
лено аналог зiркового добутку Мояли для запропонованої алгебри.

Знайдено функцiю Лаґранжа електромагнiтного поля в такому некомутативному просторi. Слiд
зауважити, що електромагнiтне поле в некомутативному просторi стає неабелевим. З умови iнварi-
антностi коварiантної похiдної щодо локальних калiбрувальних перетворень отримано вигляд цих
калiбрувальних перетворень для електромагнiтного поля.

Варiюючи дiю, одержали точнi рiвняння поля. Цi рiвняння є нелiнiйними, що приводить до взає-
модiї електричного й магнiтного полiв. Таку взаємодiю проiлюстровано на деяких системах. Зокрема
показано, що електростатичне поле точкового заряду в постiйному магнiтному полi в першому на-
ближеннi за параметром некомутативностi залишається пропорцiйним 1/r, але заряд екранується
магнiтним полем, причому екранування є анiзотропним. Точно розв’язано задачу про рух плоскої
хвилi в постiйному електричному й магнiтному полях. Показано, що зовнiшнє поле модифiковує
фотонне дисперсiйне спiввiдношення. Крiм того, за допомогою узагальненого на релятивiстський
випадок методу Боголюбова–Крилова розглянуто взаємодiю двох плоских хвиль. Отриманi резуль-
тати порiвняно з аналогiчними результатами для канонiчної некомутативностi.

[1] N. Seiberg and E. Witten, JHEP 09, 032 (1999).
[2] S. Doplicher, K. Fredenhagen, and J. E. Roberts, Phys. Lett. B 331, 39 (1994).
[3] H. Falomir et al., Phys. Lett. B 680, 384 (2009).
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СИСТЕМА ДВОХ ЧАСТИНОК У СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОМУ ПРОСТОРI
З НЕКОМУТАТИВНIСТЮ КООРДИНАТ КАНОНIЧНОГО ТИПУ

Х. Гнатенко
Кафедра теоретичної фiзики,

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Розглянуто некомутативний простiр iз збереженою сферичною симетрiєю, який характеризується
такими спiввiдношеннями для операторiв координати та iмпульсу:

[Xi, Xj ] = iα(aibj − ajbi), (1)

[Xi, Pj ] = i~δij , (2)

[Pi, Pj ] = 0, (3)

де α — безрозмiрна константа, ai, bi — додатковi координати, якi описуються гармонiчним осцилято-
ром [1,2]. У загальному випадку рiзним частинкам у некомутативному просторi можуть вiдповiдати
рiзнi тензори некомутативностi. У зв’zязку з цим виникає проблема опису системи частинок у прос-
торi з некомутативнiстю координат.

Дослiджено систему двох частинок у сферично-симетричному некомутативному просторi (1)–(3).
Показано, що координати центра мас системи задовольняють некомутативну алґебру з ефективним
тензором некомутативностi. Як приклад двочастинкової системи розглянуто атом водню. Знайдено
поправки до енерґетичних рiвнiв атома, зумовленi некомутативнiстю координат (1).

[1] Kh. P. Gnatenko, V. M. Tkachuk, Phys. Lett. A 378, 3509 (2014).
[2] Kh. P. Gnatenko, Yu. S. Krynytskyi, V. M. Tkachuk, Mod. Phys. Lett. A 30, 1550033 (2015).

FROM TRANSPORT NETWORKS TO ONLINE ROLE-PLAYING GAMES

Yurij Holovatch1,2

1Institute for Condensed Matter Physics of NAS of Ukraine, Lviv
2Doctoral College for the Statistical Physics of Complex Systems,

Leipzig-Lorraine-Lviv-Coventry (L4)

I make a brief review of two different projects our group has participated in. One concerns the empirical
analysis and modeling of public transportation networks [1–3], another one deals with the analysis of
human behavior in a virtual environment of a massive multiplayer online game [4,5]. A common feature of
these studies which target entirely different, at the first sight, subjects is that in both cases we deal with
complex systems of many interacting agents, displaying collective behavior that does not follow trivially
from the behaviors of the individual parts.

Often our analysis was motivated and carried out using our former experience in the studies of interacting
many particle systems by tools of statistical physics and complex network theory. The participants of the
Workshop are welcome to join the discussion about some advantages and drawbacks of such an approach.

This work was supported by the Seventh Framework Program of the European Union within the Inter-
national Research Staff Exchange Scheme Grants Nos. Nos 612669 Structure and Evolution of Complex
Systems with Applications in Physics and Life Sciences, 612707 Dynamics of and in Complex Systems,
295302 Statistical Physics in Diverse Realizations, 269139 Dynamics and Cooperative Phenomena in Com-
plex Physical and Biological Media.

[1] C. von Ferber, T. Holovatch, Yu. Holovatch, V. Palchykov, Eur. Phys. J. B 68, 261 (2009).
[2] B. Berche, C. von Ferber, T. Holovatch, Yu. Holovatch, Eur. Phys. J. B 71, 125 (2009); Adv. Complex Syst.

15, 1250063 (2012); J. Transport. Security 5, 199 (2012).
[3] C. von Ferber, Yu. Holovatch, Eur. Phys. J. ST 216, 49 (2013).
[4] M. Szell, S. Thurner, Social Networks 32, 313 (2010).
[5] O. Mryglod, B. Fuchs, M. Szell, Yu. Holovatch, S. Thurner, Physica A 419, 681 (2015).
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THE SELF-ADJOINTNESS AND THE CASIMIR EFFECT
IN A BACKGROUND MAGNETIC FIELD

Yurii Sitenko
Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of NAS of Ukraine, Kyiv

We study the influence of a background uniform magnetic field and boundary conditions on the vacuum
of a quantized charged massive matter field confined between two parallel neutral plates. The admissible
set of boundary conditions at the plates is determined by the requirement that the operator of one-particle
energy be self-adjoint. A generalization of the MIT bag boundary condition is proposed. We show that in
the case of a sufficiently strong magnetic field directed orthogonally to the plates and a large separation
of the plates the Casimir force is repulsive being independent of the choice of a boundary condition as
well as of the distance between the plates.

МОДЕЛЮВАННЯ ПОШИРЕННЯ НЕIМУННИХ ЗАХВОРЮВАНЬ НА ГРАФI

Я. М. Iльницький
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Обговорено загальнi аспекти побудови епiдемiологiчних моделей у просторi з нульовою розмiр-
нiстю та на графi. Як iлюстрацiю розглянуто модель SIS неiмунного захворювання на графi, по-
будованому на вершинах квадратної ґратки з фiксованим та випадковим радiусом iнфiкування. За
допомогою методу комiркового автомата вивчено критичнi властивостi такої моделi у стацiонарному
станi та отримано її розв’язок у середньопольовому наближеннi. Дослiджено особливостi кластери-
зацiї системи пiд час її руху до критичної точки.

Запропоновано також модель SIC, яка є узагальненням моделi SIS на випадок набуття збудником
резистентностi до наявних препаратiв. За допомогою аналiтичного моделювання даних комп’ютер-
них симуляцiй отримано просту аналiтичну залежнiсть поширеностi мультирезистентного збудника
залежно вiд параметрiв моделi. Вивчено характернi просторовi шаблони поширення обох типiв збуд-
никiв.

Обговорено подальшi перспективи пiдходу в контекстi епiдемiологiчних моделей на мережах iз
заданими властивостями та наближення моделювання до специфiчних соцiогеографiчних реалiй.

[1] W. O. Kermack, A. G. McKendrick, A contribution to the mathematical theory of epidemics, Proc. Roy. Soc.
London A, 115, 700–721 (1927).

[2] N. Boccara, Automata network models of interacting populations, in Cellular Automata, Dynamical Systems
and Neural Networks, Mathematics and Its Applications series, E. Goles and S. Martines, Eds. Vol. 282,
Springer, 1994, 192 p.

[3] H. Situngkir, Epidemiology Through Cellular Automata: Case of Study Avian Influenza in Indonesia, 2004,
arXiv:nlin/0403035.

[4] J. Ilnytskyi, Y. Holovatch, Y. Kozitsky, H. Ilnytskyi, Computer simulations of a stochastic model for the
non-immune disease spread, Вiсник НУ “Львiвська Полiтехнiка” No. 800, 176–185 (2014).

[5] J.M. Ilnytskyi, Y. Kozitsky, H. Ilnytskyi, O. Haiduchok, Stationary states and spatial patterning in an SIS
epidemiology model with implicit mobility, Physica A, submitted.

МОДЕЛЮВАННЯ КАРТ ПОЛЯРИЗАЦIЇ РАДIОВИПРОМIНЮВАННЯ ЗАЛИШКIВ
НАДНОВИХ ЗIР

О. Петрук, Р. Бандiєра, В. Бешлей
Iнститут прикладних проблем механiки i математики НАН України, Львiв,

Астрофiзична обсерваторiя, Флоренцiя

Залишки наднових зiр вважаються основними прискорювачами космiчних променiв з енерґiями до
1015 еВ. Детектування космiчних променiв до таких енерґiй не дає iнформацiї про умови в конкрет-
ному об’єктi, оскiльки галактичнi магнiтнi поля вiдхиляють їх траекторiї вiд напрямку на джерела.
Тому робити висновки про вiдповiднi фiзичнi процеси можна лише зi спостережень випромiнювання,
яке ґенерується цими релятивiстськими частинками. Нинi спостереження проводять як наземними
iнструментами, так i обсерваторiями космiчного базування вiд радiо до жорсткого гамма-дiапазону.
Данi мiстять iнформацiю про спектри, розподiл поверхневої яскравостi та поляризацiю синхротрон-
ного випромiнювання. Проте переважно аналiзують лише спектри та одновимiрнi зрiзи яскравостi.
У наших попереднiх роботах розвинуто метод моделювання карт яскравостi в рiзних дiапазонах для
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залишкiв наднових, якi еволюцiонують у мiжзоряному середовищi з однорiдним та неоднорiдним
розподiлами густини чи манiтного поля. У цiй доповiдi представлено розвиток методу для моде-
лювання карт розподiлу поляризованого радiовипромiнювання цих об’єктiв. Це вимагало розв’язку
двох основних задач: узагальнення класичної теорiї синхротронного випромiнювання на випадко-
ву компоненту магнiтного поля та побудову й розв’язування рiвняння, яке описує еволюцiю цiєї
компоненти на фронтi ударної хвилi та в об’ємi залишку з урахуванням її взаємодiї з космiчними
променями.

ДИНАМIКА ЗАРЯДЖЕНОГО РОТАТОРА

А. Дувiряк
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Розглянуто рух зарядженого ротатора — одного заряду (або кiлькох), на який накладено жорстку
в’язь (в’язi). Динамiка ротатора виводиться з рiвняння Лоренца–Дiрака, доповненого принципом
д’Аламбера–Лагранжа, i приводить до нелiнiйного рiвняння 2-го порядку щодо кутової швидкостi.
Його можна звести до рiвняння Емдена–Фаулера, яке не розв’язується в термiнах вiдомих функцiй.
Дослiджено асимптотики рiвняння ротатора й побудовано його фазовий портрет. Показано, що лише
одна фазова траєкторiя — сепаратриса — має фiзичний сенс, описуючи гальмування ротатора. Усi
iншi траєкторiї описують необмежений розгiн ротатора за скiнченний час.

Формальний розгляд ротатора з кiлькома зарядами приводить до помилкового результату — за-
надто сильного гальмування, безвiдносного до знака й розмiщення зарядiв. Парадокс розв’язується
врахуванням взаємодiї зарядiв мiж собою, що ґенерується потенцiалами Льєнара-Вiхерта, i поро-
джує нецентральнi сили Лоренца (бо центральнi сили повнiстю компенсувалися б в’язями).

ГЕОМЕТРIЯ МНОГОВИДУ ЕВОЛЮЦIЙНИХ СТАНIВ ДВОХ СПIНIВ З АНIЗОТРОПНОЮ
ВЗАЄМОДIЄЮ

А. Кузьмак
Кафедра теоретичної фiзики

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Дослiджено еволюцiю системи двох спiнiв у магнiтному полi, взаємодiя мiж якими описується
анiзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа. Показано, що така еволюцiя вiдбувається на двопарамет-
ричному многовидi, геометрiя якого залежить вiд спiввiдношення мiж параметрами взаємодiї. У
випадку, коли таке спiввiдношення є рацiональним числом, многовид замкнутий i має форму тора.
Також було дослiджено геометрiю многовиду, на якому вiдбувається еволюцiя системи двох спiнiв,
що описуються моделлю Дзялошинського–Морiя, з додатковою ZZ взаємодiєю. У цьому випадку
отриманi подiбнi результати. А саме, коли спiввiдношення мiж параметрами взаємодiї буде рацiо-
нальним числом, то цей многовид буде тором. На завершення проаналiзовано заплутанiсть станiв,
якi належать до цих многовидiв. Знайдено лiнiї, на яких є стани зi сталою заплутанiстю, а також
знайдено залежнiсть густини таких лiнiй на многовидi вiд спiввiдношення мiж параметрами взає-
модiї.

ВПЛИВ КВАНТОВОГО ВИМIРЮВАННЯ ТА ВЗАЄМОДIЇ “КУБIТ–ТЕРМОСТАТ” НА
ЧИСТОТУ ВIДКРИТОЇ КВАНТОВОЇ СИСТЕМИ: ОСОБЛИВОСТI ПЕРЕПОВНЕНОГО

БАЗИСУ ВЕКТОРIВ СТАНУ

В. В. Iгнатюк
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Розглянуто початковий стан кубiта, який виникає внаслiдок неселективних вимiрювань [1] на пе-
реповненому базисi, коли кiлькiсть результатiв вимiрювань N = 3 перевищує розмiрнiсть n = 2
Гiльбертового простору векторiв стану. Для демонстрацiї особливостей, якi виникають унаслiдок
виконання нерiвностi N > n, ми взяли просту спiн–бозонну систему, яка описується точно роз’язу-
ваною моделлю з розфазуванням [2]. На процедуру вимiрювання накладено умови, що спричиняють
постiйне зростання когерентностi системи на початковому етапi її еволюцiї [3] внаслiдок взаємодiї
“кубiт–термостат”.

Показано, що на вiдмiну вiд проекцiйної схеми фон Ноймана при N = n = 2, найбiльш змiшаний
стан кубiта, який виникає внаслiдок неселективного вимiрювання, у загальному випадку може зале-
жати вiд температури його оточення. Ця незвична особливiсть дозволяє розглядати “температурно
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контрольоване” очищення кубiта [4] як доповнення до “динамiчного” очищення, проаналiзованого
ранiше [3].

Також розглянуто кiлька рiзновидностей повторних квантових вимiрювань над системою “кубiт–
термостат” та проаналiзовано їх перспективнiсть з погляду додаткового очищення вiдкритої кван-
тової системи.

[1] H.-P. Breuer and F. Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems (Oxford University, Oxford, 2007).
[2] V. G. Morozov, S. Mathey, and G. Röpke, Phys. Rev. A 85, 022101 (2012).
[3] V. V. Ignatyuk, V. G. Morozov, Phys. Rev. A 91, 052102 (2015).
[4] V. V. Ignatyuk, Phys. Rev. A 92, 062115 (2015).
[5] J. Dajka, B. Gardas, and J.  Luczka, Int. J. Theor. Phys. 52, 1148 (2013).

ФОРМУВАННЯ ПЕТЕЛЬ У ПОЛIМЕРАХ У НЕВПОРЯДКОВАНИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Х. Гайдукiвська, В. Блавацька
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

У роботi проаналiзовано ймовiрнiсть формування окремої петлi на довгому гнучкому ланцюж-
ку в середовищi з безладом у випадку загальної вимiрностi d. Структурнi неоднорiдностi в задачi
скорельованi на великих вiдстанях r згiдно зi степеневим законом ∼ r−a. У межах моделi неперер-
вного ланцюжка iз застосуванням методу прямого полiмерного перенормування отриманi значення
критичних показникiв, якi керують скейлiнґом iмовiрностi утворення петель залежно вiд їх дов-
жини. Кiлькiсно показано зниження ймовiрностi утворення петель у середовищi зi скорельованим
безладом.

ONE-DIMENSIONAL COULOMB-LIKE PROBLEM AND MINIMAL LENGTH

M. I. Samar and V. M. Tkachuk
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv

We present the definition of an inverse position operator X−1 in the general case of deformed Heisenberg
algebra leading to minimal length, which satisfies the invertibility condition X−1X = XX−1 = 1. The
energy spectrum and eigenfunctions for a 1D Coulomb-like potential in the general case of deformed space
with minimal length are found exactly. We analyze the energy spectrum for different partial cases of
the deformation function and find that depending on the kind of the deformation function a different
dependence on the parameter of deformation of the energy correction term and even a different sign of
this term can be obtained.

A PENNING TRAP WITH AN INCLINED MAGNETIC FIELD

Yurij Yaremko[, Maria Przybylska\, and Andrzej J. Maciejewski]
[Institute for Condensed Matter Physics of NAS of Ukaine, Lviv

\Institute of Physics, University of Zielona Góra, Poland
]Institute of Astronomy, University of Zielona Góra, Poland

A modified Penning trap with a spatially uniform magnetic field B inclined with respect to the axis of
rotational symmetry of the electrodes is considered. The inclination angle can be arbitrary. The canonical
transformation of phase variables transforming the Hamiltonian of the considered system into a sum
of three uncoupled harmonic oscillators is found. We determine the region of stability in space of two
parameters controlling this dynamics: the trapping parameter κ and the squared sine of the inclination
angle ϑ0. If the angle ϑ0 is smaller than 54 degrees, a charge occupies a finite spatial volume within the
processing chamber. A rigid hierarchy of trapping frequencies is broken if B is inclined at the critical angle:
the magnetron frequency reaches the corrected cyclotron frequency while the axial frequency exceeds them.
Apart from this resonance we reveal the family of resonant curves in the region of stability.

In the relativistic regime the system is not linear. We show that it is not integrable in the Liouville
sense. The averaging over the fast variable allows to reduce the system to two degrees of freedom. The
analysis of the Poincaré cross-section of the averaged systems shows the regions of effective stability of
the trap.
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ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЕЛИЧИНИ СИСТЕМИ ТВЕРДИХ КУЛЬОК У
СЛАБОНЕРIВНОВАЖНОМУ ТЕПЛОПРОВIДНОМУ СТАЦIОНАРНОМУ СТАНI

Й. А. Гуменюк
Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Стацiонарний стан газу, через який поширюється тепло, якiсно вiдрiзняється вiд рiвноважного.
Задачу обчислення потоку тепла розв’язують у кiнетичнiй теорiї (напр. [1]) та методом Ґрiна–Кубо
(напр. [2]). Однак проблема розрахунку термодинамiчних характеристик систем у стацiонарному
станi — тиску, внутрiшньої енерґiї чи ентропiї — перебуває на початкових етапах свого розв’язання
[3–6]. У мажах пiдходу суцiльного середовища запропоновано [7] спосiб розрахунку термодинамiчних
величин газу низької густини в теплопровiдному стацiонарному станi для слабкого вiдхилення вiд
рiвноваги.

Однак при змiщеннi в область промiжних i високих густин усе бiльше проявляється потенцiал вза-
ємодiї, зокрема розмiри молекул. Щоб їх урахувати, ми за допомогою того ж способу [7] розраховує-
мо тиск, внутрiшню енерґiю та ентропiю модельної системи твердих кульок у слабонерiвноважному
теплопровiдному стацiонарному станi.

Аналiтичнi вирази для цих величин знайдено в наближеннi 4-го порядку за ґрадiєнтами темпера-
тури iнтеґруванням вiдповiдних локальних густин уздовж теплового потоку. Показано, що ґрадiєн-
тнi внески до внутрiшньої енерґiї залежать вiд об’єму, а ентропiя задовольняє II-е начало термоди-
намiки для нерiвноважних процесiв. Розрахунки проведено для вимiрностей 3D, 2D та 1D.

[1] Дж. Феpцигеp, Г. Капеp, Математическая теоpия пpоцессов пеpеноса в газах (Москва, Миp, 1976).
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БОЗЕ–АЙНШТАЙНIВСЬКА КОНДЕНСАЦIЯ В IДЕАЛЬНОМУ БОЗЕ-ГАЗI
В ЗОВНIШНЬОМУ ПОЛI

I. Вакарчук
Кафедра теоретичної фiзики

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Розраховано температуру бозе–айнштайнiвської конденсацiї iдеального бозе-газу залежно вiд па-
раметрiв потенцiалу зовнiшнього поля [1]. Обчислено температурну залежнiсть бозе-конденсатної
фракцiї. Отриманi величини порiвняно з результатами iнших праць [2,3].
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