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Розглянуто власнi хвилi електромагнiтного поля в середовищi, що мiстить заряди. Запро-
поновано вiдразу застосовувати квазiчастинковий пiдхiд. Для цього iз загального нереляти-
вiстського гамiльтонiана виокремлено гамiльтонiан осциляторiв поля в середовищi та побудо-
вано теорiю збурень за малою перенормованою взаємодiєю. Знайдено статистичний оператор
системи в першому порядку вказаної теорiї збурень. Отримано дисперсiйне рiвняння електро-
магнiтного поля в середовищi.
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I. ВСТУП

Як вiдомо, у вакуумi частота ω та хвильовий вектор
k хвиль електромагнiтного поля задовольняють дис-
персiйне рiвняння ω = kc (c — швидкiсть свiтла) для
поперечних хвиль та ω = 0 для поздовжнiх. Диспер-
сiйне рiвняння для електромагнiтного поля в середо-
вищi iз зарядами ω = ω(k) [1, c. 27] встановлює мож-
ливi власнi хвилi в такому середовищi. Знайти цей за-
кон дисперсiї є завданням нашої роботи. Розглядаючи
електромагнiтне поле в середовищi iз зарядами, вико-
ристовують багато пiдходiв, але найчастiше — теорiю
iз самоузгодженим полем (рiвняння Власова) [2–4];
метод скороченого опису Боголюбова також дозволяє
вивчати певне коло високочастотних задач [4, 5].

Для вивчення процесу поширення електромагнiт-
ного поля в середовищi при малому згасаннi зручно
запроваджувати, замiсть фотонiв, новi квазiчастин-
ки. Причому пропонується вiдразу виокремити в за-
гальному гамiльтонiанi системи осциляторний гамiль-
тонiан ефективного електромагнiтного поля в такому
середовищi

Ĥs =
1
8π

∫
d3x Ê(x)2

+
1

8πc2

∫
d3x

∫
d3x′Âα(x)ω2

α(x− x′)Âα(x′). (1)

Тут Ê(x) — оператор напруженостi, Â(x) — опера-
тор векторного потенцiалу електромагнiтного поля,
iндекс α нумерує поляризацiю.

У нещодавнiй статтi [6], розглянуто оптичнi коли-
вання в йонних кристалах з двома атомами в елемен-
тарнiй комiрцi з урахуванням теплового руху зарядiв
у такому пiдходi. Подальший розгляд має на метi по-
ширення результатiв [6] на будь-яке нерелятивiстське
середовище iз зарядами.

II. ЗАКОН ДИСПЕРСIЇ ДЛЯ
ЕЛЕКТРОМАГНIТНОГО ПОЛЯ, ЩО СЛАБКО

ВЗАЄМОДIЄ IЗ СЕРЕДОВИЩЕМ

Гамiльтонiан системи можна щаписати у виглядi
суми гамiльтонiана зарядiв без електромагнiтного по-
ля Ĥm та доданкiв iз полем

Ĥ = Ĥm + Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥf , Ĥ1 ≡ −
∫

d3x
Âα(x)ĵα(x)

c
,

Ĥ2 ≡
∫

d3x
Ω̂2(x)Â(x)2

8πc2
,

Ĥf =
∫

d3x
Ê(x)2 + (rot Â(x))2

8π
. (2)

Тут уведено ĵα(x) — оператор густини електрич-
ного струму за вiдсутностi електромагнiтного поля
для слабко релятивiстського випадку (див., напр., [7,
§5.3.2]), а також — позначення для оператора суми
квадратiв плазмової частоти зарядiв рiзних сортiв

Ω̂(x)2 = 4π
∑

a

e2
an̂a(x)/ma. (3)

Шуканий закон дисперсiї є розв’язком характерис-
тичного рiвняння для системи рiвнянь Максвелла в
середовищi. Розпочнiмо з побудови операторних рiв-
нянь руху для електромагнiтного поля в картинi Гай-
зенберґа — вiзьмiмо часовi похiднi вiд напруженостi
поля Êα (x, t) = eit H/~Êα (x) e−it H/~ та його вектор-
ного потенцiалу Âα (x, t) = eit H/~Âα (x) e−it H/~ i об-
числiм отриманi комутатори. Узагальнений iмпульс,
спряжений векторному потенцiалу, визначається ви-
разом P = 1

4πc2 Ȧ. Отже, операторнi рiвняння для
електромагнiтного поля такi:

∂tÂα(x, t) = −cÊα(x, t),
(4)

∂tÊα(x, t) = c rotα rotÂ(x, t)− 4πĴα(x, t).
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Тут запроваджено оператор калiбрувально iнварiан-
тної густини електричного струму Ĵn (x) = ĵn (x) −

1
4πc Ân (x) Ω̂2 (x). Щоб знайти явний вигляд наведено-
го струму, побудуймо теорiю збурень зi слабкою вза-
ємодiєю iз запровадженим у (1) ефективним електро-
магнiтним полем пiдсистеми голих зарядiв. Оператор
для згаданої взаємодiї такий:

V̂ = Ĥ − Ĥs − Ĥm. (5)

Подальшi розрахунки проведiмо в загальних по-
значеннях, використовуючи представлення взаємо-
дiї. Виходячи з принципу ослаблення кореляцiй [7,
§ 4.1.1], будемо вважати, що в деякий початковий час
(t0) статистичний оператор нашої системи ρ вираже-
но добутком статистичних операторiв пiдсистем: рiв-
новажним статистичним оператором Ґiббса для за-
рядiв wb й нерiвноважним статистичним оператором
для електромагнiтного поля ρf

ρ (t0) = ρf (t0) wb (t0) , Sp ρ = 1. (6)

Розпишiмо статистичний оператор у представленнi
взаємодiї

ρ (t) = exp (itH0/~) exp (−itH/~)
× ρ exp (itH/~) exp (−itH0/~) , (7)

де позначено Ĥ0 = Ĥs + Ĥm. Розкладiмо (7), викорис-
товуючи термодинамiчну теорiю збурень [7, §3.1.2].
Запровадьмо оператори S (λ) = exp (λH0) exp (−λH)
та T (λ) = exp (λH) exp (−λH0)

Тобто можна переписати статистичний оператор (7)
так:

ρ (t) = S (it/~) ρT (it/~) . (8)

Оператор S (λ) розкладається за взаємодiєю так:

S (λ) = 1−
λ∫

0

dλ′ V̂ (λ′)S (λ′), (9)

де позначено V̂ (λ) = exp
(
λĤ0

)
V̂ exp

(
−λĤ0

)
. Ана-

логiчно оператор T (λ) розкладається за взаємодiєю:

T (λ) = 1 +

λ∫
0

dλ′ T (λ′) V̂ (λ′). (10)

За тривалий час початковий статистичний опера-
тор (6), згiдно з принципом ослаблення кореляцiй, за-
вдяки взаємодiї стане реальним. Вiзьмiмо поточний
момент за нульову точку вiдлiку часу t = 0 i викорис-
таймо початкову умову (6). Тодi для досить великих
за модулем t0 (причому t0 < 0, тому що початок ево-
люцiї був у минулому) будемо мати

ρ (t = 0) = S (it0/~) wmρfT (it0/~) . (11)

Пiдставмо розвинення (9) та (10)

ρ (t = 0) =
(

1−
it0/~∫
0

dλ′ V̂ (λ′) S (λ′)
)

× wmρf

(
1 +

it0/~∫
0

dλ′ T
(
λ′
)
V̂ (λ′)

)
(12)

i врахуймо, що в нульовому порядку S0 (it/~) =
T0 (it/~) = 1, тодi з точнiстю до першого порядку за
малої взаємодiї

ρ (t = 0) ≈ wmρf −
it0/~∫
0

dλ′
[
V̂ (λ′) , wmρf

]
. (13)

Зробiмо замiну змiнної iнтеґрування λ′ = iτ/~, тодi
основний та перший порядки статистичного операто-
ра виглядають так:

ρ (t = 0) ≈ wmρf −
i

~

t0∫
0

dτ
[
V̂ (τ) , wmρf

]
, (14)

де введено вже звичайне для представлення взаємодiї
позначення для оператора V̂ (τ) ≡ eiτĤ0/~V̂ e−iτĤ0/~.

Повернiмося до гамiльтонiана (2). Тепер, зважаю-
чи на збiг представлень Гайзенберґа та взаємодiї при
t = 0, треба усереднювати операторнi рiвняння Макс-
велла (4) зi статистичним оператором (14). Для спро-
щення записiв середнi вiд операторiв поля позначимо
просто Eα(x) = Sp Êα(x)ρ. Iз рiвнянь (4) маємо

∂tAα(x, t) = −cEα(x, t), (15)

∂tEα(x, t) = c rotαrotA(x, t)− 4πJα(x, t). (16)

Знайдiмо середнiй струм Ĵα(x) зi статистичним опе-
ратором (14). Малiсть доданкiв стандартно будемо
визначати за степенем операторiв електромагнiтного
поля. Тодi в першому порядку (14) треба залишати
тiльки Ĥ1

ρ1 =
i

c~

t0∫
0

dτ

[∫
d3x Âα(τ, x)ĵα(τ, x), wmρf

]
. (17)

Пiсля просторового перетворення Фур’є оператор
векторного потенцiалу у представленнi взаємодiї та-
кий:

Âαk(τ) = Âαk cos (ωα(k)τ)

− cÊαk sin (ωα(k)τ) /ωα(k). (18)

Тобто можна записати в (16) електричний струм за
t = 0 так:

Jα(x) = Sp

wmρf −
i

~

t0∫
0

dτ
[
V̂ (τ) , wmρf

]
× ĵα (x)− Sp wmρf

1
4πc

Âα (x) Ω̂2 (x) . (19)

Оскiльки струм у рiвновазi вiдсутнiй Spwmĵn (x) =
0, можна переписати
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Jβ(x) = − i

c~

t0∫
0

dτ

∫
d3x′Aα(τ, x′)Sp

[
ĵα(τ, x′), ĵβ (x)

]
wm −

1
4πc

Aβ (x) Ω2. (20)

Отже, ми маємо коефiцiєнт Sp
[
ĵα(τ, x′), ĵn (x)

]
wm при середньому полi, який повинен швидко спадати з часом,

що дозволяє спрямувати час t0 → −∞

Jβ(x) =
i

c~

0∫
−∞

dτ

∫
d3x′Aα(τ, x′)Sp

[
ĵα(τ, x′ − x), ĵβ (0)

]
wm −

1
4πc

Aβ (x) Ω2. (21)

Для нашої лiнiйної за полем задачi без зовнiшнiх
джерел природно шукати часову залежнiсть у вигля-
дi

Ekα(t) = Ekα exp(−itωα(k)),
(22)

Akα(t) = Akα exp(−itωα(k)),

бо саме ця частота фiґурує в Hs як частота осциля-
торiв поля. Зробiмо перетворення Фур’є за коорди-
натою. Тодi з використанням зв’язку (15) можна пе-
реписати (18) так:

Âαk(τ) = −cÊαk(i cos (ωα(k)τ)
+ sin (ωα(k)τ))/ωα(k). (23)

Вираз у дужках можна спростити за формулою Ей-
лера

cos (ωα(k)τ)− i sin (ωα(k)τ) = exp (−iωα(k)τ) .

Тепер зручно запровадити функцiю Ґрiна [7, с. 169]

G
(+)
βα (τ, k) = iθ (−τ) Sp

[
ĵα(τ, k), ĵβ (0)

]
wm/~. (24)

У виразi для середнього струму (21) маємо її Фур’є-
образ. Використовуємо (22) для часової залежностi
полiв.

Jβ(k, ωα(k)) = i(G(+)
βα (k, ωα(k))

+ δβαΩ2/4π)Eαk/ωα(k). (25)

Отриманий вираз для струму (25) збiгається з вiдо-
мим [7, (6.3.14)].

Iз системи (15)-(16), пiдставивши вираз для струму
(25), маємо алґебраїчне рiвняння

− ωα(k)2Ekβ = c2 [k× [k×Ek]]β − EkβΩ2

− 4π

~
EαkG

(+)
βα (ωα(k), k). (26)

Рiвняння (26) дасть дисперсiйне рiвняння для елект-
ромагнiтного поля в середовищi iз зарядiв

c2
(
δαβk2 − kαkβ

)
+ δαβΩ2 + 4πG

(+)
βα (ωα(k), k)

−ωα(k)2δαβ = 0, (27)

що розв’язує задачу про знаходження зв’язку мiж
частотою та хвильовим вектором електромагнiтного
поля в середовищi. Дисперсiйне рiвняння (27) дасть
змогу визначити квазiчастинки з енерґiєю ~Re ωα(k) у
випадку слабкого згасання Re ωα(k)� Im ωα(k). Для
отримання явного вигляду закону дисперсiї ω = ωα(k)
необхiдно конкретизувати функцiю Ґрiна струмiв у
представленнi взаємодiї для наявного середовища.

ДОДАТОК. ЗАСТОСУВАННЯ
ДО ЕЛЕКТРОННОЇ ПЛАЗМИ

Визначимо закон дисперсiї електромагнiтного поля
у класичнiй однорiднiй iзотропнiй плазмi без зiткнень
iз розподiлом Максвелла за швидкостями заряджених
частинок. У цьому випадку функцiю Ґрiна струмiв
можна записати так [8]:

G
(+)
βα (ωα(k), k) =

(
δαβk2 − kαkβ

)
Gt(ωα(k), k)

+ δαβGl(ωα(k), k), (28)

Gt(ω, k) = −
∑

a

e2
ana

ma
F

(
ω√
2kva

)
− Ω2

4π
, (29)

Gl(ω, k) = −
∑

a

e2
ana

ma

(
ω

kva

)
×
(

1 + F

(
ω√
2kva

))
− Ω2

4π
. (30)

Тут використано спецiальну функцiю [9, (31.3)]

F (x) =
x√
π

∫ +∞

−∞
dz

e−z2

z − x− i0
. (31)

Суми взято за всiма наявними у плазмi a сортах час-
тинок. va =

√
Ta/ma — характерна швидкiсть.

Дисперсiйне рiвняння (27) в iзотропному випадку
розпадається на рiвняння для поздовжнiх

Ω2 + 4πGl(ωl(k), k)− ωl(k)2 = 0 (32)

або, з використанням (30),
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−4π
∑

a

e2
ana

ma

(
ωl(k)
kva

)(
1 + F

(
ωl(k)√
2kva

))
−ωl(k)2 = 0 (33)

та поперечних хвиль

c2k2 + Ω2 + 4πGt(ωt(k), k)− ωt(k)2 = 0, (34)

або, з використанням (29),

c2k2 − 4π
∑

a

e2
ana

ma
F

(
ωt(k)√
2kva

)
− ωt(k)2 = 0. (35)

Цiкаво розглянути випадки великих та малих по-
рiвняно з va фазових швидкостей ω/k, для яких гра-

ничнi вирази функцiї F (x) (31) вiдомi: для x � 1 [9,
(31,5)]

F (x) ≈ −1− 1
2x2

− 3
4x4

+ i
√

πx exp(−x2),

для x� 1 [9, (31,6)]

F (x) ≈ −2x2 + i
√

πx.

Для спрощення будемо вважати йони нерухомими
(нескiнченно важкими) i розглянемо лише класичну
електронну плазму a = e. Тодi з (33) отримаємо дис-
персiйне рiвняння для поздовжнiх високочастотних
коливань

Ω2
e

−1− 3(
ωl(k)
kva

)2 + i

√
π

2

(
ωl(k)
kve

)3

exp

(
−
(

ωl(k)√
2kve

)2
)+ ωl(k)2 = 0, (36)

яке збiгається з [1, (4.2.3)], звiдки маємо квадрат частоти плазмонiв

ωl(k)2 = Ω2
e + 3k2v2

e .

У протилежному випадку малої фазової швидкостi поздовжнього процесу маємо дисперсiйне рiвняння

Ω2
e

(
ωl(k)
kve

)2
(

1−
(

ωl(k)
kve

)2

+ i

√
π

2
ωl(k)
kve

)
+ ωl(k)2 = 0, (37)

що дає дебаєвське екранування електромагнiтних хвиль в електроннiй плазмi k = iΩe/ve з радiусом екрану-
вання rD = ve/Ωe.

Для поперечних високочастотних коливань з (35) отримаємо таке дисперсiйне рiвняння:

c2k2 − Ω2
e

(
−1− 1

(ωt(k)
kve

)2
+ i

√
π

2
ωt(k)
kve

exp

(
−
(

ωt(k)√
2kve

)2
))

− ωt(k)2 = 0. (38)

Оскiльки ve � c, одержуємо спектр фотонiв в електроннiй плазмi [1, (4.4.3)]

ωt(k)2 = k2c2 + Ω2
e.

Для поперечних коливань iз малими фазовими швидкостями маємо

c2k2 − Ω2
e

(
−
(

ωt(k)
kve

)2

+ i

√
π

2
ωt(k)
kve

)
− ωt(k)2 = 0, (39)

що вказує на аперiодичне згасання електромагнiтних коливань унаслiдок поглинання електронами плазми за
законом [1, (4.4.5)]

ωt(k) = −i

√
2
π

c2vek
3

Ω2
e

.

ВИСНОВКИ

Розглянуто власнi хвилi електромагнiтного поля в
середовищi, що мiстить заряди. Для цього виокремле-
но гамiльтонiан осциляторiв поля та побудовано те-
орiю збурень за перенормованою взаємодiєю запро-

ваджених квазiчастинок iз зарядами. Знайдено ста-
тистичний оператор системи в першому наближеннi
вказаної теорiї збурень. Отриманий вираз для серед-
нього струму збiгається з вiдомим результатом, що
пiдтверджує правильнiсть запропонованої теорiї. Як
приклад, розглянуто електромагнiтне поле в елект-
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роннiй плазмi, отримано закони дисперсiї. Наведений
розгляд узагальнює роботи [4,5], де описано лише гра-
ницю великих фазових швидкостей електромагнiтних
хвиль на випадок довiльних фазових швидкостей по-
ля.
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THE DISPERSION EQUATION FOR ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE
ENVIRONMENT

A. A. Stupka
Oles Honchar Dnipropetrovsk National University,

72, Gagarin Ave., Dnipropetrovsk, UA–49010, Ukraine

The eigenwaves of the electromagnetic field in a medium that contains charges are considered. The quasiparticle
approach is implemented immediately. For this purpose the Hamiltonian of the field oscillators in medium is
extracted from the general non-relativistic Hamiltonian. The remaining terms with the electromagnetic field
operators in the Hamiltonian formed a small renormalized interaction of the electromagnetic field with a medium.
The perturbation theory in the mentioned above interaction is built. A statistical operator of the system is found
up to the first-order perturbation theory. To this end Bogolyubov’s principle of correlation weakening and the
thermodynamics perturbation theory are used. The operator Maxwell’s equations are averaged with the statistical
operator of the system. The averaged electric current is found. After that we obtain the homogeneous linear
differential equation with coefficients that do not depend on time. Te dispersion equation of the electromagnetic
field in the medium as the characteristic equation is received. A quasiparticle dispersion law is the solution of the
characteristic equation based on the self-consistency. The classical electron plasma is considered as an example
of the application of the obtained results. The standard dispersion laws for big and small phase velocities of
electromagnetic processes in such plasma are obtained.
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