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У межах базисного пiдходу розраховано енерґiю основного стану однорiдної електрон-
ядерної моделi за високих густин. Побудовано рiвняння стану в наближеннi двочастинкових
кореляцiй релятивiстської виродженої однорiдної моделi електронiв на фонi додатного ком-
пенсувального заряду. Чисельним методом знайдено наближенi розв’язки рiвняння механiчної
рiвноваги холодного виродженого карлика з осьовим обертанням. Дослiджено вплив кулонiв-
ських мiжчастинкових взаємодiй i обертання на характеристики вироджених карликiв.
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I. ВСТУП

Структура вироджених карликiв формується пiд
впливом багатьох чинникiв, основними з яких є непов-
не виродження електронної пiдсистеми, мiжчастинко-
вi кулонiвськi взаємодiї, осьове обертання, ґравiтацiй-
на диференцiацiя речовини вздовж радiуса, магнiтнi
поля та ефекти загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ).
Вплив окремих чинникiв певною мiрою вивчений у
межах простих моделей: неповне виродження елект-
ронiв та спiнова поляризацiя приводить до збiльшен-
ня мас i радiусiв [1–3], осьове обертання — до збiль-
шення маси i сплюснутостi [4,5], мiжчастинковi взає-
модiї — до зменшення маси [6, 7], ефекти ЗТВ дають
додаткове обмеження на максимальну масу i пору-
шують стiйкiсть вироджених карликiв [8, 9]. У зв’яз-
ку з гiпотезою про те, що масивнi виродженi карлики
можуть бути попередниками наднових типу Iа, а та-
кож з огляду на проблему стiйкостi особливий iнтерес
становить дослiдження масивних вироджених карли-
кiв. У цьому випадку вплив неповного виродження
електронної пiдсистеми несуттєвий [1]. Тому характе-
ристики масивних немагнiтних вироджених карликiв,
якi ми розглядаємов цiй статтi, формуються пiд впли-
вом двох конкурентних чинникiв — осьового обертан-
ня й кулонiвських взаємодiй. У роботi [4] розраховано
вплив осьового обертання на масу i форму поверхнi
карлика у межах простої моделi С. Чандрасекара (з
рiвнянням стану iдеального виродженого релятивiс-
тського електронного газу), однак розрахунки вико-
нано в областi 0.5 ≤ x0 ≤ 6.24 (де x0 — параметр
релятивiзму в центрi зорi), що вiдповiдає карликам

малих i промiжних мас. У роботi [6] одержано рiв-
няння стану електрон-ядерної моделi, що наближено
враховує вплив кулонiвських взаємодiй. Ми розраху-
вали рiвняння стану цiєї моделi за допомогою альтер-
нативного методу, що узагальнює так званий базис-
ний пiдхiд, розвинутий у сучаснiй багатоелектроннiй
теорiї металiв [10], на випадок високих густин мате-
рiї. На основi рiвняння механiчної рiвноваги обчисле-
но залежнiсть характеристик вироджених карликiв з
осьовим обертанням вiд параметрiв моделi. Одержано
обмеження на максимальну масу карлика з одночас-
ним урахуванням мiжчастинкових кулонiвських вза-
ємодiй i осьового обертання.

II. РIВНЯННЯ СТАНУ МОДЕЛI

У роботi [11] розраховано енерґiю основного стану
й рiвняння стану за T = 0 K для електронейтральної
однорiдної моделi, що складається з виродженої ре-
лятивiстської пiдсистеми Ne електронiв в об’ємi V в
полi нерухомих ядер, якi утворюють просту кубiчну
ґратку. Параметрами моделi є параметр релятивiзму
x = ~(m0c)

−1(3π2Ne/V )1/3, заряд ядра z та безроз-
мiрна ефективна електронна маса µe = 〈A/z〉, де A —
масове число ядра. Така модель є слабко неiдеальною,
параметром неiдеальностi щодо мiжелектронних вза-
ємодiй є стала тонкої структури α0, а щодо електрон-
ядерних — величина zα0.

Енерґiю основного стану моделi зображено у вигля-
дi [11]

E(x|z) = Ee +
z2

2V

∑

q6=0

{SqS−q −Nn} (1)

−
∑

n≥2

zn

n!V n

∑

q1,··· ,qn 6=0

Vq1
Vq2

· · ·Vqn
δq1+···+qn,0 µn(q1, · · · ,qn) Sq1

· · ·Sqn
,

Цю працю можна використовувати на умовах Мiжнародної Публiчної Лiцензiї Creative Commons 4.0 “Iз Зазначенням

Авторства”. Поширюючи цей матерiал, потрiбно вказувати авторiв i назву статтi, журнальне цитування та DOI.
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де Ee — енерґiя базисної моделi (системи електронiв
з кулонiвськими взаємодiями на фонi компенсуваль-
ного рiвномiрно розподiленого позитивного заряду),
µn(q1, . . . ,qn) — статичнi границi n-частинкових ко-
реляцiйних функцiй базисної моделi, Vq = 4πe2/q2,

Nn — число ядер, Sq =
Nn
∑

j=1

exp[i(q,Rj)] — струк-

турний фактор ядерної пiдсистеми. Згiдно з умовою
електронейтральностi в сумах за хвильовими векто-
рами вiдсутнi доданки з q = 0, q1 = . . . = qn = 0.

Складник Ee є функцiєю параметра релятивiзму й
визначається двочастинковою динамiчною кореляцiй-
ною функцiєю базисної системи [10]

Ee = E0 +
1

2βV

∑

q6=0

Vq

∑

ν

1
∫

0

µ
(λ)
2 (q,−q|ν,−ν) dλ, (2)

де E0 — енерґiя моделi виродженого релятивiстського
iдеального електронного газу, а
µ

(λ)
2 (q,−q|ν,−ν) — динамiчна двочастинкова кореля-

цiйна функцiя допомiжної моделi — релятивiстської
системи електронiв iз потенцiалом двочастинкових
взаємодiй λVq . У наближеннi локального поля [10]

µ
(λ)
2 (q,−q|ν,−ν) = µ

(0)
2 (q,−q|ν,−ν) (3)

×

{

1 + λ
Vq

V
µ

(0)
2 (q,−q|ν,−ν)[1 −Gλ(q, ν)]

}−1

,

де µ(0)
2 (q,−q|ν,−ν) — двочастинкова динамiчна коре-

ляцiйна функцiя iдеальної моделi електронiв, Gλ(q, ν)
— поправка на локальне поле, νn = 2πnβ−1 — час-
тота Бозе–Мацубари (β = (kBT )−1 — обернена тем-

пература). Для статичних функцiй µ
(0)
2 (q,−q) та

µ
(0)
3 (q1,q2,−q1 − q2) знайдено аналiтичнi зображен-

ня, а для динамiчної функцiї µ(0)
2 (q,−q|ν,−ν) — зоб-

раження у виглядi однократного iнтеґрала. Поправка
Gλ(q, ν) розрахована чисельно у границi слабко неiде-
альної системи, коли вона не залежить вiд λ [10].

Видiляючи у формулi (2) внесок першого порядку
теорiї збурень за взаємодiєю, одержуємо таке зобра-
ження [11]:

Ee(x) = Nem0c
2{ε0(x) + α0εHF(x) + α2

0εc(x)}, (4)

де

ε0(x) = (1 + x2)1/2 − 1 − (2x)−3F(x) (5)

є безрозмiрним внеском кiнетичної енерґiї електронiв,

F(x) = x(2x2 − 3)(1 + x2)1/2

+ 3 ln[x+ (1 + x2)1/2], (6)

εHF(x) = −3x/4π — внесок взаємодiй у наближеннi
Гартрi–Фока, а розраховану чисельно так звану коре-
ляцiйну енерґiю можна зобразити таким апроксима-
цiйним виразом:

εc(x) = −0.5 b0

x
∫

0

b1a+ t1/2

t3/2 + b1at+ b2a2t1/2 + b3a3

·
1 + a1t+ a2t

2

1 + ct
dt;

a = (α0η)
1/2; η = (9π/4)1/3; b0 = 0.0621814;

b1 = 9.811379; b2 = 2.82214; b3 = 0.69699; (7)

a1 = 2.25328; a2 = 4.87991; c = 0.924022.

У наближеннi a1 = a2 = c = 0 вираз (7) визна-
чає кореляцiйну енерґiю базисної моделi в нереляти-
вiстському наближеннi, розраховану методом Монте-
Карло [12, 13]. За великих значень параметра реля-
тивiзму кореляцiйна енерґiя нерелятивiстської моде-
лi має логарифмiчну асимптотику, εc(x) → − b0

2 lnx.
Як видно зi спiввiдношення (7), у релятивiстсько-
му випадку εc(x) має лiнiйну асимптотику, εc(x) →
−b0a2(2c)

−1x = −0.164195x. Тому в областi великих
значень параметра релятивiзму кожний складник Ee

є лiнiйною функцiєю x.
Збiжнiсть ряду (1) забезпечується тим, що n-тий

член ряду пропорцiйний αn
0 , а вплив n-частинкових

кореляцiй у виродженiй системi зменшується зi збiль-
шенням n. Тому в роботi [11] ми обмежились ураху-
ванням дво- i тричастинкових кореляцiй. Використа-
ний у цiй статтi спосiб розрахунку внескiв електрон-
ядерних взаємодiй ґрунтувався на видiленнi внескiв,
зумовлених дво- та тричастинковими кореляцiями, до
ефективних двоядерних взаємодiй.

Пiсля обчислення координатного зображення по-
тенцiалiв ефективних взаємодiй використовували
розрахунок їх внеску до енерґiї моделi пiдсумовуван-
ням за координацiйними сферами в R-просторi. У ре-
зультатi енерґiя основного стану моделi отримала та-
ке зображення:

E = Ee(x) +Epol(x|z) +EL(x|z), (8)

де

Epol(x|z) = −Ne

∑

n≥2

zn−1

n!V n

×
∑

q1,··· ,qn 6=0

Vq1
· · ·Vqn

µn(q1, · · · ,qn) (9)

є енерґiєю поляризацiї базисної моделi, яка адитив-
на щодо числа ядер i не залежить вiд типу криста-
лiчної ґратки. EL(x|z) є енерґiєю ефективних (екра-
нованих) двочастинкових мiж’ядерних взаємодiй, по-
тецiали яких обчислено з урахуванням внескiв дво-
та тричастинкових електронних кореляцiй. Цей спо-
сiб громiздкий i пов’язаний з можливим накопичен-
ням похибок обчислень.

У цiй працi ми використовуємо iнший спосiб обчис-
лення внескiв кулонiвських двоядерних та електрон-
ядерних взаємодiй. Як вiдомо, електростатичну енер-
ґiю позитивних точкових зарядiв, що утворюють
кристалiчну ґратку, за наявностi негативного ком-
пенсувального фону (другий доданок у формулi (1))
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можна розрахувати за методом Евальда–Фукса [14–
16]

Ec(x|z) = −
Nnα

2r0
z2e2 = −Nem0c

2 α

2η
α0xz

2/3, (10)

де r0 = (3V/4πNn)1/3, а α— стала Маделунґа. Оскiль-
ки Sq = Nn

∑

l6=0 δq,Kl
, то розрахунок енерґiї зонної

структури (третiй доданок у формулi (1)) зводиться
до обчислення сум за ненульовими векторами оберне-
ної ґратки Kl.

Ми виконали розрахунки для кубiчної об’ємоцен-
трованої ґратки ядерної пiдсистеми. Внесок двочас-
тинкових електронних кореляцiй

-2

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

 0

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

ε2(x|z), εc(x)

x

1

2
3
4

Рис. 1. Залежнiсть функцiї ε2(x|z) вiд параметра реля-
тивiзму та заряду ядра (крива 1 — z = 2; 2 — z = 6; 3 —
z = 12; 4 — z = 26). Штрихова лiнiя — εc(x).

−
z2

2!V 2

∑

q6=0

V 2
q µ2(q,−q)SqS−q = Nem0c

2α2
0z

4/3ε2(x|z),

(11)

ε2(x|z) = −
31/3

2π10/3

∑

j≥1

Nj

j2
J2(qj |x)

{

1 + α0J2(qj |x)(πxj)
−1

(

3z

π

)2/3

[1 −G(qj |x)]

}−1

,

де J2(q|x) ≡ (3Ne)
−1m0c

2µ
(0)
2 (q,−q) — безрозмiрний множник статичної двочастинкової кореляцiйної функцiї

моделi iдеального релятивiстського електронного газу [11], qj = 2j1/2(π/3z)1/3.
З високою точнiстю функцiю ε2(x|z) можна апроксимувати виразом

ε2(x|z) = z1/6ε2(x),

(12)

ε2(x) = −{c0 + c1x+ c2x
2}{1 + d1x}

−1,

якщо c0 = 0.10582, c1 = 0.11136, c2 = 0.15535, d1 = 1.29493. Внесок тричастинкових кореляцiй є малим, про-
порцiйним α3

0, i ми не будемо його враховувати.
У цьому наближеннi енерґiя основного стану моделi має зображення

E = Nem0c
2

{

ε0(x) − α0

[

3

4π
+

α

2η
z2/3

]

x+ α2
0

[

εc(x) + z4/3ε2(x|z)

]}

. (13)

Функцiї εc(x) i ε2(x|z) мають однаковий порядок величини, що видно з рис. 1.
Аналiтичнi зображення складникiв енерґiї основного стану дають змогу розрахувати тиск у холоднiй

електрон-ядернiй моделi за спiввiдношенням

P (x|z) = −
dE(x|z)

dV
=
x4

Ne

(m0c

~

)3 1

9π2
·
dE(x|z)

dx
=

πm4
0c

2

3h3
{F(x) − f(x|z)} , (14)

де F(x) є внеском iдеальної моделi електронiв (див. ф. (6)), а f(x|z) > 0 зумовлено мiжчастинковими взаємо-
дiями:

f(x|z) = α0

{

2

π
+

4α

3η
z2/3

}

x4 −
8

3
α2

0

{

dεc(x)

dx
+ z4/3 dε2(x|z)

dx

}

x4. (15)
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За малих значень заряду ядра z внесок другого до-
данка у виразi (15) малий, проте за великих z вiн су-
мiрний з доданком, пропорцiйним α0.

Незважаючи на те, що Е. Солпiтер використав iн-
ший пiдхiд та iншi наближення (кореляцiйна енер-

ґiя для нерелятивiстської моделi, рiвняння Томаса–
Фермi для врахування електрон-ядерних взаємодiй та
iн.), тиск, який ми обчислювали, близький до знайде-
ного в роботi [6], що iлюструє табл. 1, у якiй наведено
величину f(x|z)/F(x) для z = 2, 6, 12, 26.

x0

f(x|z)/F(x)

z = 2 z = 6 z = 12 z = 26

[6] ∗ [6] ∗ [6] ∗ [6] ∗

0.5 0.0235 0.0260 0.0449 0.0474 0.0692 0.0717 0.1140 0.1166

1.0 0.0119 0.0156 0.0248 0.0285 0.0395 0.0431 0.0668 0.0703

1.2 0.0102 0.0141 0.0218 0.0257 0.0316 0.0399 0.0599 0.0636

1.4 0.0091 0.0131 0.0199 0.0239 0.0323 0.0362 0.0553 0.0592

1.6 0.0083 0.0124 0.0186 0.0226 0.0303 0.0343 0.0521 0.0560

1.8 0.0078 0.0119 0.0176 0.0217 0.0289 0.0329 0.0489 0.0538

2.0 0.0074 0.0115 0.0169 0.0210 0.0279 0.0319 0.0481 0.0520

2.5 0.0068 0.0109 0.0158 0.0199 0.0262 0.0301 0.0454 0.0493

3.0 0.0065 0.0105 0.0152 0.0192 0.0252 0.0292 0.0438 0.0477

4.0 0.0062 0.0101 0.0147 0.0185 0.0243 0.0281 0.0415 0.0460

5.0 0.0061 0.0010 0.0144 0.0182 0.0239 0.0276 0.0415 0.0451

7.5 0.0061 0.0098 0.0142 0.0178 0.0235 0.0270 0.0408 0.0442

10.0 − 0.0097 − 0.0177 − 0.0269 − 0.0439

15.0 − 0.0096 − 0.0176 − 0.0267 − 0.0437

20.0 − 0.0096 − 0.0176 − 0.0267 − 0.0436

25.0 − 0.0096 − 0.0176 − 0.0267 − 0.0436

Таблиця 1. Залежнiсть вiдношення f(x|z)/F(x) вiд параметра релятивiзму та заряду ядра.

III. РIВНЯННЯ МЕХАНIЧНОЇ РIВНОВАГИ

У рiвняннi механiчної рiвноваги карлика з осьовим
обертанням

∇P (r) = −ρ(r) {∇Φgrav(r) + ∇Φc(r)} (16)

фiґурують як ґравiтацiйний потенцiал

Φgrav(r) = −G

∫

ν

ρ(r′)dr′

|r − r
′ |
, (17)

так i вiдцентровий Φc(r). Тут P (r) — тиск у точцi,
що визначається радiус-вектором r, а ρ(r) — густина
речовини в цiй точцi. У сферичнiй системi координат,
вiсь OZ (вiсь обертання) якої проходить через центр
мас зорi,

Φc(r) = −
1

2
ω2r2 sin2 θ, (18)

де ω — стала кутова швидкiсть, θ — полярний кут.
Ми вважаємо, що густина має осьову симетрiю, ρ(r) ≡
ρ(r, θ). Враховуючи, що

ρ(r) =
muµe

3π2~3
(m0c)

3x(r), (19)

де mu — атомна одиниця маси, а

x(r) = ~(m0c)
−1(3π2n(r))1/3 (20)

— локальне значення параметра релятивiзму, та замi-
нюючи параметр x у формулах (14), (15) на x(r), одер-
жуємо нелiнiйне диференцiальне рiвняння для пара-
метра релятивiзму:
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∆{[1 + x2(r)]1/2 − 1} =
2ω2muµe

m0c2
−Dx3(r)+

1

8x3(r)

{

d

dx(r)
f(x(r)|z)

}

∆x(r) (21)

+
1

8

{

d

dx(r)
·

1

x3(r)
·

d

dx(r)
f(x(r)|z)

}

(∇x(r))2 ;

D ≡
32π2G

3(hc)3
(muµem0c

2)2.

Тут

∆ = ∆r +
1

r2
∆θ (22)

— оператор Лапласа, що складається з радiальної та
кутової компонент,

∆r =
1

r2
·
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

;

(23)

∆θ =
∂

∂t
(1 − t2)

∂

∂t
; t ≡ cos θ.

З метою чисельного розв’язування рiвняння рiвнова-
ги введемо безрозмiрнi змiннi

ξ = r/λ, Y (ξ, θ) = ε−1
0 {[1 + x2(r)]1/2 − 1}, (24)

а також безрозмiрну кутову швидкiсть Ω за спiввiд-
ношенням

Ω2 =
2ω2muµe

m0c2ε0
λ2, (25)

де ε0 ≡ ε0(x0) = {[1 + x2
0]

1/2 − 1}, x0 ≡ x(0). Масштаб
довжини λ визначимо спiввiдношенням

32π2G

3(hc)3
(muµem0c

2λε0)
2 = 1. (26)

У безрозмiрних змiнних рiвняння рiвноваги транс-
формується до такої форми:

∆(ξ, θ)Y (ξ, θ) = Ω2 − Γ3(ξ, θ) + ϕ1(ξ, θ|z) ∆(ξ, θ)Γ(ξ, θ) + ϕ2(ξ, θ|z)

{

(

∂Γ(ξ, θ)

∂ξ

)2

+
1 − t2

ξ2

(

∂Γ(ξ, θ)

∂t

)2
}

;

(27)

Γ(ξ, θ) =

{

Y 2(ξ, θ) +
2

ε0
Y (ξ, θ)

}1/2

.

Тут використано такi позначення:

∆(ξ, θ) = ∆ξ +
1

ξ2
∆θ; ∆ξ =

1

ξ2
·
∂

∂ξ

(

ξ2
∂

∂ξ

)

;

ϕ1(ξ, θ|z) =
1

8x3
·
df(x|z)

dx

∣

∣

∣

∣

x=x(ξ,θ)

; (28)

ϕ2(ξ, θ|z) =
ε0
8

·
d

dx

{

1

x3
·
df(x|z)

dx

} ∣

∣

∣

∣

x=x(ξ,θ)

,

де x(ξ, θ) = ε0 Γ(ξ, θ). Трипараметричному двовимiр-
ному рiвнянню в частинних похiдних (27), яке вра-
ховує вплив конкурентних факторiв — осьового обер-
тання й кулонiвських взаємодiй, вiдповiдають гранич-
нi умови

Y (0, θ) = 1;
∂

∂ξ
Y (ξ, θ) = 0

(29)

при ξ = 0.

IV. ВИРОДЖЕНI КАРЛИКИ БЕЗ ОСЬОВОГО
ОБЕРТАННЯ

Насамперед розгляньмо вплив мiжчастинкових
взаємодiй, властивих усiм карликам, покладаючи Ω =
0. У цьому випадку є сферична симетрiя розподiлу ре-
човини й рiвняння рiвноваги спрощується до звичай-
ного диференцiального рiвняння другого порядку, яке
одержуємо з рiвняння (27) замiною Y (ξ, θ) → y(ξ),

∆ξ y(ξ) = −

{

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

}3/2

+ ϕ1(ξ|z) ∆ξ

{

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

}1/2

+ ϕ2(ξ|z)

{

d

dξ

[

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

]1/2
}2

. (30)
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У цьому рiвняннi фiґурують параметри x0 i z, a фун-
кцiї ϕi(ξ|z) визначаються формулами (28), у яких

потрiбно зробити замiну x ⇒ ε0

(

y2(ξ) + 2
ε0

y(ξ)
)1/2

.

Реґулярним розв’язкам рiвняння (30) вiдповiдають
умови y(0) = 1, dy(ξ)/dξ = 0 за ξ = 0. Умова
y(ξ) = 0 визначає безрозмiрний радiус зорi ξ1(x0|z).
За ϕ1(ξ|z) = ϕ2(ξ|z) = 0 рiвняння стає однопарамет-
ричним рiвнянням рiвноваги моделi С.Чандрасекара
(стандартної моделi) у змiнних ξ, yCh(ξ) = ε−1

0 ([1 +

x2(r)]1/2 − 1). Вiдмiннiсть розв’язкiв рiвняння (30)
вiд розв’язкiв стандартної моделi iлюструє рис. 2. За-
лежнiсть ξ1(x0|z) вiд параметрiв x0 i z наведено в
табл. 2. Як видно з цiєї таблицi, вiдносне зменшен-
ня радiуса з уврахуванням мiжчастинкових взаємодiй
{ξ1(x0) − ξ1(x0|z)}(ξ1(x0))

−1 становить 0.7% за z = 2,
1.2% за z = 6, 1.85% за z = 12 i 3% за z = 26.

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0.014

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

1

2

3yCh(ξ)-y(ξ)

ξ

Рис. 2. Залежнiсть вiдхилення yCh(ξ)− y(ξ) вiд ξ та за-
ряду ядра z (крива 1 — z = 2; 2 — z = 12; 3 — z = 26).

Масу й радiус зорi, що є функцiями параметрiв µe,
z та x0, визначаємо спiввiдношеннями

M(x0|µe|z) =
M0

µ2
e

M(x0|z),

M(x0|z) =

ξ1(x0|z)
∫

0

{

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

}3/2

ξ2 dξ, (31)

R(x0|µe|z) =
R0

µe
·
ξ1(x0|z)

ε0
,

де масштабами маси й радiуса є комбiнацiї унiвер-
сальних сталих

M0 =

(

3

2

)1/2
1

4π

(

hc

Gm2
u

)3/2

mu,

(32)

R0 =

(

3

2

)1/2
1

4π

(

h3

cG

)1/2
1

m0mu
,

що мають такi числовi значення:

M0 = 5.740247 · 1033г ≈ 2.88695M�;

(33)

R0 = 0.776885 · 109см = 1.11623 · 10−2R�.

Залежнiсть величини M(x0|z) вiд своїх параметрiв
показує табл. 3, де наведено також безрозмiрну масу
стандартної моделi M(x0). Вiдносне зменшення ма-
си за рахунок мiжчастинкових взаємодiй {M(x0) −
M(x0|z)}(M(x0))

−1 в областi x0 ≥ 10 становить при-
близно 1.4% при z = 2, 2.7% при z = 6, 4.1% при
z = 12, 7% при z = 26 (див. табл. 3).

x0 ξ1(x0)
ξ1(x0|z)

z = 2 z = 6 z = 12 z = 26

1.0 1.03401 1.00101 0.98801 0.97401 0.94801

2.0 2.06001 2.02501 2.00601 1.98501 1.94801

3.0 2.78201 2.74601 2.72401 2.70001 2.65601

4.0 3.30701 3.27001 3.24701 3.22001 3.17201

5.0 3.70701 3.67001 3.64501 3.61701 3.56601

6.0 4.02301 3.98601 3.96001 3.93101 3.87801

7.0 4.28001 4.24301 4.21701 4.18701 4.13201

8.0 4.49301 4.45601 4.43001 4.39901 4.34401

9.0 4.67401 4.63701 4.61001 4.57901 4.52201

10.0 4.82801 4.79101 4.76401 4.73301 4.67601

15.0 5.35801 5.32201 5.29401 5.26301 5.20301

20.0 5.67001 5.63501 5.60701 5.57501 5.51501

25.0 5.87701 5.84201 5.81401 5.78201 5.72201

30.0 6.02401 5.98901 5.96101 5.92901 5.86901

Таблиця 2. Залежнiсть безрозмiрного радiуса зорi ξ1(x0|z)

вiд параметрiв x0 i z (ξ1(x0) вiдповiдає стандартнiй моде-
лi).

x0 M(x0)
M(x0|z)

z = 2 z = 6 z = 12 z = 26

1.0 0.707066 0.689037 0.673304 0.65581 0.624491

2.0 1.24303 1.22092 1.20126 1.17904 1.13834

3.0 1.51862 1.49465 1.47331 1.44912 1.4045

4.0 1.67141 1.64646 1.62426 1.59907 1.55247

5.0 1.76395 1.73843 1.71573 1.68996 1.64222

6.0 1.82404 1.79816 1.77515 1.74901 1.70056

7.0 1.86521 1.83909 1.81586 1.78948 1.74054

8.0 1.89462 1.86832 1.84495 1.81839 1.76911

9.0 1.91634 1.88992 1.86645 1.83976 1.79023

10.0 1.93284 1.90633 1.88277 1.85599 1.80626

15.0 1.97619 1.94943 1.92567 1.89863 1.84839

20.0 1.99337 1.96651 1.94268 1.91554 1.86508

25.0 2.00186 1.97495 1.95108 1.92389 1.87331

30.0 2.00665 1.97972 1.95583 1.92861 1.87795

Таблиця 3. Залежнiсть безрозмiрної маси зорi M(x0|z) вiд
параметрiв x0, z (M(x0) вiдповiдає стандартнiй моделi).
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Через те, що в областi промiжних та великих зна-
чень параметра x функцiя f(x|z) приблизно пропор-
цiйна до x4, то вираз x−3df/dx близький до ста-
лої величини, а його похiдна щодо x є малою. Це
дає змогу одержати наближену оцiнку характеристик
без чисельного розв’язування рiвняння (30). Оскiль-
ки в ядрi масивного карлика x(r) близьке до значен-
ня x0, то у другому доданку правої частини рiвнян-
ня (30) множник (2x(r))−3df/dx можна замiнити на
ϕ1(x0|z) = (2x0)

−3df(x0|z)/dx0 i знехтувати додан-
ком, пропорцiйним до (∇x(r)2. Уводячи нову безроз-
мiрну координату η = ξ/k за k = [1 − ϕ1(x0|z)]

1/2,
зведемо рiвняння (30) до рiвняння стандартної моде-

лi. У такому наближеннi розв’язком рiвняння (30) є

ỹ(ξ) ' yCh(kξ), ξ̃1(x0|z) ' kξ1(x0),

(34)

M̃(x0|z) ' k3M(x0),

де yCh(ξ) — розв’язок рiвняння стандартної моделi
при заданому x0, а ξ1(x0) та M(x0) характеристики
цiєї моделi. Як видно з табл. 4, величина M̃(x0|z) вiд-
рiзняється вiд M(x0|z), знайденої чисельним iнтеґру-
ванням рiвняння (30), на мiзерну величину, а вiдносне
вiдхилення ξ̃1(x0|z) вiд ξ1(x0|z) не бiльше за 0.4%.

x0
M̃(x0|z) ξ̃1(x0|z)

z = 2 z = 6 z = 12 z = 26 z = 2 z = 6 z = 12 z = 26

1.0 0.698071 0.689712 0.680305 0.663335 1.03067 1.02654 1.02185 1.01328

2.0 1.22614 1.21149 1.19504 1.16539 2.05071 2.04251 2.03323 2.01627

3.0 1.49846 1.48056 1.46048 1.42434 2.76986 2.75879 2.74626 2.72342

4.0 1.64937 1.62967 1.60756 1.5678 3.29291 3.27975 3.26485 3.23771

5.0 1.74063 1.71984 1.6965 1.65452 3.69122 3.67647 3.65977 3.62933

6.0 1.79981 1.77832 1.75418 1.71075 4.00587 3.98986 3.97173 3.93868

7.0 1.84033 1.81835 1.79366 1.74923 4.26151 4.24447 4.22518 4.19000

8.0 1.86927 1.84694 1.82186 1.77671 4.47378 4.4559 4.43563 4.39868

9.0 1.89065 1.86807 1.84269 1.79701 4.65315 4.63455 4.61347 4.57502

10.0 1.9069 1.88412 1.85852 1.81242 4.80689 4.78768 4.7659 4.72616

15.0 1.94967 1.92639 1.9002 1.853 5.33474 5.31341 5.28922 5.24507

20.0 1.9667 1.9432 1.91678 1.86913 5.64552 5.62295 5.59735 5.55058

25.0 1.97512 1.95153 1.92498 1.8771 5.85091 5.82752 5.80097 5.75247

30.0 1.97988 1.95623 1.92961 1.8816 5.99691 5.97294 5.94573 5.896

Таблиця 4. Залежнiсть M̃(x0|z) та ξ̃1(x0|z) вiд параметра релятивiзму та заряду ядра.

V. ВИРОДЖЕНI КАРЛИКИ З ОСЬОВИМ
ОБЕРТАННЯМ

Згiдно з викладеним у попередньому роздiлi набли-
жений спосiб урахування поправки на взаємодiю в
рiвняннi стану еквiвалентний вибору масштабу дов-
жини λ̃, який потрiбно визначати спiввiдношенням

32π2G

3(hc)3
(muµeε0m0c

2λ̃)2 = 1 − ϕ1(x0|z), (35)

замiсть спiввiдношення (26). У цьому наближеннi рiв-
няння (28) спрощується i набуває вигляду

∆(ξ, θ)Y (ξ, θ) = Ω̃2 −

{

Y 2(ξ, θ) +
2

ε0
Y (ξ, θ)

}3/2

, (36)

але при цьому перенормовується параметр кутової
швидкостi,

Ω̃2 =
2ω2muµe

m0c2ε0
λ̃2. (37)

Порядок величини цього параметра можна оцiнити за
допомогою масштабiв (33),

Ω̃2 =
2

µe

(

ω

ω0

)2
1

ε30
(1 − ϕ1(x0|z)), (38)

де ω2
0 = GM0R

−3
0 . Згiдно зi спiввiдношеннями (31)

максимальне значення ω2

ω2
max ≈ G

M(x0|µe|z)

R3(x0|µe|z)
, (39)

тому

Ω̃2
max ≈ 2

M(x0|z)

ξ31(x0|z)
(1 − ϕ1(x0|z)). (40)

Звiдси випливає, що в ультрарелятивiстськiй границi
Ω̃2

max має порядок 10−2.
Вiдповiдно до умов (29) розв’язок рiвняння (36) в

областi малих значень ξ можна зобразити рядом
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Y (ξ, θ) = 1 + ξ2(a2 + b2Ω̃
2 sin2 θ) + ξ4(a4 + b4Ω̃

2 sin2 θ) + · · · , (41)

де

a2 = −
1

6

(

1 +
2

ε0

)3/2

; b2 =
1

4
; b4 = −

3

56

(

1 +
1

ε0

) (

1 +
2

ε0

)1/2

;

a4 =
1

40

(

1 +
1

ε0

) (

1 +
2

ε0

)2

+
3

280
Ω̃2

(

1 +
1

ε0

) (

1 +
2

ε0

)1/2

; · · · (42)

Для розв’язування рiвняння (36) чисельним методом доцiльно перейти вiд функцiї Y (ξ, θ) до допомiжної фун-
кцiї

ϕ(ξ, θ) = Y (ξ, θ) − δ(ξ, θ), (43)

де δ(ξ, θ) =
1

4
Ω̃2ξ2 sin2 θ. Оскiльки ∆(ξ, θ) {ξ2 sin2 θ} = 4, то рiвняння для ϕ(ξ, θ) набуває вигляду

∆(ξ, θ) ϕ(ξ, θ) = −

{

[ϕ(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]2 +
2

ε0
[ϕ(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]

}3/2

. (44)

Поверхня зорi в цьому наближеннi визначається умо-
вою

ϕ(ξ, θ) + δ(ξ, θ) = 0, (45)

а умови

ϕ
(

ξ,
π

2

)

+ δ
(

ξ,
π

2

)

= 0,

(46)
d

dξ

{

ϕ(ξ, θ) + δ
(

ξ,
π

2

)}

= 0

визначають максимально допустиме значення безроз-
мiрного параметра Ω̃max(x0) i вiдповiдне йому значен-
ня безрозмiрного екваторiального радiуса ξmax

e (x0).
За Ω̃ > Ω̃max(x0) порушується стiйкiсть зорi: густина
речовини перестає бути монотонно спадною функцiєю
координати ξ в околi екватора.

Через те, що за малих значень змiнної ξ функ-
цiя ϕ(ξ, θ) пропорцiйна до ξ2, то граничнi умови для
ϕ(ξ, θ) такi ж, як i для Y (ξ, θ). Згiдно з розкладом
(41) в областi малих значень ξ

ϕ(ξ, θ) = 1 + a2ξ
2 + ξ4(a4 + b4Ω̃

2 sin2 θ) + . . . , (47)

звiдки випливає, що функцiя ϕ(ξ, θ) значно менш за-
лежна вiд змiнної θ (i вiд параметра Ω̃2), нiж Y (ξ, θ).
Цей факт дозволяє легко знайти наближений розв’я-
зок рiвняння (44) чисельним методом. Нехтуючи до-
данком ξ−2∆θϕ(ξ, θ), одержуємо звичайне одновимiр-
не диференцiальне рiвняння

d2

dξ2
ϕ0(ξ, θ) +

2

ξ
·
d

dξ
ϕ0(ξ, θ)

(48)

= −

{

[ϕ0(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]2 +
2

ε0
[ϕ0(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]

}3/2

,

у якому змiнна θ вiдiграє роль параметра i розв’язок
якого є нульовим наближенням для функцiї ϕ(ξ, θ).

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7

ξ

x0=10.0, Ω~ max=0.114

2

3

1

Рис. 3. Крива 2 — розв’язок рiвняння (48) при значеннi
параметра релятивiзму x0 = 10, максимальнiй швидкостi
обертання Ω̃max i θ = π/2; крива 3 — функцiя Y (ξ, π/2);
крива 1 вiдповiдає стандартнiй моделi.

На рис. 3 зображено функцiї ϕ0(ξ, θ) та Y (ξ, θ) за
θ = π/2 i Ω̃ = Ω̃max(x0), а також функцiю y(ξ) ≡

ϕ0(ξ, θ) при Ω̃ = 0. Як видно з рисунка, екваторi-
альний радiус значно перевищує радiус карлика без
обертання, однак у цьому наближеннi полярний радi-
ус (якщо θ = 0) дорiвнює радiусу зорi без обертання.
Крiм параметра θ, у рiвняннi (48) фiґурують ще два
параметри — x0 та Ω̃. Залежнiсть Ω̃max(x0) вiд пара-
метра x0, знайдену з умов (46), iлюструє рис. 4.
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Рис. 4. Залежнiсть Ω̃max вiд параметра релятивiзму x0.

Маса зорi дорiвнює

M(x0|µe|z|ω) =
M0

µ2
e

(1 − ϕ1(x0|z))
3/2M(x0, Ω̃), (49)

M(x0, Ω̃) = 3

π/2
∫

0

sin θ dθ

×

ξ0(θ)
∫

0

ξ2
{

Y 2(ξ, θ) +
2

ε0
Y (ξ, θ)

}3/2

dξ,

де ξ0(θ) ≡ ξ0(θ|x0, Ω̃) є розв’язком рiвняння Y (ξ, θ) =
0 i визначає форму поверхнi зорi.

 0

 0.2

 0.4

 0.6
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Рис. 5. Залежнiсть маси карлика вiд параметра реля-
тивiзму x0 (крива 1 розрахована за формулою (49) у на-
ближеннi (48) за Ω̃max(x0), крива 2 вiдповiдає стандартнiй
моделi, хрестики вiдповiдають роботi [4], кружечки вiдпо-
вiдають формулi (49) у наближеннi (54)).

На рис. 5 зображено залежнiсть маси карлика вiд
параметра x0 при Ω̃ = Ω̃max(x0), розраховану за фор-

мулою (49) за Y (ξ, θ) = ϕ0(ξ, θ)−
1

4
Ω̃2

maxξ
2 sin2 θ, а та-

кож аналогiчну залежнiсть у стандартнiй моделi (без
урахування обертання й мiжчастинкових взаємодiй).
Точнiшу iнформацiю дає табл.5, у якiй додатково на-
ведено залежнiсть маси карлика вiд x0 за Ωmax(x0),

розраховану в роботi [4] на основi чисельно знайдено-
го розв’язку рiвняння рiвноваги (без урахування по-
правки на кулонiвськi взаємодiї) за допомогою роз-
кладiв за полiномами Лежандра.

Результати розрахункiв характеристик карликiв у
роботi [4] подано у виглядi таблиць як функцiї двох
безрозмiрних параметрiв

D = D(x0) = [1 + x2
0]

−1,

(50)

A ≡ A(ω, x0) = ω2(8πGρc)
−1,

де ρc — густина в центрi зорi. Як легко переконатися,

A =
Ω̃2

4

(

ε0(x0)

x0

)3

. (51)

При заданому значеннi D параметр A змiнюється вiд
0 до Amax(x0) з малим кроком, але D приймає ли-
ше значення 0.025; 0.05; 0.1; 0.2; 0.4; 0.6; 0.8, чому
вiдповiдає змiна x0 вiд 6.24 до 0.5. Ця область вiдпо-
вiдає карликам малих та промiжних мас. Величина
MJ(x0) у табл. 5 вiдображає залежнiсть маси вiд x0

за Amax(x0). Цю залежнiсть ми проiнтерполювали в
областi 1/2 ≤ x0 ≤ 6. Як видно з таблицi, результа-
ти розрахунку мас у наближеннi (48) виявились дуже
близькими до результатiв роботи [4]. Це видно також
з рис. 5, де хрестики вiдповiдають значенням маси,
одержаним у роботi [4].

Через те, що полярний радiус у наближеннi (48)
дорiвнює радiусу зорi без обертання, то наближення
ϕ0(ξ, θ) приводить до деякого завищення об’єму зо-
рi та її маси. Розв’язок рiвняння для функцiї ϕ(ξ, θ)
можна уточнити, враховуючи доданок ξ−2∆θϕ(ξ, θ)
наближено. Оскiльки функцiя Y (ξ, θ) за досить вели-
ких значень x0 близька до розв’язку рiвняння рiвно-
ваги для полiтропи з iндексом n = 3, виберiмо нульове
наближення Y (ξ, θ) у виглядi

Y0(ξ, θ) = y(ξ|x0) + Ω̃2{ψ0(ξ) + ψ2(ξ)P2(cos θ)}. (52)

Тут y(ξ|x0) — розв’язок рiвняння рiвноваги для виро-
дженого карлика без обертання, P2(cos θ) — полiном
Лежандра другого порядку, а функцiї ψ0(ξ), ψ2(ξ) є
поправками на обертання для полiтропи з iндексом
n = 3. Вони розрахованi чисельним методом у робо-
тi [17], присвяченiй рiвнянню рiвноваги зiр-полiтроп
з осьовим обертанням.

У наближеннi

1

ξ2
∆θϕ(ξ, θ) ⇒

1

ξ2
∆θ

{

Y0(ξ, θ) −
1

4
Ω̃2ξ2 sin2 θ

}

(53)

рiвняння для функцiї ϕ(ξ, θ) набуває вигляду

∆ξϕ(ξ, θ) = Ω̃2P2(cos θ)L(ξ) (54)

−

{

[ϕ(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]2 +
2

ε0
[ϕ(ξ, θ) + δ(ξ, θ)]

}3/2

,
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де L(ξ) = 1 +
6

ξ2
ψ2(ξ), а функцiю ψ2(ξ) на iнтервалi

0 ≤ ξ ≤ 10 можна апроксимувати виразом

ψ2(ξ) = −
a1ξ

2 + a2ξ
4 + a3ξ

6

1 + b1ξ2 + b2ξ4
, (55)

якщо a1 = 0.71508, a2 = 0.0281033, a3 =
0.00189918, b1 = 0.246087, b2 = 0.0107494. Функцiя
L(ξ) є вiд’ємною функцiєю змiнної ξ, що видно з
рис. 6. Тому доданок, пропорцiйний до P2(cos θ), має
вiд’ємний знак за cos θ > 3−1/2 i додатнi — за cos θ <
3−1/2. Це призводить до зменшення правої частини
рiвняння (54) за малих значень кута θ i збiльшен-
ня — за великих. Рис. 7 iлюструє залежнiсть функцiї
Y (ξ, θ) вiд змiнної ξ за Ω̃max(x0) у випадку x0 = 10.
Для порiвняння наведено також розв’язок рiвняння
рiвноваги у стандартнiй моделi. Як видно з цього ри-
сунка, таке уточнення розв’язку рiвняння для функ-
цiї ϕ(ξ, θ) коректно описує форму поверхнi карлика з
осьовим обертанням. Маса, розрахована за формулою
(49) у наближеннi (54), мало вiдрiзняється вiд маси,
розрахованої в наближеннi ϕ0(ξ, θ), особливо за вели-
ких значень x0, що видно з таблицi 5.

x0 M(x0) MJ(x0) M(x0,Ω) M′(x0,Ω)

0.5 0.312596 0.363745 0.374143 −

1.0 0.710438 0.819404 0.835164 −

2.0 1.24624 1.40298 1.42165 −

3.0 1.52172 1.68242 1.69812 −

4.0 1.67442 1.82893 1.84226 −

5.0 1.76691 1.91241 1.92539 −

6.0 1.82695 1.96490 1.97659 −

8.0 1.89746 − 2.03194 2.02218

10.0 1.93564 − 2.05574 2.05129

15.0 1.97893 − 2.08311 2.07876

20.0 1.99608 − 2.0906 2.0856

25.0 2.00454 − 2.08978 2.08877

Таблиця 5. Залежнiсть безрозмiрної маси вiд парамет-
ра релятивiзму в рiзних наближеннях: M(x0) вiдповi-
дає стандартнiй моделi, MJ(x0) розрахована в роботi [4],
M(x0, Ω) розрахована в наближеннi (48), M′(x0, Ω) — у
наближеннi (54).

x0 Ω̃2
max ξ1(x0) ξe ξp

6.0 0.0192 4.023 5.736 3.737

8.0 0.0144 4.493 6.409 4.213

10.0 0.0118 4.828 6.770 4.555

15.0 0.0088 5.358 7.538 5.098

20.0 0.0074 5.670 7.808 5.421

25.0 0.0067 5.887 8.243 5.632

Таблиця 6. Залежнiсть максимального значення парамет-
ра Ω̃2

max, безрозмiрних полярного й екваторiального радi-
усiв, що вiдповiдають цьому значенню, а також безрозмiр-
ного радiуса карлика без обертання, вiд параметра x0.

Значення максимальної швидкостi обертання, а та-
кож полярного й екваторiального радiусiв за цiєї
швидкостi, наведенi в табл. 6, знайдено чисельним iн-
теґруванням рiвняння (54).
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Рис. 6. Залежнiсть функцiї L(ξ) вiд змiнної ξ.
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Рис. 7. Розв’язки рiвняння (54) за фiксованого значен-
ня x0 та Ω2

max (крива 1 вiдповiдає куту θ = 0, крива 3 —
куту θ = π/2, крива 2 — розв’язок рiвняння рiвноваги для
стандартної моделi).
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Рис. 8. Залежнiсть безрозмiрної маси карлика вiд за-
ряду ядра z за значення параметра релятивiзму x0 = 20
(крива 1 вiдповiдає масi карлика за максимальної швид-
костi обертання, 3 — стандартнiй моделi, 2 — масi карлика
без обертання, але за врахуванням взаємодiй).
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x0 M(x0)
(1 − ϕ1(x0, z))

3/2M(x0)
M(x0, Ω̃max)

(1 − ϕ1(x0, z))
3/2M(x0, Ω̃max)

z = 2 z = 12 z = 26 z = 2 z = 12 z = 26

1.0 0.707066 0.697700 0.679943 0.662983 0.835164 0.824101 0.803127 0.783095

2.0 1.24303 1.226509 1.195403 1.165746 1.42165 1.402755 1.367179 1.333261

3.0 1.51862 1.498396 1.460419 1.424280 1.69812 1.675506 1.633040 1.592629

4.0 1.67141 1.649128 1.607329 1.567568 1.84226 1.817701 1.771629 1.727804

5.0 1.76395 1.740419 1.696298 1.654323 1.92539 1.899706 1.851547 1.805730

6.0 1.82404 1.799697 1.754065 1.710638 1.97659 1.950211 1.900763 1.853704

7.0 1.86521 1.840310 1.7936401 1.7492106 2.01138 1.984528 1.934201 1.886290

8.0 1.89462 1.869321 1.821909 1.776757 2.03194 2.004807 1.953959 1.905534

9.0 1.91634 1.890746 1.842785 1.797095 2.04535 2.018033 1.966842 1.918078

10.0 1.93284 1.907022 1.858643 1.812542 2.05574 2.028280 1.976825 1.927793

15.0 1.97619 1.949781 1.900299 1.853099 2.08311 2.055272 2.003113 1.953359

20.0 1.99337 1.966725 1.916804 1.869154 2.0906 2.062655 2.010299 1.9603251

30.0 2.00665 1.979821 1.929557 1.881546 2.09306 2.065076 2.012647 1.962568

Таблиця 7. Залежнiсть безрозмiрної маси карлика вiд параметра x0 у рiзних наближеннях: M(x0), (1 −

ϕ1(x0, z))3/2M(x0), M(x0, Ω̃max), (1 − ϕ1(x0, z))3/2M(x0, Ω̃max).

VI. ВИСНОВКИ

Згiдно зi спiввiдношенням (49), урахування взає-
модiй призводить до зменшення маси карлика, тодi
як обертання збiльшує масу. Це вiдображає табл.7,
у якiй наведено залежнiсть вiд x0 маси карлика
в моделi С. Чандрасекара M(x0) та маси карлика
без обертання, але з урахуванням мiжчастинкових
взаємодiй [1 − ϕ1(x0, z)]

3/2M(x0), максимальної ма-
си пiд час обертання (але без урахування взаємодiй)
M(x0, Ω̃max), а також максимальної маси при одно-
часному врахуваннi обертання та кулонiвських вза-
ємодiй [1 − ϕ1(x0, z)]

3/2M(x0, Ω̃max). Як випливає з
табл. 7, осьове обертання може компесувати зменшен-
ня маси за рахунок мiжчастинкових взаємодiй при

z ≤ 17. Але оскiльки обертання карликiв з макси-
мальною кутовою швидкiстю є малоймовiрним, то
здебiльшого збiльшення маси за рахунок обертання
не може повнiстю компенсувати зменшення маси за
рахунок кулонiвських взаємодiй. Звiдси випливає, що
маси немагнiтних карликiв за z < z0 можуть переви-
щувати масу, яку одержуємо з моделi С. Чандрасека-
ра, за вiдповiдного значення швидкостi обертання. За
z > z0 маси немагнiтних карликiв меншi вiд значення
маси, що одержуємо зi стандартної моделi, безвiднос-
но до величини кутової швидкостi. Рис. 8 iлюструє за-
лежнiсть маси карлика вiд заряду ядра z за значення
параметра релятивiзму x0 = 20 у рiзних наближеннях
i встановлює характернi границi змiни маси карлика
залежно вiд заряду ядра та кутової швидкостi за ве-
ликих значень параметра релятивiзму.
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THE INFLUENCE OF THE INTERACTIONS ON THE DEGENERATE DWARFS
CHARACTERISTICS

M. V. Vavrukh, D. V. Dzikovskyi, S. V. Smerechynskyi
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Astrophysics,

8, Kyrylo and Methodiy St., Lviv, UA–79005, Ukraine

The energy of the ground state of a spatially homogeneous electron-nuclear model has been calculated in the
reference system approach at high densities. The equation of state has been constructed in the approximation
of the two-particle correlations of the relativistic degenerate homogeneous electrons model at the absolute zero
temperature on a background of a positive compensating charge, which is necessary for the description of the white
dwarf’s inner structure. The relative decrease of pressure has been investigated as a function of the nuclear charge
and a relativistic parameter. The equilibrium equation without rotation has been solved at the first stage. Here
we have investigated the influence of interparticle interactions on the characteristics of a spherically symmetrical
model. By using rescaling, the exact equilibrium equation for the model with axial rotation and interparticle
interactions has been reduced to an equilibrium equation in partial derivatives for the model which takes into
account the rotation with constant angular velocity, but without interparticle interactions. The approximate
solutions to the obtained equation have been found numerically. Within this approach we have calculated the mass,
the polar and equatorial radii as functions of the relativistic parameter in the stellar centre and dimensionless
angular velocity. The dependence of the maximal angular velocity and maximal dwarf’s mass on the relativistic
parameter has been analyzed, as well as the resulting effect of interparticle interactions and axial rotation, which
are competing factors, on the characteristics of massive dwarfs. It has been shown that the axial rotation causes
an increase in the mass and size of a dwarf, while the interactions cause their decrease; moreover the influence of
interparticle interactions essentially depends on the chemical composition. Also, we have established the conditions
under which the axial rotation can compensate for weight loss of mass due to the Coulomb interactions. In addition,
we have provided the tables of the characteristics’ variations as the functions of the model parameters.
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