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I. ВСТУП

Дослiдженню задач класичної електродинамiки
одно- та багаточастинкових систем заряджених час-
тинок (див., для прикладу, [1–10] та посилання в них)
присвячено багато праць. Серед них особливу ува-
гу придiлено дослiдженням законiв збереження, зна-
ходженню 4-iмпульсу системи заряджених частинок.
Зокрема, автор статтi [5] запропонував математич-
ниу процедуру переозначення розбiжних iнтеґралiв,
що виникають у рiвняннях електродинамiки точко-
вих зарядiв. Цю процедуру автори застосували для
отримання 4-iмпульсу системи заряджених частинок.
У роботi [6] розглянуто 4-iмпульс поля точкового за-
ряду у випадку, коли лаґранжiан поля є нелiнiйним,
та доведено, що 4-iмпульс є 4-вектором. У працi [10]
докладно дослiджено задачу про взаємодiю 2-х заря-
дiв та показано, що рiвняння руху цих зарядiв є на-
слiдком законiв збереження 4-iмпульсу та моменту 4-
iмпульсу частинок i поля.

У цiй статтi розглянуто систему заряджених части-
нок у наближеннi слабкої взаємодiї. Слабкiсть взаємо-
дiї ми розумiємо як довiльну (формально безмежну)
малiсть зарядiв частинок. Це дозволяє нам знехтува-
ти залежнiстю сил Лоренца вiд прискорень частинок
та провести їх коректну редукцiю до єдиного момен-
ту часу. Також у цьому наближеннi можна знехту-
вати силою радiацiйного тертя та випромiнюванням.
Тобто задача стає чисто механiчною. Водночас, ми нi-
як не обмежуємо швидкостi частинок, тобто система
є строго релятивiстською. Фiзичну картину взаємодiї
такої системи можемо собi уявити так: частинки з без-
межностi налiтають одна на одну та, провзаємодiяв-
ши, розлiтаються на безмежнiсть у майже тих самих
напрямах, у яких летiли спочатку. Водночас, вони
обмiнюються 4-iмпульсами та моментами 4-iмпульсу
за посередництвом електромагнiтного поля. Поле має

свої 4-iмпульс та момент 4-iмпульсу, що разом зi су-
марними 4-iмпульсами та моментами 4-iмпульсу час-
тинок утворюють вiдповiднi iнтеґрали руху.

Метою статтi є отримати точнi вирази для 4-
iмпульсу та моменту 4-iмпульсу поля в заданому на-
ближеннi на основi рiвнянь руху частинок i вiдповiд-
них законiв збереження.

Другий роздiл статтi присвячено знаходженням
рiвнянь руху системи двох релятивiстських зарядже-
них частинок у наближеннi слабкої взаємодiї. У тре-
тьому роздiлi розглянуто 4-iмпульс частинок та по-
ля та дослiджено його закон збереження. Момент 4-
iмпульсу частинок i поля вивчено в четвертому роздi-
лi роботи. У п’ятому роздiлi результати та висновки
дослiджень двочастинкової системи узагальнена сис-
тему багатьох частинок. Висновки подано в шостому
роздiлi.

II. РIВНЯННЯ РУХУ ДВОХ ЗАРЯДЖЕНИХ

ЧАСТИНОК

Коли розглядають рiвняння руху двох чи бiльше
частинок, зазвичай оперують поняттями 4-кординати
частинки, її 4-швидкостi, 4-прискорення та 4-сили, що
на неї дiє, причому параметром свiтової лiнiї кожної
частинки є її власний час (чи iнтервал, бо тут i нада-
лi c = 1). Тобто ми не маємо єдиного спiльного пара-
метра еволюцiї, яким могли би описати рух всiх час-
тинок. Тому введемо “ґлобальний” час λ = (tX), де
X — 4-координата будь-якої точки простору-часу, а t

— 4-вектор, нормований умовою (tt) = 1. Тут i на-
далi дужки означають скалярний добуток у метрицi
Мiнковського. Зауважимо, що такий вибiр спiльного
параметра еволюцiї вiдповiдає миттєвiй формi реля-
тивiстської динамiки, див. [11, 12].

Гiперповерхнi постiйного λ розшаровують простiр-
час на гiперплощини, що визначають одночаснi подiї
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Ю. КРИНИЦЬКИЙ

для системи вiдлiку, яка рухається з 4-швидкiстю t.
Принцип рiвноправностi всiх iнерцiальних систем вiд-
лiку проявляється в iнварiантностi рiвнянь руху щодо
вибору будь-якого часоподiбного t.

Розгляньмо двi частинки, позначенi iндексами a та
b iз зарядами ea, eb. 4-координати частинок xa i xb є
функцiями часу λ, а вiдповiднi 4-швидкостi визначи-
мо як a = dxa/dλ та b = dxb/dλ. Останнi, як легко
переконатись, нормуються умовою (ta) = (tb) = 1.
Пiд позначенням x = xa − xb ми будемо розумiти 4-
вектор, напрямлений вiд частинки b до частинки a в
той самий момент часу λ, тобто x завжди належить
якiйсь гiперплощинi одночасностi, а тому (tx) = 0. У
системi координат, природно зв’язанiй зi t-системою
вiдлiку, означенi вектори мають вигляд:

t = (1,~0),

xa = (λ,~ra),

xb = (λ,~rb)

a = (1, ~va),

b = (1, ~vb),

x = (0, ~ra − ~rb). (1)

Потенцiал Лiєнара–Вiхерта в точцi перебування
частинки a в момент часу λ породжується частинкою
b в деякий попереднiй момент часу λ̃ i має вигляд:

Ãb = eb
b̃

(x̃b̃)
, x̃ = xa − x̃b, (2)

де тильда означає залежнiсть вiдповiдних величин вiд
часу λ̃. Останнiй ж визначається iзотропнiстю x̃, тоб-
то умовою (x̃x̃) = 0. Урахувавши цю умову, зробiмо
перетворення

(x̃b̃) =

√

−{(x̃x̃)(b̃b̃) − (x̃b̃)2} =

√

−([x̃b̃][x̃b̃]), (3)

де ми використали позначення ([ab][cd]) = (ac)(bd)−
(ad)(bc) для будь-яких 4-векторiв a, b, c, d. Цей ви-
раз є антисиметричним щодо перестановки арґумен-
тiв у квадратних дужках.

У наближеннi слабкої взаємодiї для обчислення Ab

можна вважати, що частинка b рухається рiвномiрно
i прямолiнiйно, тобто використати спiввiдношення:

b̃ = b, (4)

x̃b = xb − b(λ− λ̃), (5)

x̃ = x + b(λ− λ̃), (6)

що приводить до такого результату для потенцiалу:

Ab = eb
b

√

−([xb][xb])
, (7)

де тепер усi величини належать до моменту часу λ.
Запишiмо тепер рiвняння руху a-ї частинки пiд дi-

єю сили Лоренца fab, що спричинена 4-потенцiалом
Лiєнара–Вiхерта Ab частинки b:

d

dλ

maa
√

(aa)
= fab = ea{∂xa

(aAb) − (a∂xa
)Ab}. (8)

Обчисливши 4-силу fab, для компактностi запису
подаємо її скалярний добуток iз довiльним сталим
вектором n (що цiлком еквiвалентно заданню самої
сили):

(nfab) = −eaeb
(bb)([an][xb])

(−([xb][xb]))
3/2

. (9)

Для частинки b рiвняння мають аналогiчний ви-
гляд, треба лише всюди помiняти мiсцями вектори та
iндекси a i b, а також замiнити x на −x. Ми побачи-
мо, що тодi fab + fba 6= 0, i це природно, адже пов’яза-
не зi зарядами електромагнiтне поле є третiм “тiлом”,
яке бере участь у динамiцi системи. Тому спробуймо
знайти його внесок у сумарний 4-iмпульс для того,
щоб вiдновити закон збереження.

III. ЗАКОН ЗБЕРЕЖЕННЯ 4-IМПУЛЬСУ

Перепишiмо 4-силу fab так:

fab = − d

dλ
ϕab = −(a − b, ∂x)ϕab. (10)

Остання рiвнiсть виникає тому, що ми нехтуємо по-
хiдними за часом вiд швидкостей у виразi для сили.
Наша мета — отримати ϕab як функцiю a, b та x у
момент часу λ. Для цього скористаймося можливiстю
вважати рух частинок рiвномiрно-прямолiнiйним, об-
числюючи величини, якi мiстять константу взаємодiї
eaeb, зокрема вважати 4-швидкостi a та b сталими.
Тому зробiмо пiдстановку x = x0 + (a − b)λ, де x0 —
значення x у момент часу λ = 0 . Тодi маємо:

(nϕab) = eaeb(bb) (11)

×
∫

([an][x0 + (a − b)λ,b])

(−([x0 + (a − b)λ,b][x0 + (a − b)λ,b]))
3/2

dλ.

Увiвши для спрощення обчислень такi позначення:

p = ([an][xb]), p0 = ([an][x0b]), (12)

q = ([an][ab]) (13)

r = −([xb][xb]), r0 = −([x0b][x0b]), (14)

s = −([ab][xb]), s0 = −([ab][x0b]), (15)

t = −([ab][ab]) (16)

i зробивши такi перетворення

∫

p

r3/2
dλ =

∫

p0 + qλ

(r0 + 2s0λ+ tλ2)3/2
dλ

=
(p0t− s0q)λ+ (p0s0 − qr0)

(r0t− s2
0
)
√
r0 + 2s0λ+ tλ2

=
ps− qr

(rt − s2)
√
r
, (17)

отримаємо вiдповiдь
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(nϕab) = eaeb(bb)
([ab][an])([xb][xb]) − ([ab][xb])([xb][an])

(([xb][xb])([ab][ab]) − ([ab][xb])2)
√

−([xb][xb])
. (18)

Для спрощення запису цього виразу введемо позначення

([[ab][cd]][[ef ][gh]]) = ([ab][ef ])([cd][gh]) − ([ab][gh])([cd][ef ]). ∀ a, . . . ,h. (19)

Отже, можемо записати:

(nϕab) = eaeb
(bb)([[ab][xb]][[an][xb]]))

([[ab][xb]][[ab][xb]])
√

−([xb][xb])
. (20)

Знаменник можна мультиплiкатизувати, скористав-
шись тотожнiстю:

([[xu][xv]][[yw][yt]]) = (xy)([xuv][ywt]). (21)

Вираз ([xuv][ywt]) означає, як i написанi вище скоро-
ченi позначення, визначник, побудований зi скаляр-
них добуткiв векторiв x, u, v з векторами y, w, t.
Зауважимо, що цi вирази є антисиметричними щодо
перестановок арґументiв у квадратних дужках.

У пiдсумку остаточний результат має такий вигляд:

(nϕab) = eaeb
([[ab][xb]][[an][xb]])

([xab][xab])
√

−([xb][xb])
. (22)

Тодi рiвняня руху частинки a можна записати так:

d

dλ

(

maa
√

(aa)
+ ϕab

)

= 0, (23)

тобто ми можемо силу Лоренца, у нашому набли-
женнi слабкої взаємодiї, повнiстю “перевести” в 4-
iмпульс. Насправдi останє рiвняння неприйнятне, бо
ϕab має розбiжнiсть при ([xab][xab]) = 0, тобто якщо
x ‖ a − b. Навпаки, розбiжнiсть за ([xb][xb]) = 0 є
природною, оскiльки можлива лише за умови x = 0,
тобто коли xa = xb у той самий момент часу λ.

Ураховуючи, що ϕab(−x) = ϕab(x), запишiмо закон
збереження 4-iмпульсу частинок та поля:

d

dλ

(

maa
√

(aa)
+

mbb
√

(bb)
+ ϕab + ϕba

)

= 0, (24)

де 4-iмпульс поля ϕab + ϕba має вигляд

(n, ϕab + ϕba) = eaeb
([[ab][xb]][[an][xb]])

([xab][xab])
√

−([xb][xb])
(25)

+ eaeb
([[ba][xa]][[bn][xa]])

([xab][xab])
√

−([xa][xa])
.

Бачимо, що в цьому виразi розбiжностi за
([xab][xab]) = 0 немає. Заодно зведемо формулу до
найпростiшого вигляду. Для цього введiмо зручнi
скороченi позначення:

B = ([[ab][xb]][[an][xb]]),

A = ([[ba][xa]][[bn][xa]]),

d = ([xab][xab]),

β = −([xb][xb]),

α = −([xa][xa]),

γ = −([xa][xb]). (26)

Вiдтак вираз набуває компактного вигляду:

(n, ϕab + ϕba) =
eaeb

d

(

B√
β

+
A√
α

)

. (27)

Зауважимо, що за x 6= 0 завжди α, β, γ > 0. Проведе-
мо далi такий ланцюжок перетворень:

(n, ϕab + ϕba) =
eaeb

d

(

B√
β

+
A√
α

)

=
eaeb

d
· B

√
α+A

√
β√

αβ
·
√
αβ + γ√
αβ + γ

=
eaeb

d
· (Bγ +Aβ)

√
α+ (Aγ +Bα)

√
β√

αβ(
√
αβ + γ)

=
eaeb√
αβ + γ

(

Bγ +Aβ

d
· 1√

β
+
Aγ +Bα

d
· 1√

α

)

=
eaeb√
αβ + γ

(

B1√
β

+
A1√
α

)

, (28)

де ми ввели новi позначення:

B1 =
Bγ +Aβ

d
= (an)β + (bn)(xa)(xb) − (xn)(ab)(xb), (29)

A1 =
Aγ +Bα

d
= (bn)α + (an)(xa)(xb) − (xn)(ab)(xa). (30)

Зовсiм нетривiальним є факт, що дроби A1,B1 скорочуються, поглинаючи в такий спосiб розбiжнiсть за d.
Пiсля зведення подiбних доданкiв, що мiстять n, вираз для вектора 4-iмпульсу поля набуває остаточного

вигляду:
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Ю. КРИНИЦЬКИЙ

ϕab + ϕba = eaeb

(

1 +
(xx)(ab)√
αβ + γ

)(

a√
α

+
b√
β

)

− eaeb
x(ab)√
αβ + γ

(

(xa)√
α

+
(xb)√
β

)

. (31)

Легко переконатися, що цей вираз має очiкувану гра-
ницю ϕab + ϕba → 0 пiд час розлiтання частинок
(x → ∞). Тобто сумарна енергiя та iмпульс части-
нок до та пiсля взаємодiї залишаються незмiнними –
цiлком аналогiчно до нерелятивiстської ситуацiї.

У нерелятивiстському наближення швидкостi час-
тинок a та b близькi до швидкостi системи вiдлiку t,
тому, беручи до уваги вiдповiднi границi:

a,b → t, (32)

(xa), (xb) → 0, (33)

(aa), (bb), (ab) → 1, (34)

α, β, γ → −(xx), (35)

у пiдсумку отримаємо

ϕab + ϕba =
eaeb

√

−(xx)
t =

(

eaeb

|~ra − ~rb|
,~0

)

(36)

— кулонiвський потенцiал та 3-й закон Ньютона.

IV. ЗАКОН ЗБЕРЕЖЕННЯ МОМЕНТУ

4-IМПУЛЬСУ

Уведiмо тензор моменту 4-iмпульсу частинки так:

xipj − xjpi ≡ [xp]. (37)

Тодi, спираючись на рiвняння руху a-ї частинки, ма-
ємо

d

dλ

[

xa,
maa
√

(aa)

]

=

[

xa,
d

dλ

maa
√

(aa)

]

= [xafab]. (38)

Можемо перетворити праву частину так:

[xafab] =

[

xa,−
d

dλ
ϕab

]

= − d

dλ
[xaϕab] + [aϕab]. (39)

Тодi:

d

dλ

([

xa,
maa
√

(aa)

]

+ [xaϕab]

)

= [aϕab] = − d

dλ
ψab. (40)

Iнтеґрування останньої рiвностi з метою знайти ψab є нашим черговим завданням. Аналогiчно до виведення в
попередньому роздiлi будемо працювати зi скалярами. Тодi для будь-яких сталих n,m маємо

([mn][aϕab]) = (ma)(nϕab) − (na)(mϕab)

= eaeb
(ma)([[ab][xb]][[an][xb]]) − (na)([[ab][xb]][[am][xb]])

([xab][xab])
√

−([xb][xb])
= eaeb

pa

d
√
β
, (41)

де введено позначення

pa = (ma)([[ab][xb]][[an][xb]]) − (na)([[ab][xb]][[am][xb]]). (42)

Означивши

qa = (ma)([[ab][xb]][[an][ab]]) − (na)([[ab][xb]][[am][ab]]), (43)

sb = −([ab][xb]), sa = −([ab][xa]), t = −([ab][ab]) (44)

i пам’ятаючи, що iндекс 0 означає пiдстановку x → x0, проiнтеґруймо вираз для ψab:

([mn], ψab) = −eaeb

d

∫

pa0 + qaλ
√

β0 + 2sb0λ+ tλ2
dλ

= −eaeb
qa
d t

√

β0 + 2sb0λ+ tλ2 + eaeb
qasb0 − tpa0

d t3/2
arsh

(

sb0 + tλ
√

β0t− s2b0

)

= −eaeb
qa
d t

√

β + eaeb
qasb − tpa

d t3/2
arsh

(

sb
√

βt− s2b

)

. (45)

Урахувавши такi спрощення:
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qasb − tpa

d
= (aa)(bb)([ab][mn]), (46)

qa = (ab)([xa][mn])t − (ab)([ab][mn])sa, (47)

βt− s2b = (bb)d, (48)

у пiдсумку отримуємо результат iнтеґрування:

([mn], ψab) = −eaeb
(ab)([xa][mn])

d

√

β + eaeb
(ab)([ab][mn])

t

sa

√
β

d

+ eaeb
(aa)(bb)([ab][mn])

t3/2
arsh

(

sb
√

(bb)
√
d

)

. (49)

Рiвняння руху для моменту 4-iмпульсу a-тої частинки набуває вигляду:

d

dλ

([

xa,
maa
√

(aa)

]

+ µab

)

= 0, (50)

де

µab = [xaϕab] + ψab = [xaϕab] − eaeb
(ab)[xa]

d

√

β + eaeb
(ab)[ab]

t

sa

√
β

d

+ eaeb
(aa)(bb)[ab]

t3/2
arsh

(

sb
√

(bb)
√
d

)

. (51)

Аналогiчно до ϕab ця величина має розбiжнi паталогiї, якщо d → 0 та t → 0. Останнє еквiвалентне границi
a → b. Але нас цiкавить момент 4-iмпульсу сумарного поля, що дорiвнює µab + µba.

Оскiльки (bb)d = tβ − s2b i (aa)d = tα− s2a, то

arsh

(

sb
√

(bb)
√
d

)

− arsh

(

sa
√

(aa)
√
d

)

= arsh

( √
t

√

(aa)(bb)
· sb

√
α− sa

√
β

d

)

. (52)

Наступний вираз регуляризується подiбно до того, як було зроблено ранiше:

sb
√
α− sa

√
β

d
=

1√
αβ + γ

(

sbγ − saβ

d

√
α− saγ − sbα

d

√

β

)

=
(xb)

√
α+ (xa)

√
β√

αβ + γ
. (53)

Остаточно вираз для моменту 4-iмпульсу поля набуває такого вигляду:

µab + µba = eaeb

(

1 +
(xx)(ab)√
αβ + γ

)(

[xba]√
α

+
[xab]√
β

)

+ eaeb
[xaxb](ab)√
αβ + γ

(

(xa)√
α

+
(xb)√
β

)

−eaeb
(ab)[ab]

t
· (xb)

√
α+ (xa)

√
β√

αβ + γ
+ eaeb

(aa)(bb)[ab]

t3/2
arsh

( √
t

√

(aa)(bb)
· (xb)

√
α+ (xa)

√
β√

αβ + γ

)

, (54)

а закон збереження моменту 4-iмпульсу частинок та
поля запишемо як:

d

dλ

([

xa,
maa
√

(aa)

]

+

[

xb,
mbb
√

(bb)

]

+ µab + µba

)

= 0.

(55)

У 3-му та 4-му доданках µab +µba залишається в зна-
меннику t = −([ab][ab]), але розбiжностi за t → 0

скорочуються, тож вираз є реґулярним, за природним
винятком x → 0.

Цiкавою є поведiнка моменту 4-iмпульсу поля, як-
що x → ∞. Цю границю можна отримати, зробив-
ши пiдстановки xa = xa0 + aλ, xb = xb0 + bλ та
x = x0 + (a − b)λ (розумiємо, що a 6= b) i спряму-
вавши λ до ±∞. Першi три доданки скорочуються,
але залишається останнiй:
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µab + µba|λ→±∞ = ± eaeb
(aa)(bb)[ab]

t3/2

× arsh

(

(aa) − (bb)

2
√

(aa)(bb)

)

. (56)

Хоч у наближеннi слабкої взаємодiї швидкостi a,
b можна вважати сталими, цю ненульову границю
неможливо усунути перенормуванням на костанту,
адже вона рiзна, якщо λ→ ±∞.

Зручно переписати 4-координати частинок щодо
точки, нерухомої в t-системi вiдлiку, тобто зробити
пiдстановку xa = λt+x̃a, xa = λt+x̃a, при цьому x за-
лишається незмiнним, а також (tx̃a) = (tx̃b) = 0. Тодi
закон збереження моменту 4-iмпульсу матиме вигляд:

d

dλ

(

λ

[

t,
maa
√

(aa)
+

mbb
√

(bb)
+ ϕab + ϕba

]

+

[

x̃a,
maa
√

(aa)

]

+

[

x̃b,
mbb
√

(bb)

]

+ µ̃ab + µ̃ba

)

= 0, (57)

де µ̃ab + µ̃ba вираженi через x̃a, x̃b. Тут мiстяться як
звичний закон збереження моменту 3-iмпульсу час-
тинок та поля, так i три iнтеґрали типу рiвномiрного
руху центра мас системи. Можна переконатись, що в
нерелятивiстському наближеннi поле не робить внес-
ку в цi закони (вплив µab + µba проявляється, лише
починаючи з постньютонiвського наближення).

V. УЗАГАЛЬНЕННЯ НА СИСТЕМУ

БАГАТЬОХ ЧАСТИНОК

Доволi легко поширити попереднi мiркування на
систему n частинок (n > 2). Для цього зауважмо, що
ϕab виникає вiд сили, яка дiє з боку b-ї частинки на
частинку a. З принципу суперпозицiї полiв отримуємо
рiвняння руху i-ї частинки, у якому враховано вплив
усiх решти частинок:

d

dλ





mivi
√

(vivi)
+
∑

j 6=i

ϕij



 = 0, ∀ i = 1 . . . n. (58)

Просумувавши всi рiвностi за i, отримаємо закон збе-
реження 4-iмпульсу системи:

d

dλ





∑

i

mivi
√

(vivi)
+
∑

i>j

∑

(ϕij + ϕji)



 = 0. (59)

Як бачимо, у формулi доданки ϕij паруються з ϕji,
тому 4-iмпульс поля не мiстить розбiжностей.

Цiлком аналогiчнi мiркування стосуються й закону
збереження моменту 4-iмпульсу. В пiдсумку бачимо,
що 4-iмпульс та момент 4-iмпульсу поля в наближеннi
слабкої взаємодiї є сумами парних внескiв.

VI. ОБГОВОРЕННЯ ТА ВИСНОВКИ

Ми отримали замкнутi вирази для 4-iмпульсу та
моменту 4-iмпульсу електромагнiтного поля в набли-
женнi слабкої взаємодiї мiж частинками, нiяк не об-
межуючи їхньої швидкостi. Цi вирази є функцiями
координат i швидкостей частинок, узятими в один
i той самий момент часу щодо певної, довiльно ви-
браної системи вiдлiку. Спосiб отримання цих виразiв
передбачав автоматичне виконання вiдповiдних зако-
нiв збереження. Тобто в наближеннi слабкої взаємодiї
двох (чи бiльше) частинок сума 4-iмпульсiв частинок
та 4-iмпульсу поля залишається незмiнною. Коли час-
тинки прилiтають iз безмежностi чи вiддаляються на
безмежнiсть ( λ→ ±∞), 4-iмпульс поля прямує до ну-
ля. Це свiдчить про те, що сумарна енерґiя та iмпульс
частинок до та пiсля взаємодiї залишаються незмiн-
ними, як i в нерелятивiстському випадку.

Аналогiчно знайдено закон збереження моменту 4-
iмпульсу, який мiстить закон збереження моменту 3-
iмпульсу частинок i поля та три iнтеґрали типу рiв-
номiрного руху центра мас системи. На вiдмiну вiд
ситуацiї з 4-iмпульсом, цього разу момент 4-iмпульсу
не зникає, якщо λ → ±∞, а прямує до рiзних за зна-
ком ненульових значень. Це означає, що сумарний мо-
мент 4-iмпульсу самих частинок до та пiсля взаємо-
дiї змiнюється, тобто не зберiгається. Тут ми бачимо
максимальний прояв далекодiйного характеру елек-
тромагнiтної взаємодiї, тобто навiть коли частинки
розлетiлись як завгодно далеко мiж собою, момент
4-iмпульсу поля залишається ненульовим.

Така поведiнка моменту 4-iмпульсу слабковзаємодi-
ючої системи заряджених релятивiстських частинок
наводить на запитання: чи є ця система лаґранже-
вою, тобто чи можна знайти частинковий (безпольо-
вий) лаґранжiан, наклавши попередньо на нього певнi
розумнi обмеження, який у наближеннi слабкої взає-
модiї вiдтворив би рiвняння руху частинок (якi ми
беремо з електродинамiки) та вiдповiднi закони збе-
реження? Можна показати, що такого лаґранжiана
справдi немає, окрiм випадку, коли швидкостi час-
тинок a та b дуже (слаборелятивiстсько) близькi до
швидкостi системи вiдлiку t (яка задає гiперплощини
ґлобального часу), i ним є добре вiдомий лаґранжiан
Дарвiна. Це питання заслуговує висвiтлення в окре-
мiй роботi.

Результати узагальнено на систему багатьох части-
нок. Ми дiйшли висновку, що 4-iмпульс та момент
4-iмпульсу поля системи багатьох частинок у набли-
женнi слабкої взаємодiї є сумами парних внескiв.
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FOUR-MOMENTUM AND ANGULAR FOUR-MOMENTUM OF THE

ELECTROMAGNETIC FIELD OF A SYSTEM OF RELATIVISTIC CHARGED PARTICLES

IN A WEAK INTERACTION APPROXIMATION

Yuri Krynytskyi
Department for Theoretical Physics, Ivan Franko National University of Lviv,

12, Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

We consider a system of two charged particles in a weak interaction approximation. In the approximation,
the charges of the particles are assumed to be arbitrary small. This allows us to neglect the dependence of the
Lorentz force on the acceleration of particles and make a correct reduction to the common moment of time. Also,
in the approximation, radiation and radiation friction force can be neglected. In other words, the problem becomes
purely mechanical. At the same time, we do not take into consideration restrictions on the velocity of the particles;
therefore, the system is strictly relativistic. One can imagine the physical picture of interaction in such a system
in the following way: the particles move towards each other from infinity, then interact, and then fly away to
infinity in almost the same directions from which they initially came. The particles exchange 4-momentum and
the angular 4-momentum through the electromagnetic field. The 4-momentum and the angular 4-momentum of
the field together with the 4-momentum and the angular 4-momentum of the particles form the corresponding
integrals of motion.

We obtain exact expressions for the 4-momentum and angular 4-momentum of the field in a weak interaction
approximation as the functions of coordinates and the velocities of the particles. The expressions are generalized
to the case of many particles. It is shown that in this case the 4-momentum and the angular 4-momentum of
the field depend on the sums of the pairwise contributions. The expressions are analyzed for the particles flying
away to infinity. We obtain the result that, in contrast to the 4-momentum, the angular 4-momentum of the field
does not tend to zero. The law of 4-momentum conservation and the law of angular 4-momentum conservation
are analyzed in the non-relativistic limit.
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