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ОЛІМПІАДИ З ІНФОРМАТИКИ

ЗАВДАННЯ ДРУГОГО ТУРУ

1. «Конструктор» (Данило Мисак)

На свій перший день народження Меґґі Сімпсон,
персонаж мультсеріалу «Сімпсони», отримала в пода�
рунок конструктор: ігровий набір, що складається з
паличок різної довжини. Кінці паличок можна скрі�
плювати, причому з’єднані так палички можуть утво�
рювали довільний ненульовий кут, крім розгорнуто�
го (180°). Меґґі хоче скласти опуклий многокутник, ви�
користавши якомога більшу кількість паличок із
конструктора як сторони цього багатокутника.

Завдання. Напишіть програму set, що за розміра�
ми паличок у конструкторі визначить, чи вдасться Ме�
ґґі скласти з паличок опуклий многокутник, і якщо
вдасться, то визначить, яку найбільшу кількість па�
личок вона зможе для цього використати.

Вхідні дані. У першому рядку вхідного файлу
set.dat указано кількість N паличок у наборі,
2�N�105. У другому рядку записано N натуральних
чисел, менших за 109 (не обов’язково попарно різних)
— довжини паличок.

Вихідні дані. Вихідний файл set.sol повинен мі�
стити єдине число — найбільшу кількість паличок
з набору, з яких можна скласти опуклий многоку�
тник, або число 0, якщо скласти опуклий многоку�
тник не вдасться.

Оцінювання. Набір тестів складається з 3 блоків,
для яких додатково виконуються такі умови:

�40% балів: 2�N�15.
�30% балів: 15<N�3000.
�30% балів: 3000<N�105.

Крім того, у тестах на 25 % балів правильна відпо�
відь не перевищує 4.

Приклади вхідних та вихідних даних

Рекомендації щодо розв’язання
Під опуклим многокутником будемо розуміти стро�

го опуклий многокутник, тобто такий, усі кути яко�
го строго менші за 180°. Доведемо спершу допоміжне
твердження, що є узагальненням нерівності трикут�
ника для випадку опуклого N�кутника.

Лема 1. Нехай задано N�1 відрізків додатних дов�
жин d1, d2, ..., dN. Із них можна скласти опуклий мно�
гокутник тоді й лише тоді, коли довжина найбільшо�

го відрізка менша за суму довжин решти N–1 відріз�
ків, тобто коли 2max{dl, d2, ..., dN}<d1 + d2 + ... + dN.

Доведення. Нехай із заданих відрізків вдалося
скласти опуклий N�кутник A1A2 ... AN. Хай, без утра�

ти загальності, A1AN — найдовший з усіх відрізків. По�

слідовно використовуючи N–2 рази нерівність трику�
тника, матимемо

A1A2+A2A3+A3A4+ ... +AN–iAN>A1A3+A3A4+ ...

+AN–1AN>A1A4+ ... +AN–1AN> ... >A1AN.

Отже, нерівність з умови леми справджується.
Доведімо тепер зворотне твердження: якщо нері�

вність для відрізків довжин d1, d2, . . . , dN справджу�

ється, то з них можна скласти опуклий багатокут�
ник. Легко бачити, що при N=1 та N=2 нерівність
виконуватися не може. Отже, N�3. Не втрачаючи за�
гальності, припустимо, що найдовшим із відрізків є
dN, тобто di�dN, 1�i�N.

Нехай на площині зафіксували коло радіуса R�
dN/2 із центром у точці O, а також деяку декартову си�

стему координат, причому коло дотикається до пря�
мої x=0 (вісь ординат) у точці (0, 0) (початок коорди�
нат). Визначимо на колі точки A1, A2, ..., AN так:

�A1 — точка (0, 0);

�A2 — перша за рухом годинникової стрілки точка

після A1 на колі така, що A1A2 = d1;

�A3 — перша за рухом годинникової стрілки точка

після A2 на колі така, що A2A3 = d2;

. . .
�AN — перша за рухом годинникової стрілки точка

після AN–1 на колі така, що AN–1AN = dN–1.

Оскільки за побудовою діаметр кола не менший за
кожен із відрізків d1, d2, ..., dN–1, конструкцію визна�

чено коректно. Приклад розташування точок зобра�
жено на рис. 1.

Доведемо, що, взявши коло достатньо великого
радіуса, ми зможемо забезпечити одночасне виконан�
ня таких двох умов:

1) �A1OA2 + �A2OA3 + ... + �AN–1OAN < 180° (звід�

си, зокрема, випливатиме, що ламана A1A2 . . . AN не

має самоперетинів);
2) A1AN > dN.

Щоб довести цей факт, розглянемо довільні дві
послідовні хорди Ak–1Ak та AkAk+1, 2�k�N–1 (рис. 2).

Нехай �Ak_1OAk=2�, а �AkOAk+1=2�.

ЗАДАЧІ XXVI ВСЕУКРАЇНСЬКОЇ ОЛІМПІАДИ З ІНФОРМАТИКИ
ТА РЕКОМЕНДАЦІЇ ЩОДО ЇХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

Бондаренко Віталій Вікторович,
асистент факультету кібернетики Київського Національного

університету ім. Тараса Шевченка,
Ягіяєв Шаміль Ігорович

менеджер проектів компанії «Арісент Україна».

set.dat set.sol

4
5    1000    5    5

3

3
1    2    3

0



ОЛІМПІАДИ З ІНФОРМАТИКИ

32 КОМП’ЮТЕР У ШКОЛІ ТА СІМ’Ї №5, 2013

Оскільки OAk–1=OAk=OAk+1=R, трикутники

Ak–1OAk та AkOAk+1 рівнобедрені, а тому 

�Ak–1AkO=�/2–�,   �Ak+1AkO=�/2–�,

�Ak–1АкAk+1=�Ak–1AkO+�Ak+1AkO=�–�–�. 

Як відомо, Ak–1Ak=2Rsin�, звідки

Аналогічно � �0, R��. Тому
�A1OA2+�A2OA3+ ... + �AN–1OAN � 0, R � �;

�Ak–1АкAk+1=�–�–� � �, R � �.

Отже, виконання умови 1) при достатньо вели�
ких значеннях R доведено. Щоб довести виконан�
ня умови 2), розглянемо многокутник A1A2 ... AN

при значеннях R, що задовольняють умову 1). Су�
ма кутів N�кутника складає, як відомо, (N–2)�.
Якщо позначити кути ANA1A2 і A1ANAN–1 через �1

і �2 відповідно, матимемо

Позначимо через �i, 1�i�N–1, кут, який утво�

рюють прямі AiAi+1 та A1AN. Якщо прямі паралель�

ні, цей кут дорівнює 0. Якщо точка перетину пря�

мих лежить на промені ANA1, то кут �i не переви�

щує �1 (дорівнює �1, коли i=1, та менший за �1, ко�

ли i>1). А якщо точка перетину прямих лежить
на промені A1AN, то кут �i не перевищує �2 (дорів�

нює �2, коли i=N–1, та менший за �2, коли i<N–1).

Отже, �i�max{�1, �2}, 1�i�N–1. А тому

Отже, виконання умови 2) при достатньо великих
R також доведено.

Візьмемо деяке достатньо велике число R1>dN/2,

для якого умови 1) і 2) виконані, і почнемо неперервно
зменшувати радіус кола. При цьому точки A2, A3, ..., AN

«ковзатимуть» по колу в напрямку годинникової стрі�
лки. Припинимо процес «стискання» кола, щойно
справдиться хоча б одне з двох тверджень:

�радіус кола стане рівним dN/2 або

�точка AN збігатиметься з точкою A1.

Ураховуючи природу першої умови зупинки, ра�
но чи пізно ми обов’язково припинимо процес. Позна�
чимо радіус кола, на якому відбулася зупинка, через
Ro. Нехай функція f : [Ro,R1] � [0, +�) визначає від�

стань між точками A1 та AN при заданому радіусі

R � [Ro,R1]. Незалежно від того, яка з умов послужи�

ла причиною зупинки, виконується нерівність
f(Ro)�dN. Справді, якщо Ro=dN/2, то відстань між

будь�якими двома точками на колі не перевищує
2Ro=dN. А якщо AN=A1, то взагалі f(Ro)=0. У той

же час із визначення числа R1 маємо f(R1)>dN. Оскі�

льки функція f неперервна, з цих співвідношень ви�
пливає, що існує число R � [Ro,R1], для якого f(R)=dN.

Зважаючи на те, що це значення R ми «пройшли» до
того, як точка AN уперше збіглася з A1, можемо

стверджувати, що при відповідному радіусі кола за�
мкнена ламана A1A2 ... AN — уписаний (а отже, опук�

лий) N�кутник без самоперетинів із довжинами сто�
рін, що дорівнюють d1, d2,    dN. Лему доведено.

Повернімося тепер до самої задачі — нехай N
знову позначає кількість заданих у вхідному фай�
лі довжин, а через M позначимо найбільше зна�
чення, якого може набувати довжина одного відрі�
зка (в даному випадку M=109–1).

Ідейно найпростіший спосіб розв’язати задачу —
перебрати всі підмножини заданої множини відрізків
і, скориставшись твердженням леми, для кожної під�
множини визначити, чи задає вона сторони опукло�
го багатокутника. Час виконання такого алгоритму
дорівнює O(N•2N); або O(N2•2N), якщо перевіряти
виконання нерівності многокутника не лише для най�
більшої, а для всіх його сторін. Перебірні алгоритми
набирають 40 % від загальної кількості балів.

Задачу можна розв’язувати так. Спершу відсорту�
ємо заданий масив чисел. Позначимо послідовність
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чисел, утворену в результаті, як d1�d2� ... �dN. Під�

рахуємо суму SN = d1 + d2 + . . . + dN. Якщо подвоєне

найбільше число в масиві dN є меншим за цю суму

(тобто задовольняє нерівність многокутника), то від�
повідь — N. Інакше незалежно від того, які відрізки
стануть у підсумку сторонами многокутника, відрі�
зка довжини dN бути серед них не може, адже нері�

вність многокутника це число задовольнити ніяк не
зможе. Тому відкинемо його та, перерахувавши суму
SN–1=d1+d2+ ... + dN–1= SN–dN, повторимо ті самі дії

для числа dN–1: якщо 2dN–1<SN–1, то з відрізків довжин

d1, d2, ..., dN–1 можна утворити опуклий многокутник, а

тому відповідь — число N–1. А якщо 2dN–1�SN–1, то від�

різок довжини dN–1 не може бути стороною многоку�

тника, тож слід відкинути число dN–1 і перерахувати

суму SN–2= SN–1– dN–1. Такі операції повторюємо до�

ти, доки не знайдемо відповідь або не відкинемо всі
відрізки. Останнє означатиме, що із заданих відрізків
скласти опуклий многокутник неможливо.

Під час підрахунку суми чисел треба зважити на
те, що вона може виявитися досить великою і, на від�
міну від самих чисел, не вміститися у чотирибайтову
змінну. Тому слід або використати відповідний тип да�
них, або припиняти підрахунок суми, коли стає зро�
зуміло, що вона більша за 2M, а отже, перевищує по�
двоєну довжину будь�якого із заданих відрізків.

Складність наведеного алгоритму лінійна, якщо
знехтувати сортуванням масиву на початку виконан�
ня. Отже, залежно від реалізації сортування можна
досягти ефективності O(N2) і набрати 70% балів або
вкластися в O(N log N) і заробити повний бал.

Інший ефективний спосіб розв’язати задачу ґрун�
тується на твердженні такої леми.

Лема 2. Перед тим як вищенаведений алгоритм за�
вершить свою роботу, він відкине щонайбільше
[log2M]+2 вiдрiзки (де [log2M] позначає найбільше ці�

ле число, що не перевищує log2M).

Доведення. Нехай алгоритм відкинув l відрізків
завдовжки dN, dN–1, ..., dN–l+1, l�N.

Якщо l<N, то маємо d1�1, d2�1, ..., dN–l�1, а далі,

враховуючи, що наступні числа алгоритм відкинув,
dN–l+1�d1+d2+ ... +dN–l�N–l,
dN–l+2�d1+d2+ ... +dN–l+dN–l+1�

�(N–l)+(N–l)=2(N–l),
dN–l+3>d1+ ... +dN–l+dN–l+1+dN–l+2�

�(N–l)+(N–l)+2(N–l)=22(N–l),
...
dN�(1+1+2+22+ ... +2l–2)(N–l)=2l–1(N–l).

Тому M�dN� 2l–1(N–l)�2l–1, звідки l �[log2M]+1.

Якщо l=N, то маємо d1�1, d2�1 а далі

d3�d1+d2�2.

d4�d1+d2+d3�1+1+2=22.

d5�d1+d2+d3+d4�1+1+2+22=23.

...
dN�1+1+2+22+ ... 2N–3=2N–2.

Тому M�dN� 2N–2=2l–2, звідки l�[log2M]+2.

Лему доведено.
Отже, алгоритм, який не сортуватиме масив, а

просто щоразу після відкидання елемента заново
шукатиме найбільше число, буде мати час вико�
нання порядку O(N log M). Така ефективність теж
оцінюється повним балом.

Однак твердження леми 2 дозволяє побудувати
навіть швидший метод розв’язання задачі, який
учасникам зовсім не обов’язково було втілювати,
щоб отримати повний бал, але який ми наведемо з
теоретичного інтересу.

Не будемо сортувати масив, а натомість за лінійний
час упорядкуємо елементи масиву так, щоб на остан�
ніх m=[log2M]+3 місцях стояли (у довільному поряд�

ку) саме ті числа, які б стояли на цих m місцях, якби
масив було відсортовано в порядку неспадання. За лі�
нійний час цю операцію дозволяють виконати так зва�
ні алгоритми вибору порядкових статистик (selection
algorithms), деталі реалізації яких можна знайти в ін�
тернеті. Після цього елементи на останніх m місцях слід
відсортувати (за O(mlogm) часу), а далі діяти так, начеб�
то відсортовано увесь масив. Оскільки згідно з лемою
2 алгоритм відкине щонайбільше m–1 елемент, то до
невідсортованої частини масиву він просто не дійде. Су�
марний час виконання програми складатиме O(N+logM
loglogM), що на практиці означає лінійну (за кількіс�
тю чисел у вхідному файлі) ефективність.

Насамкінець кілька слів стосовно того, наскіль�
ки реально було написати розв’язок задачі учасни�
ку, не знайомому до олімпіади із твердженням ле�
ми про нерівність многокутника. Думка автора та�
ка: виходячи з того, наскільки широко відомою є
нерівність трикутника і наскільки просто обґрун�
товується твердження про нерівність многокутни�
ка в один бік, учасник, пробуючи розв’язати зада�
чу, цілком міг щонайменше висунути гіпотезу про
нерівність многокутника. З огляду на засади про�
ведення олімпіади, перевірка гіпотези не вимагала
від учасника побудови доведення в інший бік: до�
статньо було написати програму, що ґрунтується на
гіпотезі, здати її й подивитися на результат.

2. «Ковпачок» (Данило Мисак)

Нудьгуючи на одному з уроків, відмінник Петро
П’яточкін придумав собі розвагу. Він замалював ру�
чкою деякі клітинки прямокутного аркуша, вирвано�
го із зошита, зняв із ручки ковпачок та поставив йо�
го на одну із зафарбованих клітин. Далі Петрик послі�
довно переставляє ковпачок з однієї замальованої
клітинки на іншу замальовану клітинку, яка міс�
титься в тому ж рядку або в тому ж стовпчику, що і
попередня. Петрик вибрав деяку зафарбовану кліти�
ну й хоче перемістити туди ковпачок із початкової клі�
тини за якомога меншу кількість ходів.

Завдання. Напишіть програму cap, що за даними
про розміри аркуша паперу, конфігурацію зафарбо�
ваних клітин, розміщення ковпачка та цільової клі�
тини знайде найменшу можливу кількість перестав�
лянь, за які Петрик зможе перемістити ковпачок з по�
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чаткової клітини до цільової, керуючись придума�
ними ним правилами.

Вхідні дані. У першому рядку вхідного файлу
cap.dat записано два цілих числа: кількість рядків N
і кількість стовпчиків M клітинок, із яких складаєть�
ся аркуш, 2�M�N�1000. Кожен із наступних N ря�
дків містить по M символів:

�x (маленька літера латинського алфавіту) — зафа�
рбована клітина.

�. (крапка) — порожня клітина.
�o (маленька літера латинського алфавіту) — поча�

ткова клітина.
�+ (плюс) — цільова клітина.

У вхідних даних задано рівно одну початкову та рі�
вно одну цільову клітину.

Вихідні дані. Вихідний файл cap.sol повинен міс�
тити єдине число — найменшу кількість переміщень
ковпачка, які потрібно зробити Петрику задля дося�
гнення мети. Якщо ж відповідно до заданих правил
не можна досягти цільової клітини, то слід вивести –1.

Оцінювання. Набір тестів складається з 3 блоків,
для яких додатково виконуються такі умови:

�30% балів: 2�M�N�10;
�30% балів: 10<M�N�100;
�40% балів: 100<M�N�1000.

Приклади вхідних та вихідних даних

Рекомендації щодо розв’язання
Аркуш паперу можна подати як граф, вершинами

якого є зафарбовані клітинки, а ребро між двома ве�
ршинами проведене тоді й лише тоді, коли відповід�
ні їм клітинки містяться в одному рядку або в одно�
му стовпчику. Природний підхід до розв’язання зада�
чі — здійснити пошук у ширину на такому графі, по�
чинаючи з вершини, що відповідає початковій
клітинці A, та знайти довжину найкоротшого шляху
з неї до цільової клітини B. Однак час виконання та�
кого алгоритму буде занадто великим, адже пошук у
ширину працює O(V+E) часу, де V — кількість вер�
шин, а E — кількість ребер у графі. У нашому випа�
дку кількість вершин не перевищує NM, але кіль�
кість ребер може досягати NM(N+M–2)/2 (і дорів�
нює цьому числу, якщо зафарбовано всі NM клітин).
Тож час виконання програми складе O(NM(N+M)).
Це дасть 60% від загальної кількості балів.

Суттєво пришвидшити алгоритм можна, заува�
живши таке: якщо на деякому кроці пошуку в ши�
рину ми розглядаємо клітинку C, а раніше вже бу�
ло розглянуто хоча б одну клітинку D, що стоїть у
тому ж рядку, що й клітинка C , то немає сенсу
розглядати ребра графа, які сполучають клітину C
з іншими клітинками в її рядку. Справді, припус�

тимо, що D — перша з клітинок у даному рядку,
пройдена алгоритмом. Якщо деяке ребро (C, E)
сполучає C з клітинкою E, яка міститься в тому ж
рядку, що й C, то або E = D, або у графі наявне ре�
бро (D, E) (бо D та E містяться в одному рядку). А
отже, вершину E вже було додано в чергу або навіть
пройдено раніше — і розгляд ребра (C, E) не дасть
жодного результату. Отже, можна не розглядати ба�
гато «зайвих» ребер — достатньо пам’ятати клі�
тини, у яких рядках алгоритм уже встиг пройти.

Звичайно, ті самі міркування справедливі не
тільки для рядків, але й для стовпчиків таблиці. То�
му в кожному рядку буде розглянуто щонайбільше
M–1 ребро, а в кожному стовпчику — не більше ніж
N–1 (ребра, що виходять з деякої однієї клітини да�
ного рядка або стовпчика). Усього алгоритм розгля�
не O(NM) ребер, а тому й час виконання дорівню�
ватиме O(NM). Це дасть повний бал.

Задачу можна розв’язувати дещо інакше. Знов
побудуємо граф, що відповідає таблиці у вхідному
файлі, але тепер зробимо це іншим способом. Новий
граф матиме N+M вершин і не більше ніж NM ребер.
Нехай N вершин a1, a2, . . . , aN графа відповідають ря�

дкам 1, 2, ..., N, а інші M вершин b1, b2, ..., bМ відпові�

дають стовпчикам 1, 2, ..., M таблиці. Ребро між вер�
шинами ai та bj проведене тоді й лише тоді, коли на пе�

ретині i�го рядка та j�го стовпчика стоїть зафарбова�
на клітинка. Інших ребер у графі немає.

Поставимо у відповідність ходу з клітинки (i, j1) у

клітинку (i, j2) таблиці переміщення з вершини ai у ве�

ршину bj2 графа, а ходу з клітинки (i1, j) у клітинку

(i2, j) — переміщення з вершини bj у вершину ai2
.

Оскільки в оптимальному (найкоротшому) маршру�
ті між клітинками A і B не може бути двох послідов�
них ходів у межах одного рядка або двох послідовних
ходів у межах одного стовпчика (інакше їх можна
було б замінити на один еквівалентний хід), то опти�
мальному маршруту між A і B відповідає деякий
шлях по ребрах графа. При цьому якщо A=(i1, j1) а

B=(i2, j2), то шлях починається або у вершині ai1
, або

у вершині bj1
, а закінчується ребром, що сполучає ве�

ршини ai2
та bj2

(або в напрямку від вершини ai2
до bj2

,

або в протилежному). І навпаки: кожному такому
шляху по ребрах графа відповідає маршрут тієї ж до�
вжини між клітинками A і B.

Отже, задача зводиться до пошуку довжини най�
коротшого шляху, що починається в одній з вершин
ai1

або bj1
, а закінчується ребром, що сполучає верши�

ни ai2
та bj2

графа. Якщо позначити через d(x, y) до�

вжину найкоротшого шляху між вершинами x та y,
шукана величина дорівнює

min {d(ai1
, ai2

), d(ai1
, bj2

), d(bj1
, ai2

), d(bj1
, bj2

)} + 1.

А якщо між відповідними парами вершин шляхів
не існує, то нема й маршруту між клітинками A і B.

Зауважимо, що відстані між парами вершин мож�
на підрахувати з допомогою двох пошуків у ширину
(один з вершини ai1

, а інший — із bj1
). Утім, для зна�

cap.dat cap.sol
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ходження відповіді можна обійтися й одним пошуком
у ширину. Для цього додамо до графа фіктивну вер�
шину c й проведемо з неї два ребра: у вершини ai1

та

bj1
. Тоді шукане значення — це довжина найкоротшо�

го шляху з вершини c в одну з вершин ai2
або bj2

, тоб�

то min {d(c, ai2
), d(c, bj2

)}.

Отже, маємо альтернативний алгоритм розв’язан�
ня задачі з таким же порядком часу виконання O(NM).

3. «Тетрис» (Сергій Нагін)
Тінкі�Вінкі грає у модулярний тетрис. Поле скла�

дається з N стовпчиків, у кожному з яких може міс�
титися від нуля до трьох кубиків. Після того, як у сто�
впчику опиняється четвертий кубик, усі чотири ку�
бики зникають. За один хід гравець може вибрати
довільну кількість від 1 до N послідовних стовпчиків,
на які впаде по одному кубику, як зображено на ри�
сунку. Тінкі�Вінкі хоче, починаючи з наявної конфі�
гурації кубиків на полі, якомога скоріше досягти пе�
вної цільової конфігурації.

Завдання. Напишіть програму tetris, яка за інфо�
рмацією про кількість стовпчиків на полі, початкову
та цільову конфігурації кубиків визначить найменшу
кількість ходів, які має зробити Тінкі�Вінкі.

Вхідні дані. У першому рядку вхідного файлу
tetris.dat міститься ціле число N (1�N�1000) — кіль�
кість стовпчиків на полі тетриса. У другому рядку за�
писано N цілих чисел від 0 до 3, які задають початко�
ву конфігурацію кубиків на полі. У третьому рядку за�
писано N цілих чисел від 0 до 3, які задають кінцеву
конфігурацію кубиків. Початкова та кінцева конфі�
гурації не збігаються.

Вихідні дані. Єдиний рядок вихідного файлу
tetris.sol повинен містити єдине ціле число — мініма�
льну можливу кількість ходів Тінкі�Вінкі для дося�
гнення цільової конфігурації.

Оцінювання. Набір тестів складається з 4 блоків,
для яких додатково виконуються такі умови:

�30 % балів: N�8.
�20 % балів: N�1000 та правильна відповідь не

перевищує 10.
�25 % балів: N�100.
�25 % балів: немає додаткових обмежень.

Приклади вхідних та вихідних даних

Рекомендації щодо розв’язання
Позначимо початкову конфігурацію як A, а кі�

нцеву — як B.
Розв’язок за O(4N•N3). Нехай кожній конфігу�

рації кубиків відповідає вершина графа, а між кон�
фігураціями, між якими можна зробити перехід за
один хід, є орієнтоване ребро. Запустимо стандар�
тний пошук у ширину від вершини, що відповідає
конфігурації A, до вершини, що відповідає конфі�
гурації B. Отримана найкоротша відстань і буде
відповіддю.

Розв’язок за O(N3). Зрозуміло, що зміна поряд�
ку операцій не змінює результуючої конфігурації.
Впорядкуємо ходи гравця — відрізки кубиків — за
лівим краєм.

Будемо використовувати динамічне програму�
вання: нехай dp(pref, opened) — мінімальна кіль�
кість операцій, яка потрібна, щоб прирівняти кон�
фігурації в перших pref символах за умови, що на
теперішньому кроці буде відкрито opened відрізків
від деяких попередніх операцій. Перехід можна
робити так:

�закінчимо деяку кількість попередніх операцій;
�почнемо деякі інші операції, ліві кінці яких будуть

збігатися з теперішньою позицією;
�після перших двох пунктів числа в обох конфігу�

раціях на теперішній позиції повинні збігатися.
Більш формально динаміку можна записати так

(deleted — кількість закінчених операцій; new — кі�
лькість розпочатих операцій):

�dp(pref, opened) + new � dp(pref + 1,
opened– deleted+new): deleted �opened;
new �3;
(A[pref+1] + opened – deleted + new) mod 4 =

B[pref+1].
�dp(0, 0) = 0.

Розв’язок за O(N2). Додамо оптимізацію до по�
переднього розв’язку — обмеження deleted � 3.
Зрозуміло, що на жодному кроці не треба скасову�
вати більше ніж три операції, інакше їх не треба бу�
ло б починати.

Неасимптотичні оптимізації. Замість операцій
mod 4 (Pascal) та % 4 (C++) можна використовува�
ти операції and 3 (Pascal) та & 3 (C++). Дана опти�
мізація може скоротити час виконання в 10 разів.

Також можна помітити, що ми або скасовуємо
деякі операції, або створюємо нові, але не робимо
цього одночасно. Скориставшись цим, можна зме�
ншити час виконання в 4 рази.

Також можна перебирати тільки досяжні стани
динаміки, це теж може скоротити час виконання в
4 рази.

4. «Камелот» (Роман Єдемський)

Король Артур вирішив зібрати лицарів задля
термінової військової наради. На землях, якими
правив Артур, розташовувалися оборонні форте�
ці, побудовані у формі кола, — такі вважалися
найбільш неприступними. Певні фортеці були роз�
ташовані всередині інших, що забезпечувало їм
іще більшу захищеність. Як тільки лицарі отриму�

tetris.dat tetris.sol
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ють наказ від Артура, вони вирушають у дорогу зі
свого маєтку в супроводі охорони. Якщо шлях ли�
царя проходить ззовні фортеці всередину чи на�
впаки, лицар повинен заплатити данину за перетин
брами. Кожна фортеця встановлює розмір данини
за прохід однієї людини, тобто лицарю потрібно
заплатити за себе та своїх охоронців.

Артур бажає вибрати таке місце проведення на�
ради, щоб мінімізувати сумарні витрати лицарів,
адже вони будуть відшкодовані з державної скар�
бниці. Місце проведення наради може розташову�
ватися будь�де на землях Артура, крім границь фо�
ртець. Крім того, Артур може зменшити свої витра�
ти, скасувавши данину не більш ніж у K вибраних
ним фортецях. На свій шлях з Камелота до місця на�
ради Король нічого не витрачає, а всі лицарі завжди
вибирають найдешевший маршрут.

Завдання. Напишіть програму camelot, яка за ін�
формацією про карту земель Артура, розміри дани�
ни кожної з фортець, кількість охоронців у лица�
рів і кількість фортець, де данина може бути ска�
сована за наказом Короля, знайде мінімальну кіль�
кість грошей, яку він має витратити, щоби провести
нараду. Карту земель може бути подано як площи�
ну з колами, що задають фортеці, і точками, що за�
дають маєтки лицарів.

Вхідні дані. Перший рядок вхідного файлу
camelot.dat містить три цілих числа N, M і K (2�N�
35 000, 1�M�35 000, 0�K�N), де N — кількість фо�
ртець на землях Артура, M — кількість лицарів, ви�
кликаних на нараду, а K — кількість фортець, у яких
Артур може скасувати данину. Наступні N рядків
задають фортеці й містять по чотири цілих числа x,
y, R, C (�106�x�106, –106�y�106, 1�R�2•106, 1�C�
105), де (x, y) — координати центра фортеці на мапі,
R — радіус кола, що задає фортецю, а C — розмір да�
нини з людини. Наступні M рядків задають інформа�
цію про лицарів і містять по три цілих числа x, y, L
(–106�x�106, –106�y�106, 1�L�105), де (x, y) — ко�
ординати маєтку лицаря на мапі, а L — кількість
охоронців, що подорожують разом із лицарем, вклю�
чаючи самого лицаря. Вхідні дані гарантують:

�жодні два кола, що задають фортеці, не мають
спільних точок;

�жодні дві точки, що задають маєтки лицарів, не збі�
гаються та не лежать на колах.
Вихідні дані. Єдиний рядок вихідного файлу

camelot.sol повинен містити ціле число — мінімаль�
ну суму грошей, які Король Артур має витратити,
щоб зібрати лицарів.

Оцінювання. Набір тестів складається з 6 блоків,
для яких додатково виконуються такі умови:

�10% балів: N�1000, M�1000 і немає фортець, що
розташовані на території інших фортець;

�10% балів: N�35 000, M�35 000 і немає фортець,
що розташовані на території інших фортець;

�10% балів: N�1000, M�1000, K = 0;
�20% балів: N�35 000, M�35 000, K = 0;
�15% балів: N�1000, M�1000;
�35% балів: немає додаткових обмежень.

Приклад вхідних та вихідних даних

Пояснення. Щоб досягти оптимальності витрат, Ко�
ролю Артуру необхідно скасувати данину у фортеці 3
і зібрати нараду у фортеці 2.

Рекомендації щодо розв’язання

Зазначимо, що кола, які не перетинаються, утво�
рюють дерево, причому кола відповідають ребрам,
а області зв’язності — вершинам. Тому задачу мо�
жна переформулювати так: у кожній вершині де�
рева перебуває деяка кількість людей, що можуть
переходити з вершини до вершини по ребрах, спла�
чуючи деяку суму грошей за цю операцію. Дозво�
лено зробити ціну переходу нульовою не більш ніж
для K ребер. Треба зібрати всіх людей в одній вер�
шині, витративши на це якомога менше грошей.

Отже, задачу можна розбити на дві підзадачі:
геометричну й оптимізаційну. Геометрична під�
задача полягає у побудові дерева і визначенні по�
чаткової кількості людей у кожній вершині.

Геометрична підзадача: наївний розв’язок за
O(N2+NM). Для кожного кола знайдемо коло міні�
мального радіуса, що містить дане, і позначимо об�
ласть зв’язності, що лежить між цими двома кола�
ми, як предка у дереві до вершини, що відповідає
області зв’язності внутрішнього кола. У випадку,
якщо немає кола, що містить задане, вважатимемо
його предком деякий глобальний корінь нашого
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дерева — вершину, що відповідає області зв’язно�
сті, яка лежить поза межами всіх кіл.

Геометрична підзадача: метод скануючої прямої
(sweep Hne) за O((N+M) log (N+M)). Для полег�
шення подальшого викладу будемо вважати, що
на додаток до всіх кіл, що задані у вхідному файлі,
ми маємо деяке коло із центром у точці (0, 0) і ра�
діусом таким, що всі інші точки та кола лежать
усередині нього. Під час «сканування» ми не буде�
мо розглядати події початку і закінчення цього ко�
ла, натомість дуги цього кола будуть постійно мі�
ститися у допоміжних структурах даних.

Будемо «сканувати» прямою площину зліва на�
право, підтримуючи у деякому бінарному збалан�
сованому дереві верхні і нижні дуги кіл, що пере�
тинають пряму в її поточному розташуванні. Ці
дуги будемо впорядковувати у дереві за ордина�
тою точки перетину з прямою. Кожну з можливих
подій будемо опрацьовувати так.

Якщо скануюча пряма натрапила на нове коло, ми
знаходимо у дереві дуг дугу, найближчу (або зверху,
або знизу — неважливо) до точки дотику прямої і ко�
ла, й перевіряємо, чи коло, якому належить ця дуга,
є таким, що містить нове коло. У випадку, якщо це
так, позначаємо його «батьком» (предком) нового ко�
ла; якщо ні, то, як нескладно зрозуміти, батьком но�
вого кола є батько кола, якому належала знайдена ду�
га. Після того як вершина — батько нового кола ви�
значена, додамо дві його дуги до дерева дуг.

Якщо скануюча пряма виходить за межі кола,
видалимо з дерева дуг вершини, що відповідають ду�
гам цього кола.

Якщо скануюча пряма натрапила на точку, зна�
ходимо коло мінімального радіуса, яке містить то�
чку, у спосіб, аналогічний до наведеного вище ме�
тоду знаходження батька нового кола: точку мож�
на вважати колом радіуса 0.

Зауваження щодо реалізації дерева дуг:
�у мові С++ можна використовувати стандартний

контейнер set із динамічним компаратором, що по�
рівнює дуги за значенням y�координат точок пере�
тину дуг зі скануючою прямою в її поточному роз�
ташуванні. При цьому є нюанс: дуги, що нале�
жать одному колу, треба порівнювати безпосере�
дньо (нижня під верхньою), не порівнюючи
y�координати цих дуг. Це пов’язано з тим, що в пе�
рший і в останній моменти, коли пряма перетина�
тиме коло, вона буде перетинати обидві дуги в од�
ній і тій самій точці.
Існує також розв’язок, що не використовує дина�

мічний компаратор: він порівнює дуги за відносним
розташуванням кіл, до яких ці дуги належать. Такий
розв’язок є більш ніж удвічі швидшим за розв’язок
із динамічним компаратором.

До оптимізаційної підзадачі також є кілька
підходів.

Оптимізаційна підзадача: випадок K= 0. У цьому
випадку в Артура немає можливості скасовувати пла�
ту за перехід по ребрах. Тоді єдине, що залежить від
Артура, вибір вершини збору. Маємо наївний роз�
в’язок з асимптотикою O(N2): перебрати варіанти ве�

ршини збору і для кожного варіанта за допомогою
пошуку в глибину знайти ціну збору в даній верши�
ні. Зробити це можна, рахуючи дві допоміжні вели�
чини: кількість людей у піддереві й сумарну ціну збо�
ру всіх людей з піддерева у корені цього піддерева. Та�
кий розв’язок оптимізується до лінійного за допомо�
гою підтримання під час пошуку в глибину описаних
величин не тільки у піддеревах, а також і в наддере�
ві (тобто в дереві без піддерева).

Оптимізаційна підзадача: розв’язання з допомо8
гою структур даних. Нехай зафіксовано деяку верши�
ну збору. Зорієнтуємо всі ребра так, як по них будуть іти
люди до вершини збору. З цих міркувань для кожного
ребра можна оцінити те, яку знижку отримає Артур, як�
що зробить ціну проходу по даному ребру нульовою. Ця
величина дорівнює кількості людей у відповідному під�
дереві, помноженій на ціну переходу. Так отримаємо
розв’язок за O(N2 log N): перебираємо можливі варіан�
ти вершини збору й за допомогою пошуку в глибину ви�
раховуємо знижки для кожного ребра; далі вибираємо
K ребер, для яких знижки найбільші.

Для оптимізації цього розв’язку до O(N log N) по�
дивимось, як змінюється множина знижок при пе�
ренесенні вершини збору до сусідньої вершини:
змінюється лише знижка на ребро, через яке це
перенесення здійснювалося. Отже, необхідно за�
провадити деяку структуру даних, що підтримує на�
бір чисел (разом із дублікатами) і може швидко
опрацьовувати запити двох типів:

�замінити деякий елемент x на y;
�знайти K максимальних елементів.

Зауважимо, що перша операція еквівалентна
послідовності операцій: додати елемент y до набо�
ру, видалити елемент x із набору. Цю структуру да�
них можна промоделювати за допомогою контейне�
ра map зі стандартних бібліотек С++, підтримую�
чи поточне значення K�го найбільшого елемента
та кількість елементів, строго менших за K�й най�
більший елемент. Альтернативою до цієї структу�
ри даних є дерево відрізків зі стисканням коорди�
нат або розріджена його модифікація.

Оптимізаційна підзадача: розв’язання з допомогою жа8
дібного алгоритму. Розглянемо деяке ребро (U, V) дерева.
Нехай його ціна — cost. Позначимо кількість людей у під�
дереві вершини Uчерез L, а у піддереві вершини V— че�
рез R. Доведемо, що до ціни збору це ребро додає min{L,
R} • cost грошей при оптимальному виборі вершини збо�
ру. Справді, нехай, наприклад, L < R, а вибрана верши�
на збору X міститься у піддереві L. Хай зібрати всіх лю�
дей з Lу Xкоштує A, а зібрати всіх з Rу Vкоштує B. По�
значимо ціну проходу однієї людини по шляху з Vу Xче�
рез W. Тоді ціна збору наради у вершині Xскладає A+ B
+ W•R, а у вершині V— A+ B+ W•L, що, очевидно, ме�
нше. Отже, Xне є оптимальним вибором вершини збору.

Зауважимо, що оцінка min{L, R}•cost не залежить
від того, чи ми скасовували плату за перехід через ін�
ші ребра. Тому достатньо вирахувати дану величину
для всіх ребер та вилучити K найбільших значень —
сума решти і є відповіддю.


